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0 Einleitung

0 Einleitung
Im Jahr 1979 bewiesen Fontaine und Wintenberger [2], dass die Galoisgruppen der Vervollständigung
von Qprµp8s und die Galoisgruppen der Vervollständigung von

�
nPN Fppptqqrt

1
pn s isomorph sind. Spä-

ter wurde diese Aussage von Scholze verallgemeinert [1]. Diese Verallgemeinerung besagt, dass die
Galoisgruppen eines perfektoiden Körpers K und seines sogenannten Tilts K5 isomorph sind. Ein
Körper K mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag | � | und Restklassenkörper der Charakteris-
tik p ist perfektoid, wenn er vollständig ist, |K�| dicht in R¥0 liegt und der Frobenius auf OK{pOK

surjektiv ist. Der Tilt von K ist der Quotientenkörper des Rings OK5 :� tpanqn¥0 P
±
n¥0 OK{pOK :

apn�1 � anu, wobei OK der Bewertungsring des Körpers K bzgl. seines nicht-archimedischen Abso-
lutbetrags ist. Dieser ist ein perfektoider Körper der Charakteristik p.
Die vorliegende Arbeit handelt von der Tilting-Äquivalenz zwischen den endlichen Körpererweiterun-
gen eines perfektoiden Körpers K und den endlichen Körpererweiterungen seines Tilts K5. Darüber-
hinaus wird gezeigt, dass L|K genau dann Galois ist, wenn L5|K5 Galois und GalpL|Kq isomorph zu
GalpL5|K5q ist. Zunächst muss dazu bewiesen werden, dass für endliche Körpererweiterungen L|K

auch der Körper L ein perfektoider Körper ist. Im Fall charpKq � p ist dies relativ leicht zu sehen,
jedoch für den Fall charpKq � 0 ist dies nicht unmittelbar klar. Für einen perfektoiden Körper F
der Charakteristik p lässt sich mithilfe des Rings der Wittvektoren mit Koeffizienten in F , welcher
mit W pF q bezeichnet wird, ein perfektoider Körper der Charakteristik 0 konstruieren, sodass sein
Tilt isomorph ist zu F . Die Elemente des Rings sind Folgen, dessen Folgenglieder in F liegen. Für
die Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Charaktersitik 0 aus F wird ein spezielles Element
aus W pOF q gewählt und das davon erzeugte Ideal aus W pOF q herausfaktorisiert. Der Tilt des Quo-
tientenkörper dieses Rings ist isomorph zu F . Andererseits gibt es für einen perfektoiden Körper K
der Charakteristik 0 einen Isomorphismus W pOK5q{zW pOK5q � OK , wobei z Erzeuger des Kernes
eines gewissen surjektiven Ringhomomorphismus ϑ : W pOK5q Ñ OK ist. Dadurch ist die Abbildung
tE : E|Kendl. Körpererw. u Ñ tE1 : E1|K5endl. Körpererw.u, E ÞÑ E5 bijektiv.
Ein wichtiges Ziel dieser Arbeit war die Beweisstrategien transparent darzustellen und die Beweise
detailliert auszuführen. Grundlegend waren dazu die Vorlesung „p-adic Galois representations “ von
Herrn Prof. Dr. Kohlhaase und die Arbeit „New methods for pϕ,Γq-modules “ von Kiran Kedlaya [7].
Zunächst werden im ersten Kapitel die Grundlagen besprochen. Da perfektoide Körper einen nicht-
archimedischen Absolutbetrag besitzen, werden Absolutbeträge und die daraus resultierenden Bewer-
tungsringe thematisiert. Darüberhinaus beschäftigt man sich mit der Vervollständigung eines Körpers
mit nicht-archimedischen Absolutbetrag und der Fortsetzung eines nicht-archimedischen Absolutbe-
trags eines vollständigen Körpers mithilfe der Körpernorm. Der projektive Limes wird im Abschluss
des Kapitels besprochen. Vor allem bei der Vollständigkeitsfrage bestimmter Ringe ist dieser hilfreich.
Das zweite Kapitel handelt von dem Tilt eines perfektoiden Körpers. Dort wird gezeigt, dass auch
der Tilt ein perfektoider Körper ist und das Tilting funktoriell ist. Im dritten Kapitel wird eine neue
Ringstruktur auf BN für einen Ring B definiert. Diese heißt „Ring der Wittvektoren mit Koeffizien-
ten in B “ welche im darauffolgenden Kapitel eine große Rolle spielt, denn wie oben schon erwähnt
wurde ist diese ein Werkzeug zur Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Charakteristik 0 aus
einem perfektoiden Körper der Charakteristik p. Darüberhinaus wird im vierten Kapitel die Isomor-
phie zwischen dem Tilt des konstruierten Körpers und dem zugrunde liegenden Körper überprüft. Im
letzten Kapitel wird gezeigt, dass für endliche Körpererweiterungen eines perfektoiden Körpers der
Charakteristik 0 der Erweiterungskörper auch perfektoid und das Tilting graderhaltend und bijektiv
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0 Einleitung

ist. Abschließend wird bewiesen, dass eine endliche Körpererweiterung L|K eines perfektoiden Kör-
pers K der Charakteristik 0 genau dann Galois ist, wenn L5|K5 Galois ist. Darüberhinaus sind ihrer
Galoisgruppen isomorph.
Abschließend ist noch zur Notation Folgendes zu bemerken. Sei R ein Ring und I ein Ideal in R. Mit
qR,I wird in dieser Arbeit stets die Quotientenabbildung qR,I : R Ñ R{I, r ÞÑ r � I bezeichnet.
Mit pri wird die Projektion bezeichnet, welche eine Folge auf sein i-tes Folgenglied abbildet. Fortse-
zungen und Einschränkungen von Homomorphismen werden zur Vereinfachung in dieser Arbeit mit
dem gleichen Homomorphismus bezeichnet. Ist zwischen zwei Körpern K und L ein Körperhomomor-
phismus K Ñ L gegeben, so wird K einfachheitshalber als Unterkörper von L aufgefasst. Für zwei
Körperelemente a, b P K sind ab�1 und a

b gleichbedeutend.
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1 Grundlagen

1 Grundlagen
Basis für die Ausführung der Unterkapitel 1.2 , 1.3 und 1.4 ist [4] Kapitel 2. Grundlegend für 1.5 war
die Vorlesung „p-adic Galois representations “ von Herrn Prof. Dr. Kohlhaase.

1.1 Allgemeines zu Ringen
Lemma 1.1.1
Sei R ein Integritätsring.

i) Ist charpRq � p � 0 und I ein echtes Ideal von R, so ist charpR{Iq � p.

ii) Sei I ein Ideal von R. Ist die Charaktersitik von R{I eine Primzahl p, so ist charpRq � p oder
charpRq � 0.

Beweis: i) Da R ein Integritätsring ist, ist seine Charaktersitik eine Primzahl. Angenommen es gilt
charpR{Iq � n   p. Dann ist p � nr� s mit 0   s   n. Dies impliziert s� I � p� I� rn� I � 0� I.
Das ist ein Widerspruch zu charpR{Iq � n.
ii) Angenommen charpRq � q ¡ p und charpR{Iq � p. Dann gibt es r, s P N mit q � pr � s und
0   s   p. Dann ist 0� I � pr� I� s� I � s� I und somit ist charpR{Iq ¤ s   p. Dies widerspricht
charpR{Iq � p.

Lemma 1.1.2
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins , p eine Primzahl und I ein Ideal mit p1 P I. Seien ferner
a, b P R und m P N mit a � b mod Im. Dann ist apn � bp

n mod Im�n für alle n P N.

Beweis: Der Beweis verläuft induktiv über n. Sei also n � 1 und P pX,Y q :�
°p�1
i�0 X

iY p�1�i P

ZrX,Y s. Dann ist P pa, bq � P pa, aq � pap�1 mod Im und somit P pa, bq P I, da pap�1 P I. Es ergibt
sich also ap � bp � pa� bqP pa, bq P ImI.
Gelte die Aussage für n ¥ 0. Damit ist nach Voraussetzung einerseits a � b mod Im und andererseits
ap

n

� bp
n mod Im�n. Es ergibt sich insgesamt papnqp1

� pbp
n

qp
1 mod Im�n�1, also apn�1

� bp
n�1

mod Im�n�1.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Besitzt R genau ein maximales Ideal, so heißt R lokaler
Ring. Offensichtlich ist die Menge aller Nichteinheiten von R das maximale Ideal, denn ein von einer
Nichteinheit erzeugtes Ideal liegt in diesem maximalen Ideal.
Für eine Nichteinheit x P R ist das Element 1�x eine Einheit. Angenommen 1�x ist eine Nichteinheit,
so ist auch 1� x� x � 1 eine Nichteinheit.

Lemma 1.1.3
Sei R ein lokaler Ring, dessen maximales Ideal m � mR ein Hauptideal ist und für den

�
jPN mj � 0

ist. Dann ist jedes von Null verschiedene Ideal a von der Form mj :� mjR für ein j P N.

Beweis: Für ein Element r P Rzt0u gibt es genau ein n P N mit r P mnzmn�1, da
�
jPN mj � 0 und

r � 0 ist. Es gilt dann r � mnu mit u P Rzm � R�. Sei a � 0 ein Ideal . Wählt man r P azt0u und
schreibt man r � mnu wie oben, so folgt mn P a. Nun wähle n P N minimal mit mn P a. Damit gilt
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1.2 Absolutbeträge und Bewertungen 1 Grundlagen

die Inklusion mn � a.
Sei x P azt0u. Dann gibt es genau ein s P N mit x P mszms�1. Wegen der Minimalität von n gilt
s ¥ n. Also gibt es ein r2 P R mit x � mnr2 und somit ist a � mn.

1.2 Absolutbeträge und Bewertungen
Ein Absolutbetrag eines Körpers K ist eine Funktion | � | : K Ñ R¥0 mit folgenden Eigenschaften:

i) |x| � 0 ô x � 0

ii) |xy| � |x||y| für alle x, y P K

iii) |x� y| ¤ |x| � |y| für alle x, y P K (Dreiecksungleichung)

Er heißt nicht-archimedisch, wenn zusätzlich die verschärfte Dreiecksungleichung

|x� y| ¤ maxt|x|, |y|u

für alle x, y P K gilt. Im Folgenden bezeichnet pK, | � |q einen Körper K mit einem Absolutbetrag | � |
und heißt bewerteter Körper. Ist der Absolutbetrag nicht-archimedisch, so sagt man, dass pK, | � |q
ein nicht-archimedischer Körper ist.
Folgendes sind Absolutbeträge.

Beispiel 1.2.1

i)

|x| :�
#

1 , x P Kzt0u
0 , x � 0

ii) Sei K P tQ,Ru.

|x|K :�
#

x , x ¥ 0
�x , x   0

Der Absolutbetrag in Beispiel i) wird auch trivialer Absolutbetrag genannt.

Lemma 1.2.2
Sei pK,

�� � ��q ein bewerteter Körper. Dann gilt |
��x��� ��y�� |R ¤ ��x� y

��.
Beweis: Es gelten

��x�� ¤ ��x � y
�� � ��y�� und ��y�� ¤ ��x�� � ��x � y

��. Damit ist
��x�� � ��y�� ¤ ��x � y

�� und
�p
��x��� ��y��q ¤ ��x� y

��. Also gilt |
��x��� ��y�� |R ¤ ��x� y

��.
Sei pK, | � |q ein Körper. Mit dpx, yq :� |x � y| wird K zu einem metrischen und somit zu einem
topologischen Raum.
Für einen Absolutbetrag | � | ist |1| � 1, da |1| � |1 � 1| � |1||1| und |1| � 0.

Zwei Absolutbeträge von K heißen äquivalent, wenn sie die gleiche Topologie auf K definieren.
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1.2 Absolutbeträge und Bewertungen 1 Grundlagen

Lemma 1.2.3
Zwei Absolutbeträge | � |1 und | � |2 von K sind genau dann äquivalent, wenn |x|1 � |x|s2 für alle x P K
mit festem s P R¡0 ist.

Beweis: Seien | � |1 und | � |2 äquivalent. Dies impliziert, dass die Mengen der konvergenten Folgen,
bzw. die Mengen der Nullfolgen bzgl. | � |1 und | � |2 gleich sind. Sei zunächst | � |1 der triviale Abso-
lutbetrag. Eine Folge pxnqn¥0 konvergiert bzgl. | � |1 genau dann gegen x, wenn ein N P N existiert,
sodass xm � x ist für alle m ¥ N . Angenommen | � |2 ist nicht trivial. Dann gibt es ein x P K mit
0   |x|2   1. Die Folge pxnqn¥0 ist eine Nullfolge, welche bzgl | � |1 nicht konvergiert. Das steht im
Widerspruch zur Äquivalenz. In diesem Fall ist s � 1.
Seien nun beide Absolutbeträge nicht trivial.
Für einen Absolutbetrag | � | ist die Folge pxnqn¥0 genau dann eine Nullfoge bzgl. | � |, wenn |x|   1
ist. Damit ist also für |x|1   1 die Folge pxnqn¥0 eine Nullfolge bzgl. | � |1 und somit eine Nullfolge
bzgl. | � |2. Folglich ist |x|2   1.
Sei y P K mit |y|1 ¡ 1 und x P Kzt0u. Dann ist |x|1 � |y|β1 für ein β P R, da f : RÑ R¡0, z ÞÑ az mit
festem a P R¡0zt1u eine stetige und bijektive Abbildung ist. Sei pmini qi¥0 mit ni ¡ 0 rationale Folge,

die von oben gegen β konvergiert. Dann ist |x|1 � |y|β1   |y|
mi
ni
1 . Aufgrund der zweiten Eigenschaft

eines Absolutbetrags folgt | x
ni

ymi |1   1 und wegen der Äquivalenz ist | x
ni

ymi |2   1. Damit ergibt sich

|x|2   |y|
mi
ni
2 . Wegen der Stetigkeit der Abbildung f gilt |x|2 ¤ |y|β2 . Analog folgt |x|2 ¥ |y|β2 und

somit ist |x|2 � |y|β2 . Sei s :� log |y|1
log |y|2 . Dann ist |x|1 � |x|s2 für alle x P Kzt0u, da nach o.g. stets

log |x|1
log |x|2 �

log |y|1
|y|2

gilt.
Existiere nun umgekehrt ein s P R¡0 mit |x|1 � |x|s2 für alle x P K. Sei zunächst | � |1 der triviale
Absolutbetrag. Dann gilt für alle x P Kzt0u, dass 1 � |x|1 � |x|s2 ist. Damit ist |x|2 � |y|2 für alle
x, y P Kzt0u und somit |x|2 � |1|2 � 1. In diesem Fall wird also offensichtlich die Äquivalenz der
beiden Absolutbeträge erfüllt.
Seien beide Absolutbeträge nicht trivial mit |x|1 � |x|s2 für ein s P R¡0 und sei U eine offene Menge
bzgl. | � |1 und x P U . Dann gibt es ein ε ¡ 0, sodass B|�|1px, εq :� ty P K : |x � y|1   εu � ty P K :
|x� y|s2   εsu � ty P K : |x� y|2   εs

�1
u � B|�|2px, ε

s�1
q � U . Die Menge U ist also auch eine offene

Menge bzgl. | � |2. Umgekehrte Inklusion folgt analog.

Lemma 1.2.4
Seien | � |1 und | � |2 nicht-triviale Absolutbeträge von K. Die beiden Absolutbeträge sind genau dann
äquivalent, wenn für x P K mit |x|1   1 folgt, dass |x|2   1 ist.

Beweis: Die erste Implikation folgt aus 1.2.3.
Sei x P K� mit |x|1 ¡ 1. Dieses x existiert, da | � |1 nicht-trivialer Betrag ist. Seien y P K� und
β :� log |x|1

log |y|1 . Dann ist |x|1 � |y|β1 . Sei pmini qi¥0 eine rationale Folge mit ni ¡ 0, die von oben gegen β

konvergiert. Dann gilt |x|1 � |y|β1   |y|
mi
ni
1 . Damit ist | x

ni

ymi |1   1. Nach Voraussetzung gilt demnach

| x
ni

ymi |2   1, also |x|2   |y|
mi
ni
2 . Es folgt |x|2 ¤ |y|β2 . Ist nun pmini qi¥0 rationale Folge, die von unten

gegen β konvergiert, so ist |x|2 ¥ |y|β2 . Insgesamt folgt |x|2 � |y|β2 . Setze nun s :� log |x|1
log |x|2 �

log |y|1
log |y|2 .

Dann |x|1 � |x|s2 für alle x P K. Mit 1.2.3 folgt, dass | � |1 und | � |2 äquivalent sind.
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1.2 Absolutbeträge und Bewertungen 1 Grundlagen

Sei K ein Körper. Eine Funktion ν : K Ñ RY t8u mit

i) νpxq � 8 ô x � 0

ii) νpxyq � νpxq � νpyq

iii) νpx� yq ¥ mintνpxq, νpyqu

heißt Bewertung von K.
Für Elemente x P K� ist νpxq � νp�xq, da νp1q � 0 ist. Dies folgt aus der Gleichung νp1q �
νp1q � νp1q.

Lemma 1.2.5
Für νpxq � νpyq gilt νpx� yq � mintνpxq, νpyqu.

Beweis: Sei o.B.d.A. νpxq   νpyq. Angenommen νpx � yq ¡ mintνpxq, νpyqu � νpxq. Dann ist
νpxq � νppx� yq � yq ¥ mintνpx� yq, νpyqu.
Ist νpx� yq ¥ νpyq, dann folgt νpxq ¥ νpyq. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Ist νpyq ¥ νpx � yq, so folgt νpxq ¥ νpx � yq ¡ νpxq . Dieser weitere Widerspruch liefert die
Behauptung.

Genauso kann man zeigen, dass für einen nicht-archimedischen Absolutbetrag mit |x| � |y| die Glei-
chung |x� y| � maxt|x|, |y|u gilt.
Für eine Bewertung ν von K und q P R¡1 ist | � |ν :� q�νp�q ein nicht-archimedischer Absolutbetrag
von K, da für x, y P K die Ungleichung |x� y|ν � q�νpx�yq ¤ q�mintνpxq,νpyqu � qmaxt�νpxq,�νpyqu �

maxt�νpxq,�νpyqu � maxt|x|ν , |y|νu gilt. Dieser heißt, der zu ννν und q zugehörige Absolutbe-
trag.

Beispiel 1.2.6

i) Seien q P R¡1 und | � | ein nicht-archimedischer Absolutbetrag von K und sei

ν|�|pxq �

#
� logq |x| , x � 0

8 , x � 0.

Dann ist ν|�| eine Bewertung von K. Die ersten beiden Eigenschaften sind offensichtlich erfüllt.
Seien x, y P Kzt0u, dann ist

νpx� yq � � logq |x� y| ¥ � logq maxt|x|, |y|u � mint� logq |x|,� logq |y|u � mintνpxq, νpyqu,

da logq für q ¡ 1 monoton steigend ist.

ii) Sei p eine Primzahl. Dann ist

νppxq �

#
8 , x � 0

m� n , x � apm

bpn ,

eine Bewertung vonQ, wobei a, b,m, n P Z und a, b R ppq :� pZ. Wiederum sind die ersten beiden
Eigenschaften erfüllt. Seien x � apm

bpn , y �
cpr

dps P Q mit a, b, c, d,m, n, r, s P Z und a, b, c, d R ppq.

9



1.2 Absolutbeträge und Bewertungen 1 Grundlagen

Dann ist νppxq � m� n und νppyq � r � s. Es gilt νppx� yq � νpp
apm�sd�cbpr�n

bdpn�s q.
Für m� s � mintm� s, r � nu ist

mintm� s, r � nu � pn� sq � m� s� n� s � m� n ¥ mintm� n, r � su.

Aus r � n � mintm� s, r � nu folgt

mintm� s, r � nu � pn� sq � r � n� n� s � r � s ¥ mintm� n, r � su.

Die Bewertung in Beispiel ii) wird als p-adische Bewertung bezeichnet. Der zu νp zugehörige
Absolutbetrag | � |p :� p�νpp�q heißt p-adischer Absolutbetrag.

Zwei Bewertungen ν1, ν2 heißen äquivalent, wenn ein s P R¡0 existiert, sodass ν1 � sν2 ist.
Offensichtlich folgt aus der Äquivalenz der Bewertungen die Äquivalenz der zugehörigen Absolutbe-
träge.

Sei ν eine Bewertung von K mit zugehörigem Absolutbetrag | � |ν . Dann definiert man OK :�
tx P K : νpxq ¥ 0u � tx P K : |x|ν ¤ 1u, O� � tx P K : νpxq � 0u � tx P K : |x|ν � 1u und
mK � tx P K : νpxq ¡ 0u � tx P K : |x|ν   1u. Falls klar ist, über welchen Körper OK und mK

betrachtet werden, werden diese Mengen mit O und m abgekürzt.

Proposition 1.2.7
Sei K ein Körper mit einer Bewertung ν. Dann ist O ein lokaler Integritätsbereich mit Einheiten-
gruppe O� und dem maximalen Ideal OzO� � m.

Beweis: Die Ringaxiome etc. sind leicht nachzurechnen.

Sei K ein Körper. R heißt Bewertungsring von K, falls für alle x P K folgt, dass x P R oder
x�1 P R. Ist R darüberhinaus ein Hauptidealring, so heißt er diskreter Bewertungsring.
O ist ein Bewertungsring von K, da für alle x P K die Gleichung νpx�1q � �νpxq gilt.
Für einen Integritätsring R wird mit QuotpRq sein Quotintenkörper bezeichnet. Offensichtlich ist also
QuotpOq � K. Der Körper O{m heißt Restklassenkörper von O.
Eine Bewertung ν von K heißt diskret, wenn νpKq einen kleinsten positiven Wert s enthält.

Proposition 1.2.8
Sei ν eine diskrete Bewertung von K mit s ¡ 0, sodass νpxq � s ¡ 0 minimal für ein x P K�. Dann
ist νpK�q � sZ.

Beweis: Sei n P N. Dann ist νpxnq � ns und νppxnq�1q � �ns. Daher gilt sZ � νpK�q.
Angenommen es existiert ein y P K� mit νpyq R sZ und o.B.d.A. νpyq ¡ 0. Somit gibt es ein m P N,
sodass sm   νpyq   spm � 1q ist. Daraus folgt die Ungleichungen 0   νpyq � sm   s. Also ist
0   νpyq � νppxmq�1q   s und somit 0   νpyx�mq   s. Dies steht im Widerspruch zur Minimalität
von s.

Eine diskrete Bewertung heißt normiert, falls der kleinste positive Wert s � 1 ist. Dividiert man
eine diskrete Bewertung durch den kleinsten Wert, so erhält man eine zu ν äquivalente normierte
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1.2 Absolutbeträge und Bewertungen 1 Grundlagen

Bewertung. Dadurch ändern sich O,O� und m nicht.
Ein Element π P O mit νpπq � 1 heißt uniformisierendes Element.

Lemma 1.2.9
Sei ν eine normierte Bewertung von K und sei π ein uniformisierendes Element. Ist x P K�, dann
gibt es eine eindeutige Darstellung x � uπm mit m P Z und u P O�.

Beweis: Sei x P K� und νpxq � m P Z. Es gilt νpπ�mq � �m und somit νpxπ�mq � 0. Also ist
u :� xπ�m P O� und somit x � uπm. Sei x � u1πn mit u1 P O� eine weitere Darstellung, so ist
m � n, da νpu1q � 0. Dies impliziert pu � u1qπm � 0. Da O ein Integritätsbereich ist, muss u � u1

sein.

Lemma 1.2.10
Sei ν eine normierte Bewertung von K und sei π ein uniformisierendes Element.
Dann ist

�
nPN π

nO � 0.

Beweis: Sei x P
�
nPN π

nO. Angenommen es gilt x � 0. Nach 1.2.9 gibt es eine eindeutige Dar-
stellung x � uπm mit m P N und u P O�. Das Element x liegt demnach nicht in πm�1O. Dies
widerspricht der Voraussetzung.

Korollar 1.2.11
Sei ν eine normierte diskrete Bewertung von K und O sein diskreter Bewertungsring. Die von Null
verschiedenen Ideale des diskreten Bewertungsrings sind mn � πnO � tx P K : νpxq ¥ nu mit n ¡ 0
und π uniformisierendes Element gegeben.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 1.2.7, 1.2.10 und 1.1.3.

Lemma 1.2.12
Sei pK, | � |q ein bewerteter Körper und O sein Bewertungsring mit maximalen Ideal m. Für m,n P m

ist genau dann |m| ¤ |n|, wenn mO � nO gilt.

Beweis: Seienm,n P mmit |m| ¤ |n|. Im Fall n � 0 gilt auchm � 0 und daher auchmO � nO � 0.
Andernfalls ist n�1m P O, da |n�1m| � m

n ¤ 1. Für m gilt somit nn�1m P nO.
Sei mO � nO. Dann gibt es a P O mit m � an und somit ist |m| � |an| � |a||n| ¤ |n|.

Lemma 1.2.13
Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer Körper. Dann ist jedes Hauptideal in O abgeschlossen in K.
Insbesondere ist O abgeschlossen.

Beweis: Sei a P O und x P KzaO. Dies ist nach 1.2.12 gleichbedeutend zu |x| ¡ |a|. Dann ist
B|�|px, |x|q � ty P K : |x � y|   |x|u � KzaO, da für z P B|�|px, |x|q gilt |z| � |z � x � x| �

maxt|z � x|, |x|u � |x| ¡ |a|.

pK, | � |q heißt vollständig, wenn jede Cauchyfolge in K konvergiert.

11



1.3 Vervollständigung 1 Grundlagen

Theorem 1.2.14
Sei K ein Körper mit diskreter Bewertung ν, der bzgl. des zugehörigen Absolutbetrags vollständig ist
und dessen Restklassenkörper mit charpO{mq � p � 0 perfekt ist, d.h. der Frobenius ist surjektiv.
Dann gibt es eine eindeutige multiplikative Abbildung s : O{m Ñ O, sodass qO,m � s � idO{m.
Darüberhinaus ist sp0q � 0 und sp1q � 1.

Beweis: Sei x P O{m. Da O{m perfekt ist mit Charakteristik p � 0, gibt es ai P O, sodass
O,mpa1q

p � x und O,mpai�1q
p �O,m paiq ist. Da O,mpai�1q

p �O,m papi�1q �O,m paiq, ist api�1 � ai

mod m. Nach 1.1.2 gilt ap
i�1

i�1 � ap
i

i mod mi�1. Damit ist pap
i

i qi¥0 eine Cauchyfolge in O wegen
1.2.10 und konvergiert wegen 1.2.13 und der Vollständigkeit von K in O. Setze spxq :� limiÑ8 a

pi

i .
Da O,m per Definition stetig ist (Offenheit in O{m wird über O,m definiert), ist

O,m � spxq �O,m p lim
iÑ8

ap
i

i q � lim
iÑ8

O,mpa
pi

i q � lim
iÑ8

� lim
iÑ8

x � x.

Damit gilt O,m � s � idO{m.
Es muss noch gezeigt werden, dass obige Konstruktion der Folge wohldefiniert ist. Sei dazu pbiqi¥0

wie oben konstruiert. Dann ist O,mpaiq
pi � x �O,m pbiq

pi und wegen der Injektivität des Frobenius
ist O,mpaiq �O,m pbiq und somit ai � bi mod m für alle i ¥ 0. Mit 1.1.2 folgt nun ap

i

i � bp
i

i

mod mi�1 und es gilt nach 1.2.10 die Gleichheit limiÑ8 a
pi

i � limiÑ8 b
pi

i . Damit folgt automatisch
die Multiplikativität von s, da der Limes multiplikativ ist und sp0q � 0 und sp1q � 1, da die Folgen
entsprechend gewählt werden können.
Es ist nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu s̃ : O{mÑ O eine multiplikative Abbildung mit
O,m � s̃ �O{m und x P O{m. Dann ist O,mpspx

p�iqq �O,m ps̃pxp
�i

qq, also spxp�iq � s̃pxp
�i

q mod m

und mit 1.1.2 folgt
spxq � spxp

�i

qp
i

� s̃pxp
�i

qp
i

� s̃pxq mod mi�1

für alle i ¥ 0. Damit ist s � s̃.

Lemma 1.2.15
Seien O1 und O2 Bewertungsringe mit den maximalen Idealen m1 bzw. m2 und γ : O1 Ñ O2 ein
Ringhomomorphismus mit γpm1q � m2. Dann ist γ stetig.

Beweis: Seien | � |1 und | � |2 jeweils die zu den Bewertungen von O1 und O2 zugehörigen Abso-
lutbeträge und x P O1 und ε ¡ 0. Seien ferner m1 P m1 und m2 :� γpm1q. Dann gibt es ein j P N,
sodass ε ¡ |m2|

j
2 ist. Für δ � |m1|

j
1 und y P B|�|1px, δq � tz P O1 : |z � x|1   |m1|

j
1u gilt wegen 1.2.12

, dass y � x P mj
1O1 und somit γpy � xq P mj

2O2. Damit ist |γpyq � γpxq|2 � |γpx� yq|2 ¤ |m2|
j
2   ε.

1.3 Vervollständigung
Im Folgenden wird aus einem beliebigen bewerteten Körper pK, | � |q ein vollständiger Körper pK̂, | � |^q
konstruiert, sodass K in K̂ dicht und isometrisch eingebettet werden kann. Dafür sind noch einige
Vorbereitungen nötig.
Für einen bewerteten Körper pK, | � |q wird die Menge aller Cauchy- bzw. Nullfolgen mit CpKq bzw.
NpKq bezeichnet.
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1.3 Vervollständigung 1 Grundlagen

Lemma 1.3.1
CpKq ist bzgl. der komponentenweise Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring mit 1.

Beweis: Seien panqn¥0, pbnqn¥0 P CpKq und ε ¡ 0. Dann gibt es ein N P N, sodass für alle
m,n ¥ N gilt |pam� bmq�pan� bnq| ¤ |am�an|� |bm� bn|   ε. Daher ist pCpKq,�q abgeschlossen.
Das zu panqn¥0 inverse Element ist p�anqn¥0 , welches offensichtlich in CpKq liegt. Aufgrund der
Beschränktheit der Cauchyfolgen gibt es ein S P R¥0 mit |an| ¤ S und |bn| ¤ S für alle n P N. Sei
N P N, sodass für alle m,n ¥ N gilt |am � an|   ε

2S und |bm � bn|   ε
2S . Dann gilt |ambm � anbn| �

|ambm � bnam � bnam � anbn| ¤ |am||bm � bn| � |bn||am � an|   S ε
2S � S

ε
2S � ε. Damit ist pCpKq, �q

abgeschlossen und pCpKq,�, �q ist ein Ring mit 1 � p1qn¥0.

Lemma 1.3.2
Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer Körper. Seien ferner panqn¥0 P CpKqzNpKq und pbnqn¥0 P

CpKq.

i) Eine Folge pcnqn¥0 ist genau dann eine Cauchyfolge in K, wenn für alle ε ein N P N existiert,
sodass für alle n ¥ N gilt |cn � cn�1|   ε.

ii) Alle, bis auf endlich viele Folgenglieder von panqn¥0 sind von Null verschieden.

iii) Es gibt ein δ ¡ 0 und N P N, mit |an| ¥ δ für alle n ¥ N .

iv) Sei bn � 0 für nur endlich viele n. Dann ist panqn¥0 � pbnqn¥0 P CpKqzNpKq.

Beweis: i) Sei ε ¡ 0 und N P N, sodass für alle n ¥ N gilt |cn � cn�1|   ε. Aufgrund der
verschärften Dreiecksungleichung ist |cm� cn| � |cm� cm�1� cm�1� cm�2� cm�2� ...� cn�1� cn| ¤

maxt|cm � cm�1|, . . . , |cn�1 � cn|u   ε. Somit ist pcnqn¥0 eine Cauchyfolge.
ii) Angenommen es gibt unendlich viele n P N mit an � 0. Da panqn¥0 eine Cauchyfolge ist, existiert
nach i) ein ε ¡ 0 und ein N P N, sodass für alle n ¥ N gilt |an � an�1|   ε. Da unendlich
viele Folgenglieder gleich Null sind, gibt es ein n0 ¥ N mit an0 � 0. Daher gilt für alle n ¥ n0 die
Ungleichung |an| � |an�an0 | � |an�an�1�an�1� ...�an0�1�an0 | ¤ maxt|an�an�1|, . . . , |an0�1�

an0 |u   ε. Das ist aber nicht möglich, da panqn¥0 keine Nullfolge ist.
iii) Angenommen für alle δ ¡ 0 und für alle N P N gibt es ein n ¥ N mit |an|   δ. Da panqn¥0 eine
Cauchyfolge ist, gibt es für δ

2 ¡ 0 ein N P N, sodass |am � an|  
δ
2 für alle m,n ¥ N ist. Sei n0 ¥ N

mit |an0 |  
δ
2 . Für alle n ¡ n0 gilt dann |an| � |an � an0 � an0 | ¤ |an � an0 | � |an0 |   δ. Dies steht

aber im Widerspruch zu panqn¥0 R NpKq.
iv) Angenommen pan � bnqn¥0 ist eine Nullfolge. Sei ε ¡ 0. Dann gibt es ein N P N, sodass für alle
n ¥ N gilt |an � bn|   ε. Nun wird N0 ¥ N so gewählt, dass bn � 0 für alle n ¥ N0 ist. Dann ist
|an|   ε für alle n ¥ N0. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 1.3.3
NpKq ist ein maximales Ideal in CpKq.

Beweis: Offensichtlich ist NpKq ein Ideal in CpKq. Sei a ein Ideal von CpKq mit a ! NpKq. Ist
panqn¥0 P azNpKq � CpKqzNpKq, so sind nach 1.3.2 ii) fast alle Folgenglieder von Null verschieden.
Sei pbnqn¥0 mit bi � 0 für alle i P N mit ai � 0 und alle restlichen Folgenglieder gleich Null. Die Folge
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1.3 Vervollständigung 1 Grundlagen

pbnqn¥0 ist offensichtlich eine Nullfolge. Mit 1.3.2 iv) folgt pcnqn¥0 :� pan � bnqn¥0 P CpKqzNpKq.
Nach 1.3.2 iii) gibt es ein δ ¡ 0 und ein N P N, mit |cn| ¥ δ für alle n ¥ N . Seien ε ¡ 0 und N P N,
mit |cm � cn|   εδ2 für alle m,n ¥ N . Dann ist | 1

cm
� 1

cn
| � | cn�cmcmcn

| � |cn � cm|
1

|cm|
1
|cn|

  εδ2

δ2 � ε.
Also ist p 1

cn
qn¥0 P CpKq.

Damit ist für pcnqn¥0 P a und p 1
cn
qn¥0 P CpKq auch pcnqn¥0p

1
cn
qn¥0 � p1qn¥0 P a. Also ist a � CpKq

und NpKq ist ein maximales Ideal.

Lemma 1.3.4
Sei A dicht in pK, | � |q und f : AÑ F eine Isometrie in einen vollständigen Körper pF, | � |F q. Dann
gibt es eine eindeutige Isometrie g : K Ñ F , welche f fortsetzt.

Beweis: Da A dicht in K ist, gibt es für alle a P K eine Folge panqn¥0 in A, sodass a Grenzwert
dieser Folge ist. Damit ist sie auch eine Cauchyfolge in A und folglich ist pfpanqqn¥0 eine Cauchyfolge
in F , da f eine Isometrie ist. Aufgrund der Vollständigkeit des Körper F , konvergiert pfpanqqn¥0 in
F . Folgende Zuordnung erfüllt die eindeutige Fortsetzung der Isometrie f :

g : K ÝÑ F

lim
nÑ8

panqn¥0 ÞÑ lim
nÑ8

pfpanqqn¥0

Zunächst wird gezeigt, dass g wohldefiniert ist. Seien panqn¥0 und pbnqn¥0 Folgen in A, die gegen
a P K konvergieren. Sei

pcnqn¥0 :�

�
�
$&
%a

n
2
, n gerade

bn�1
2 , n ungerade

�

n¥0

� pb1, a1, b2, a2, . . .q.

Sei ε ¡ 0 und seien N1, N2 P N, sodass für alle n ¥ N1 gilt |a � an|   ε und für alle n ¥ N2 gilt
|a � bn|   ε. Dann wähle N 1 � 2 maxtN1, N2u. Damit gilt für alle n ¥ N 1, dass |a � cn|   ε ist.
Die Folge pfpcnqqn¥0 konvergiert gegen ein b P F . Da pfpanqqn¥0 und pfpbnqqn¥0 Teilfolgen der Folge
pfpcnqqn¥0 sind, konvergieren sie ebenfalls gegen b P F .
Nun ist zu zeigen, dass g

���
A
� f ist.

Sei a P A. Dann ist gpaq � gplimnÑ8panqn¥0q � limnÑ8pfpanqqn¥0 � fpaq.
Seien k1, k2 P K und panqn¥0, pbnqn¥0 Folgen in A, sodass k1 Grenzwert von panqn¥0 und k2 Grenzwert
von pbnqn¥0 ist. Dann ist

|gpk1q � gpk2q|F � | lim
nÑ8

fpanq � lim
nÑ8

fpbnq|F � lim
nÑ8

|fpanq � fpbnq|F

� lim
nÑ8

|an � bn| � | lim
nÑ8

an � bn| � |k1 � k2|.

Da Isometrien stetig sind pδ � εq, gilt für konvergente Folgen panqn¥0 mit Grenzwert a, dass
limnÑ8 fpanq � fpaq ist. Daher ist f per Konstruktion eindeutig, denn für eine Isometrie h : K Ñ F

gilt hpaq � limnÑ8 hpanq � limnÑ8 fpanq � gpaq.

Lemma 1.3.5
Sei pK, | � |q ein Körper, pF, | � |F q vollständiger Körper und ι : K Ñ F eine Isometrie. Ist ιpKq dicht in
F , so existiert für jeden vollständigen Körper pL, | � |Lq und jede Isometrie ι1 : K Ñ L eine eindeutige
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1.3 Vervollständigung 1 Grundlagen

Isometrie f : F Ñ L, sodass das Diagramm

K

ι1

��

ι // F

f~~
L

kommutiert.

Beweis: Sei ιpKq dicht in F und pL, | � |Lq vollständig. Da ι eine Isometrie und somit injektiv ist,
ist ι�1 : ιpKq Ñ K eine Isometrie. Sei ι1 : K Ñ L eine Isometrie. Dann ist h :� ι1 � ι�1 : ιpKq Ñ L

eine Isometrie. Nach 1.3.4 gibt es eine eindeutige Fortsetzung f : F Ñ L, sodass f eine Isometrie ist.
Für alle k P K ist dann f � ιpkq � h � ιpkq � ι1 � ι�1 � ιpxq � ι1pxq.

Tatsächlich gilt von 1.3.5 auch die umgekehrte Implikation. Diese ist aber für Weiteres nicht relevant.

Theorem 1.3.6
Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer Körper. Dann gibt es einen bis auf isometrische Isomorphie
eindeutigen nicht-archimedischen Körper pK̂, | � |^q und einen Körperhomomorphismus ι : K Ñ K̂

mit

i) ι ist eine Isometrie.

ii) ιpKq � K̂ ist dicht.

iii) pK̂, | � |^q ist vollständig.

Beweis: Sei K̂ :� CpKq{NpKq. Dies ist nach 1.3.3 ein Körper. Im Folgenden wird gezeigt, dass
die Zuordnung

| � |^ : K̂ Ñ R¥0

panqn¥0 �NpKq ÞÑ lim
nÑ8

|an|

ein Absolutbetrag von K̂ ist. Zunächst wird gezeigt, dass |panqn¥0 � NpKq|^ P R¥0 ist. Sei dafür
panqn¥0 P CpKq. Dann gibt es für ε ¡ 0 ein N P N, sodass für alle m,n ¥ N gilt |an � am|   ε. Mit
1.2.2 folgt dann | |an|� |am| |R ¤ |an�am|   ε. Damit ist p|an|qn¥0 eine Cauchyfolge in R und somit
konvergent und der Grenzwert ist nicht negativ.
Seien panqn¥0, pbnqn¥0 P CpKq mit pan � bnqn¥0 P NpKq. Dann ist 0 ¤ limnÑ8 | |an| � |bn| |R ¤

limnÑ8 |an � bn| � 0. Die Folgen p|an|qn¥0 und p|bn|qn¥0 haben somit den gleichen Grenzwert und
| � |^ ist eine wohldefinierte Abbildung und offenbar ein Absolutbetrag.
Die Abbildung | � |^ ist offenbar ein Absolutbetrag.
Der Körperhomomorphismus

ι : K Ñ K̂

a ÞÑ paqn¥0 �NpKq

ist eine Isometrie, da |ιpaq|^ � |paqn¥0 �NpKq|^ � limnÑ8 |a| � |a|.
Ferner ist ιpKq � K̂ dicht. Sei dazu panqn¥0 � NpKq P K̂. Dann konvergiert die Folge ppamqn¥0 �

NpKqqm¥0 � ppa0qn¥0 �NpKq, pa1qn¥0 �NpKq, pa2qn¥0 �NpKq, . . .q gegen panqn¥0 �NpKq, da

lim
mÑ8

|panqn¥0 �NpKq � ppamqn¥0 �NpKqq|^ � lim
mÑ8

lim
nÑ8

|an � am| � 0.
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1.3 Vervollständigung 1 Grundlagen

Es ist noch zu zeigen, dass pK̂, | � |^q vollständig ist. Sei pAnqn¥0 eine Cauchyfolge in K̂. Da ιpKq
dicht in K̂ ist, gibt es am P K, sodass 0 ¤ |Am � ppamqn¥0 � NpKqq|^   1

m . Damit ist die Folge
pAm�ppamqn¥0�NpKqqqm¥0 eine Nullfolge in K̂. Also ist ppamqn¥0�NpKqqm¥0 � pAmqm¥0�pAm�

ppamqn¥0�NpKqqqm¥0 eine Cauchyfolge. Es ist |ak�al| � |ιpak�alq|
^ � |ιpakq�ιpalq|

^ � |pakqn¥0�

NpKq�palqn¥0�NpKq|
^. Damit ist auch panqn¥0 eine Cauchyfolge in K. Sei A :� panqn¥0�NpKq.

Dann ist

pA�Amqm¥0 � pA� ppamqn¥0 �NpKqqqm¥0 � pAm � ppamqn¥0 �NpKqqqm¥0

� ppan � amqn¥0 �NpKqqm¥0 � pAm � pamqn¥0 �NpKqqm¥0,

wobei der erste Summand eine Nullfolge ist, weil panqn¥0 eine Cauchyfolge ist und der zweite Sum-
mand aufgrund obiger Konstruktion eine Nullfolge ist. Somit ist pK̂, | � |^q vollständig.
Zuletzt ist noch zu zeigen, dass pK̂, | � |^q bis auf Isomorphie eindeutig ist. Seien dazu pK, | � |q ein
Körper, pK̂, | � |^q und pK̃, | � |�q vollständige Körper mit Isometrien ι : K Ñ K̂ und ι̃ : K Ñ K̃, sodass
ιpKq � K̂ dicht und ι̃pKq � K̃ dicht ist. Dann gibt es nach 1.3.5 eindeutige Isometrien f : K̂ Ñ K̃

und g : K̃ Ñ K̂, sodass

K
ι //

ι̃

&&ι

��

K̂

f
��

K
ι̃ //

ι

&&ι̃

��

K̃

g

��
K̃

g

��

K̂

f
��

K̂ K̃

Dann muss g�f � id
K̂

und f �g � id
K̃

sein. Die Körper K̃ und K̂ sind also isometrisch isomorph.

Der Körper pK̂, | � |^q wird Vervollständigung von pK, | � |q genannt.

Proposition 1.3.7
Sei pK, |�|q ein vollständiger diskreter Körper mit Bewertung ν und S � OK ein Repräsentantensystem
von OK{m mit 0 P S und π uniformisierendes Element.

i) Für m0 P Z und am P S und m ¥ m0 konvergiert die Reihe
°
m¥m0

amπ
m in K.

ii) Jedes Element x P K ist von der Form
°
mPZ amπ

m mit eindeutigen Elementen am P S, sodass
für fast alle m P Z 0 gilt am � 0. Insbesondere gilt

νpxq �

$&
%8, am � 0 für alle m P Z

mintm P Z : am � 0u, sonst
.

Beweis: i) Es gilt νpamπmq � νpamq �m ¥ m, da am P OK ist und somit νpamq ¥ 0 gilt. Damit
ist pamπmqm¥m0 bzgl | � | � q�νp�q mit q ¡ 1 eine Nullfolge in K. Die Folge p

°n
i�m0

aiπ
iqn¥m0 ist eine

Cauchyfolge, denn für ε ¡ 0 und Nε mit ε ¡ q�Nε gilt für alle m ¥ n ¥ Nε

|
°m
i�m0

aiπ
i �
°n
i�m0

aiπ
i|ν � |

°m
i�n�1 aiπ

i|ν ¤ maxn�1¤i¤mt|aiπ
i|νu ¤ q�pn�1q

  q�Nε   ε
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1.3 Vervollständigung 1 Grundlagen

Dabei gilt maxn�1¤i¤mt|aiπ
i|νu ¤ q�pn�1q, da für ai � 0 ist ai P O�

K � OKzm. Also ist |ai|ν � 1 und
somit |aiπi|ν � q�i.
Da K vollständig ist, konvergiert die Reihe

°
m¥m0

amπ
m.

ii) Sei x P K�. Induktiv wird nun die Existenz einer solchen Reihendarstellung für x gezeigt. Dazu
wird eine Nullfolge px � smqm¥m0 konstruiert mit sm �

°m
n�m0

anπ
n. Sei m0 :� νpxq P Z. Es

genügt zu zeigen, dass es ai P S gibt mit νpx � smq ¡ m für alle m ¥ m0, denn dann ist für
ε ¡ 0 mit Nε P N und ε ¡ q�Nε offensichtlich |x � sm|ν   ε für alle m ¥ Nε. Für m � m0 gilt
νpxπ�m0q � νpxq � νpπm0q � 0. Damit ist xπ�m0 P O�

K . Es gibt also ein am0 P Szt0u, sodass
xπ�m0 � am0 P m und somit νpxπ�m0 � am0q ¡ 0 ist. Dies impliziert νpx� am0π

m0q ¡ νpπm0q � m0.
Gelte nun nach Induktionsvoraussetzung νpx � smq ¥ m � 1 und somit νppx � smqπ

�pm�1qq ¥ 0.
Also ist px� smqπ�pm�1q P OK und somit gibt es am�1 P S, sodass px� smqπ�pm�1q � am�1 P m ist.
Folglich ist νpx� sm�1q � νpx� sm � am�1π

m�1q ¡ m� 1.
Nun muss noch die Eindeutigkeit dieser Darstellung gezeigt werden. Zunächst wird gezeigt, dass die
Reihe, wie in obiger Konstruktion bei m0 beginnt. Dafür wird die Gleichheit νp

°
m¥m0

amπ
mq �

mintm P Z : am � 0u bewiesen. Sei dazu n � mintm P Z : am � 0u   8. Dann gilt für alle m ¡ n,
dass amπm P πn�1OK ist. Da nach 1.2.13 πn�1OK eine abgeschlossene Menge in K ist, konvergiert
die Folge p

°m
i�n�1 aiπ

iqm¥n�1 in πn�1OK . Dann ist

νp
°8
m�n amπ

mq � νpanπ
n �

°
m¡n

amπ
mq � mintνpanπnq, νp

°
m¡n

amπ
mqu

� n � min
mPZ

tam � 0u,

da an P O�
K , also νpanq � 0 und νp

°
m¡n amπ

mq ¥ n� 1 ist Also muss die Reihe bei m0 beginnen.
Sei x �

°
m¥m0

amπ
m �

°
m¥m0

bmπ
m mit am, bm P S. Für x � 0 sind für allem P Z die Koeffizienten

am, bm gleich Null, da νpxq � νp0q � 8 � mintm P Z : am � 0u ist.
Sei nun x � 0. Es gilt pam0 � bm0qπ

m0 �
°
m¡m0

pbm� amqπ
m und deshalb gilt νppam0 � bm0qπ

m0q ¡

m0. Somit ist am0 � bm0 P m, da aber am0 , bm0 im Repräsentantensystem S von OK{m liegen, ist
am0 � bm0 . Induktiv folgt nun, dass am � bm für alle m ¥ m0 ist.

Lemma 1.3.8
Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer Körper der Charakteristik 0 mit Bewertungsring OK und
charpOK{mKq � p. Sei O

K̂
der Bewertungsring der Vervollständigung K̂ von K. Dann ist

OK{pOK � O
K̂
{pO

K̂
.

Beweis: Betrachte die Zuordnung

ι1 : OK{pOK Ñ O
K̂
{pOK̂

a� pOK ÞÑ ιpaq � pO
K̂
,

wobei ι wie im Beweis von 1.3.6 definiert ist. Die Behauptung ist, dass ι1 ein Ringisomorphismus ist.
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Seien a� pOK , b� pOK P OK{pOK mit ιpaq � pO
K̂
� ιpbq � pOK̂ . Dann ist

ιpaq � pO
K̂
� ιpbq � pO

K̂
ô pa� bqi¥0 �NpOKq P pOK̂

1.2.12
ô |pa� bqi¥0 �NpOKq|

^ ¤ |p|

ô limiÑÑ8 |a� b| � |a� b| ¤ |p|

ô a� b P pOK .

Also ist ι1 eine injektive Abbildung. Sei y � pO
K̂
P O

K̂
{pO

K̂
. Da nach 1.3.6 ιpKq dicht in K̂ liegt,

liegt ιpOKq dicht in O
K̂
. Damit existiert eine Folge pιpaiqqi¥0 mit ai P OK , dessen Grenzwert y ist.

Für ε � |p| gibt es damit ein N P N, sodass für n ¥ N gilt |ιpanq � y|^ ¤ |p|. Somit gilt für aN P OK

, dass ιpaN q � y mod pO
K̂
. Es folgt ι1paN � pOKq � ιpaN q� pOK̂

� y� pO
K̂
. Somit ist ι1 surjektiv.

Die Linearität folgt aus der von ι.

Lemma 1.3.9
Der Ring OK ist genau dann vollständig, wenn K vollständig ist.

Beweis: Sei zunächst OK vollständig. Sei dazu pxnqn¥0 eine Cauchyfolge in K � QuotpOKq. Da
jede Cauchyfolge bzgl. eines Absolutbetrags beschränkt ist, gibt es ein y P K mit |xn| ¤ |y| für alle
n P N. Damit ist y�1xn eine Cauchyfolge in OK mit Grenzwert x1. Die Folge pxnqn¥0 konvergiert
somit gegen yx1.
Ist K vollständig, so ist auch OK vollständig, da der Bewertungsring nach 1.2.13 abgeschlossen ist.

Lemma 1.3.10
Seien K � F zwei nicht-archimedische Körper, wobei der Absolutbetrag von F eine Fortsetzung des
Absolutbetrags von K ist. Liegt K dicht in F , so sind ihre Vervollständigungen isometrisch isomorph.

Beweis: Der Körper F̂ ist die Vervollständigung von K, da für ι : F Ñ F̂ der Körperhomomor-
phismus ι|K : K Ñ F̂ die Eigenschaften i) bis iii) in 1.3.6 erfüllt. Daher sind F̂ und K̂ isometrisch
isomorph.

1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungs-
körper

Ziel dieses Abschnitts ist die Fortsetzung des Absolutbetrags | � | eines vollständigen Körpers K
auf einen Erweiterungskörper L mit rL : Ks � n. Diese ist eindeutig und hat die Gestalt |x|L :�
n

b
|NL|Kpxq|, wobei NL|K die Normfunktion ist.

Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer Körper mit Absolutbetrag | � |. Ist V ein K�Vektorraum, dann
ist eine Abbildung || � || : V Ñ R¥0 eine Norm von V, wenn sie für alle v, w P V und alle x P K
folgende Eigenschaften erfüllt:

i) ||v|| � 0 ô v � 0

ii) ||xv|| � |x| ||v||
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1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungskörper 1 Grundlagen

iii) ||v � w|| ¤ maxt||v||, ||w||u.

Beispiel 1.4.1
Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer Körper. Dann ist offenbar

|| � || : KrXs Ñ R¥0
m°
i�0

biX
i ÞÑ maxiPt0,...,mut|bi|u.

eine Norm von KrXs.

Die Norm in Beispiel 1.4.1 heißt Gauß-Norm.

Lemma 1.4.2
Für die Gauß-Norm gilt ||fg|| � ||f || ||g|| für alle f, g P KrXs.

Beweis: Seien f �
°n
i�0 biX

i und g �
°m
i�0 ciX

i mit minimalen q, l P N, sodass ||f || � |bq| und
||g|| � |cl| ist. Dann ist fg �

°n�m
s�0 esX

s mit es �
°s
r�0 bs�rcr und bt � 0 für t ¡ n und ct � 0 für

t ¡ m. Der l-te Summand des Koeffizients eq�l �
°q�l
r�0 bq�l�rcr ist bqcl. Für alle übrigen Summanden

von el�q gilt |bq�l�rcr|   |bqcl|, denn für r   l ist |cr|   |cl|, also |bq�l�rcr|   |bqcl| und für r ¡ l

ist |bq�l�r|   |bq|, also |bq�l�rcr|   |bqcl|. Damit ist |eq�l| � maxrPt0,...,q�lut|bql�rcr|u � |bqcl|.
Darüberhinaus ist |es| ¤ |eq�l| für alle s P t0, . . . ,m � nu, da |es| ¤ maxrPt0,...,sut|bs�rcr|u ¤ |bqcl|

ist. Insgesamt folgt die Behauptung, denn

||fg|| � ||
n�m̧

i�0
esX

s|| � max
sPt0,...,m�nu

t|es|u � |eq�l| � |bqcl| � |bq||cl| � ||f || ||g||.

Zwei Normen || � ||1 und || � ||2 von V heißen äquivalent, wenn es C,D P R¡0 gibt, sodass C||v||1 ¤
||v||2 ¤ D||v||1 für alle v P V gilt.

Lemma 1.4.3
Zwei äquivalente Normen induzieren die gleiche Topologie.

Beweis: Seien || � ||1 und || � ||2 äquivalente Normen des pK, | � |q�Vektorraums V . Dann gibt es
C,D P R¡0, sodass C||v||1 ¤ ||v||2 ¤ D||v||1 für alle v P V ist. Sei nun U � V bzgl. || � ||1 offen
und x P U . Dann existiert ein ε ¡ 0, sodass U � B||�||1px, εq � ty P V : ||x � y||1   εu � ty P V :
||x� y||2   Cεu � B||�||2px,Cεq ist. Die andere Inklusion folgt analog.

Proposition 1.4.4
Sei pK, | � |q ein nicht-archimedischer und vollständiger Körper und sei V ein
n�dimensionaler normierter K-Vektorraum. Dann sind alle Normen von V äquivalent und V ist
vollständig.
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Beweis: Sei BV � tv1, . . . , vnu eine Basis von V und sei ||
°n
i�1 xivi||max :� max

i�1,...,n
t|xi|u mit

xi P K für alle i P t1, . . . , nu. Offensichtlich ist || � ||max eine Norm von V . Sei || � ||1 eine beliebige
Norm von V und sei D :� maxi�1,...,nt||vi||1u. Dann ist ||

°n
i�1 xivi||1 ¤ maxi�1,...,nt||vi||1|xi|u ¤

maxi�1,...,nt|vi|1umaxt|xi|u � D||
°n
i�1 xivi||max. Die andere Abschätzung wird nun induktiv über

die Dimension des Vektorraums gezeigt. Ist die Dimension gleich 1 so wählt man C � ||v1||1 und V ist
vollständig, da K vollständig ist. Gelte nun die Behauptung für Vektorräume der Dimension kleiner
n. Sei Vi das Erzeugnis von BVi � tv1, . . . , vi�1, vi�1, . . . , vnu. Dann ist Vi bzgl. der Einschränkung
auf || � ||1 nach Induktionsvoraussetzung vollständig und somit abgeschlossen in V . Dann sind auch
die Nebenklassen V 0

i :� vi�Vi offensichtlich abgeschlossen. Folglich ist auch
�n
i�1 V

0
i abgeschlossen.

Wegen 0 R
�n
i�1 V

0
i ist V z

�n
i�1 V

0
i eine nicht-leere offene Menge. Es gibt also eine Umgebung von

0, deren Schnitt mit
�n
i�1 V

0
i trivial ist, d.h. es gibt ein ε ¡ 0, sodass ||wi � vi||1 ¥ ε für alle

wi P Vi und alle i P t1, . . . , nu ist. Nun setze man C :� ε. Sei x �
°n
i�1 xivi � 0. Dann gilt

für |xr| � maxi�1,...,nt|xi|u die Ungleichung || xxr ||1 � ||
°n
i�1

xi
xr
vi||1 ¥ ε, da

°n
i�1

xi
xr
vi P V 0

r ist.
Insgesamt ergibt sich ||x||1 ¥ C|xr| � C||x||max.
Alle Normen sind äquivalent, denn für zwei Normen || � ||1 und || � ||2 von V und C1, C2, D1, D2 P R¡0

mit
C1||v||1 ¤ ||v||max ¤ D1||v||1 und C2||v||2 ¤ ||v||max ¤ D2||v||2

für alle v P V folgt C1
D2
||v||1 ¤ ||v||2 ¤

D1
C2
||v||1. Es ist noch zu zeigen, dass V vollständig ist. Wegen

1.4.3 genügt es zu zeigen, dass V bzgl. der Maximumsnorm vollständig ist. Sei also p
°n
i�1 vix

pmq
i qm¥0

eine Cauchyfolge bzgl. || � ||max. Dann gibt es für ε ¡ 0 ein N P N, sodass für alle m1,m2 ¥ N gilt

||
°n
i�1 vix

pm1q
i �

°n
i�1 vix

pm2q
i ||max � ||

°n
i�1 vipx

pm1q
i � x

pm2q
i q||max

� maxi�1,...,nt|x
pm1q
i � x

pm2q
i |u   ε.

Also gilt insbesondere |xpm1q
i � x

pm2q
i |   ε für alle i P t1, . . . , nu. Damit ist für alle i P t1, . . . , nu die

Folge pxpmqi qm¥0 eine Cauchyfolge in K und ist somit konvergent. Sei xi der Grenzwert der Folge
px

pmq
i qm¥0. Dann ist offenbar

°n
i�1 vixi der Grenzwert der Folge p

°n
i�1 vix

pmq
i qm¥0 . Der Vektorraum

V ist vollständig.

Lemma 1.4.5
Sei R ein Ring mit Eins.

i) Für f �
°n
i�0 aiX

i und g �
°m
i�0 biX

i P RrXs mit an, bm � 0, bm P R� und m ¤ n gibt es ein
d P RrXs mit 0 ¤ degpf � dgq   n.

ii) Seien f, g P RrXs, wobei der Leitkoeffizient von g in R� liegt. Dann gibt es r, φ P RrXs, sodass
f � φg � r mit degprq   degpgqq ist.

Beweis: i) Sei d � an
bm
Xn�m. Dann ist

degpf � dgq � degp
n°
i�0

aiX
i � p anbm qX

n�m
m°
i�0

biX
iq

� degpanXn �
n�1°
i�0

aiX
i � anX

n �
n�1°

i�n�m
p anbm bi�n�mX

iqq   n.

ii) Für den Fall degpgq ¡ degpfq werden r � f und φ � 0 gewählt.
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Nun wird induktiv gezeigt, dass für f, g P RrXs mit degpgq ¤ degpfq Polynome r, φ P RrXs existieren
mit f � φg�r, sodass degprq   degpgq ist. Für den Fall degpfq � 1 mit f � a1X�a0 und degpgq � 0
mit g � b0 P R

� lässt sich f darstellen durch f � φg � r mit φ � a1
b0
X und r � a0. Ist degpgq � 1

mit g � b1X � b0, wobei b1 in R� liegt, so lässt sich f darstellen durch f � φg � r mit φ � a1
b1

und
r � �a1b0

b1
� a0.

Sei degpfq � n ¥ degpgq. Es gibt nach i) ein Polynom d P RrXs mit degpf � dgq   n. Ist degpgq ¤
degpf � dgq, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung Polynome φ1, r P RrXs mit f � dg � φ1g � r,
sodass degprq   degpgq ist. Damit ist f � φg � r mit φ � φ1 � d. Ist degpgq ¡ degpf � dgq, so wählt
man r � f � dg und φ � d. Damit ist f � φg � r.

Theorem 1.4.6
Sei pK, |�|q ein nicht-archimedischer vollständiger Körper und O sein Bewertungsring mit maximalem
Ideal m. Bezeichne mit ϕ die Abbildung

ϕ : OrXs Ñ O{mrXs
n°
i�0

aiX
i ÞÑ

n°
i�0
pai �mqXi.

Sei f P OrXs mit ϕpfq � gh, g, h P O{mrXs und gcdpg, hq � 1. Dann gibt es eine Zerlegung f � gh

mit g, h P OrXs, sodass degpgq � degpgq, ϕpgq � g und ϕphq � h ist.

Beweis: Sei d � degpfq und m � degpgq. Damit ist d �m ¥ degphq. Da ϕ surjektiv ist, gibt es
g0, h0 P OrXsmit ϕpg0q � g, ϕph0q � h und degpg0q � m und degph0q ¤ d�m. Da g und h teilerfremd
sind, gibt es a, b P OrXs, sodass ϕpag0 � bh0q � ϕp1q � 1 in O{mrXs ist. Es gilt ϕpfq � ϕpg0qϕph0q.
Damit liegen die Polynome f � g0h0 und ag0 � bh0 � 1 in mrXs. Sei Λ bzgl. | � | das Maximum unter
den Koeffizienten dieser Polynome. Das Ziel ist es Polynome, pi, qi P OrXs mit degppiq   m und
degpqiq ¤ d�m zu finden mit

gn�1 :� g0 �
n�1̧

i�1
piΛi

hn�1 :� h0 �
n�1̧

i�1
qiΛi,

sodass f � gn�1hn�1 mod pΛnqrXs ist. Falls dann die Aussagen

i) die Folgen pgnqn¥0 und phnqn¥0 konvergieren in OrXs

ii)
�
n¥0pΛnq � 0

gelten, so folgt für die Grenzwerte g und h der Folgen pgnqn¥0 und phnqn¥0, dass
limnÑ8 f � gn�1hn�1 � f � gh � 0 ist und das Theorem ist bewiesen.
Zunächst werden i) und ii) gezeigt, unter der Annahme, dass pi und qi existieren.
i) Die Folge pgnq ist eine Cauchyfolge in OrXs: Seien m,n P N mit n ¥ m, dann ist |gn � gm| �

|pnΛn � ... � pm�1Λm�1|. Für die Koeffizienten ai des Polynoms gn � gm gilt maxit|ai|u ¤ |Λm�1|,
da Λm�1 in jedem Koeffizienten vorhanden ist und alle übrigen Faktoren in O liegen und somit
bzgl. | � | ¤ 1. Die Folge p|Λ|mqm¥0 ist eine Nullfolge und somit sind die Folgen der Koeffizien-
ten von pgnqn¥0 Cauchyfolgen. Da O � K gilt, konvergieren diese, und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von O liegen die Grenzwerte in O. Da die Grade von g0 und den pi beschränkt sind, ist
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g :� p
°8
i�1 piΛiq � g0 P OrXs. Gleiches gilt für die Folge phnqn¥0.

ii)Sei x P
�
n¥0pΛnq. Angenommen es gilt x � 0. Das bedeutet, es gibt ein r P R, sodass |x| � r ist.

Da p|Λ|nqn¥0 eine Nullfolge ist, gibt es ein n P N, sodass |Λ|n   r � |x|. Dann ist x R pΛnq. Dies steht
im Widerspruch zur Voraussetzung.
Im Folgenden wird nun induktiv gezeigt, dass f � gn�1hn�1 mod pΛnqrXs gilt. Für n � 1 gilt nach
Konstruktion degpg0q � degpgq und f � g0h0 P pΛqrXs, da alle Koeffizienten ai von f � g0h0 nach
1.2.12 in pΛq liegen, da Λ maximal gewählt wurde. Sei nun für n ¥ 1 die Kongruenz f � gn�1hn�1

mod pΛnqrXs erfüllt.
Nun werden pi, qi P OrXs konstruiert, welche die Induktionsbehauptung erfüllen. Es sei dabei ange-
merkt, dass gilt

f � gnhn mod pΛn�1qrXs

ô f � gn�1hn�1 � Λnpgn�1qn � pnhn�1q mod pΛn�1qrXs

ô gn�1qn � hn�1pn � g0qn � h0pn � Λ�npf � gn�1hn�1q mod pΛqrXs.

(1)

Sei fn :� Λ�npf � gn�1hn�1q P OrXs. Die Polynome f � g0h0 und ag0 � bh0 � 1 liegen in mrXs. Da
Λ das Maximum der Koeffizienten dieser Polynome bzgl | � | ist, folgt mir 1.2.12, dass g0a� h0b � 1
mod pΛqrXs ist. Damit ist g0afn � h0bfn � fn mod pΛqrXs. Der Leitkoeffizient des Polynoms g0 ist
eine Einheit, da degpg0q � degpgq. Nach 1.4.5 ii) gibt es somit q, pn P OrXs, sodass bfn � qg0 � pn

mit degppnq   degpg0q � m gilt. Dadurch ergibt sich

g0pafn � h0qq � h0pn � fn mod pΛqrXs (2)

Durch das Streichen der Koeffizienten, die im von Λ erzeugten Ideal liegen, ändert sich nichts an
(2). Bezeichne das Polynom afn � h0q nach Eliminierung dieser Koeffizienten mit qn. Es gelten
degpfnq ¤ d, degpg0q � m und degph0pnq   d�m�m � d.
Angenommen degpqnq ¡ d�m. Dann ist degpg0qnq ¡ m�d�m � d. Wegen (2) muss sein Leitkoeffizi-
ent in pΛq liegen. Dies steht imWiderspruch zur Definition des Polynoms qn. Also gilt degpqnq ¤ d�m.
Es gibt also pi und qi, die (1) erfüllen.

Korollar 1.4.7
Sei pK, | � |q ein vollständiger und nicht-archimedischer Körper und sei f �

°n
i�0 aiX

i P KrXs ein
normiertes und irreduzibles Polynom mit fp0q P O. Dann ist f P OrXs.

Beweis: Es wird zunächst gezeigt, dass maxi�0,...,nt|ai|u � maxt|a0|, |an|u für ein irreduzibles Po-
lynom f �

°n
i�0 aiX

i P KrXs gilt. Sei |ar| � maxi�0,...,nt|ai|umit r minimal. Dann liegt das Polynom
g :� f

ar
�
°n
i�0

ai
ar
Xi in OrXs und ist weiterhin irreduzibel. Angenommen maxt|a0|, |an|u   |ar|.

Dann ist f
ar
� Xrp1 � ar�1

ar
X � ... � an

ar
Xn�rq mod mrXs, wobei r R t0, nu. Die Polynome Xr und

p1 � ar�1
ar

X � ... � an
ar
Xn�rq sind offenbar teilerfremd und keine Einheiten. Das ist aber ein Wider-

spruch, da keine Polynome existieren, die 1.4.6 erfüllen.
Für ein normiertes, irreduzibles Polynom f �

°n
i�0 aiX

i P KrXs ist dann maxi�0,...,nt|ai|u �

maxt|a0|, |an|u � 1. Damit ist f P OrXs.

Für das folgende Theorem sind ein paar Erkenntnisse der Körpernorm und ganzer Elemente eines
Rings notwendig. Diese sind [4] und [5] entnommen. In den Beweisen werden nur Hinweise auf die
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Literatur gegeben.
Sei R � S eine Ringerweiterung. Ein Element s P S heißt ganz über R, falls ein normiertes Polynom
fpXq P RrXszt0u existiert, sodass fpsq � 0 ist. Die Menge aller über R ganzen Elemente in S heißt
der ganze Abschluss von R in S und wird mit RS bezeichnet.

Lemma 1.4.8
Für eine Ringerweiterung R � S ist RS ein Unterring von S.

Beweis: Siehe [4] S.8.

Lemma 1.4.9
Sei L|K eine endliche Körpererweiterung vom Grad n.

i) Für a P K gilt NL|Kpaq � an.

ii) Sei n � qr, wobei r der Separabilitätsgrad von L|K ist und fi P HomKpL,Kq mit i P t1, . . . , ru
alle K-Homomorphismen von L nach K sind. Für a P L gilt NL|Kpaq � p

±r
i�1 fipaqq

q.

iii) Für a P L sei mpXq � Xd � . . . � a0 P KrXs das Minimalpolynom von a und r � rL : Kpaqs.
Dann ist NL|Kpaq � p�1qdrar0.

iv) Ist L|K eine Galoiserweiterung, so ist NL|Kpaq �
±
σPGalpL|Kq σpaq.

Beweis: i) Siehe [5] §4.7 Lemma 2 (i).
ii) Siehe [5] §4.7 Satz 4.
iii) Siehe [5] §4.7 Lemma 2 (ii) und Lemma 3.
iv) Folgt sofort aus ii), da der Separabilitätsgrad und der Grad der Körpererweiterung gleich sind.

Theorem 1.4.10
Sei pK, | � |q vollständiger und nicht-archimedischer Körper und sei L|K eine endliche Körpererweite-
rung vom Grad n. Dann ist |l|L :� n

b
|NL|Kplq| die eindeutige Fortsetzung von | � | auf L. Insbesondere

ist pL, | � |Lq vollständig.

Beweis: Sei O der Bewertungsring von K bzgl. | � | und OL sein ganzer Abschluss in L. Sei ferner
x P OL und gpXq :� Xd � ad�1Xd�1 � . . .� a0 P OrXs mit gpxq � 0. Für f P HomKpL,Kq ist auch
fpxq ein ganzes Element, da

0 � gpxq � fpgpxqq � fpxqd � ad�1pfpxqqd�1 � . . .� a0.

Nach 1.4.8 ist OL ein Ring. Sei q der Inseparabilitätsgrad von L|K. Das Element NL|Kpxq �
p
±
fPHomKpL,Kq

fpxqqq liegt in K und wegen seiner Ganzheit in OK . Es liegt sogar in O. Ange-
nommen NL|Kpxq P KzO. Sei hpXq :� Xe �Xe�1be�1 � . . . � b0 P OrXs mit hpNL|Kpxqq � 0. Das
Polynom kpXq :� X�pbe�1�

be�2
NL|Kpxq

� . . .� b0
NL|Kpxqe�1 q liegt offensichtlich in OrXs. Darüberhinaus

ist kpNL|Kpxqq � 0, da kpNL|Kpxqq �
hpNL|Kpxqq

NL|Kpxqe�1 ist. Dies würde aber bedeuten, dass das additive
Inverse von be�1 �

be�2
NL|Kpxq

� . . . � b0
NL|Kpxqe�1 in KzO. Dies ist ein Widerspruch, da O ein Ring ist.

Damit wurde gezeigt, dass OL
� tl P L : NL|Kplq P Ou. Nun wird die umgekehrte Inklusion gezeigt.
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1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungskörper 1 Grundlagen

Sei dazu x P L� mit NL|Kpxq P O und f :� Xr �
°r�1
i�0 aiX

i P KrXs sein Minimalpolynom über K
und rL : Kpxqs � s. Dann ist nach 1.4.9 iii) NL|Kpxq � p�1qrsas0 P O. Dann ist a0 P O. Mit 1.4.7
folgt, dass f P OrXs und somit x P OL. Damit gilt

OL
� tl P L : NL|Kplq P Ou. (3)

Die ersten beiden Bedingungen eines Absolutbetrags erfüllt | � |L offensichtlich. Es ist also nur noch
die verschärfte Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien dazu a, b P L mit |a|L ¤ |b|L � 0. Dann ist
|ab |L ¤ 1. Wegen (3) ist a

b P OL. Damit ist auch sofort a
b � 1 P OL. Mit (3) gilt dann die Implikation

|ab |L ¤ 1 ñ |ab�1|L ¤ 1. Also gilt folgende Implikation |a|L ¤ |b|L ñ |a�b|L ¤ |b|L � maxt|a|L, |b|Lu.
Da nach 1.4.9 i) NL|Kpkq � kn für alle k P K ist |�|L eine Fortsetzung vonK auf Lmit Bewertungsring
OL.
Nun wird gezeigt, dass | � |L eindeutig ist. Sei dazu | � |K eine weitere Fortsetzung mit Bewertungsring
O1 und maximalem Ideal m1. Angenommen es gibt a P OL

zO1. Dann ist |a|K ¡ 1, also a�1 P O1. Sei
f � Xd �

°d�1
i�0 biX

i das Minimalpolynom von a über K. Dann ist bi P O für alle i und somit gilt
1 � �

°d
i�0 bipa

�1qi P m1. Dies ist ein Widerspruch, dam1 keine Einheiten enthält. Somit gilt OL
� O1.

Sei m das maximale Ideal von OL. Die Menge m1 XOL ist ein von Null verschiedenes Primideal von
OL und somit gilt m � m1 XOL

� m1. Dies ist äquivalent zur Implikation |a|L   1 ñ |a|K . Mit 1.2.4
folgt die Äquivalenz der beiden Absolutbeträge. Da |k| � |k|L � |k|K für alle k P K gilt und wegen
1.2.3 ein s P R¡0 gibt, sodass |l|L � |l|sK für alle l P L, ist s � 1 und die Absolutbeträge gleich. Mit
1.4.4 folgt die Vollständigkeit von L.

Korollar 1.4.11
Sei pK, | � |q ein vollständiger und nicht-archimedischer Körper und sei L|K eine algebraische Kör-
pererweiterung. Dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung von | � | auf L.

Beweis: Da jede algebraische Erweiterung die Vereinigung seiner endlichen Teilerweiterungen ist,
genügt es die Aussage für den endlichen Fall zu betrachten, also 1.4.10.

Lemma 1.4.12
Sei L|K eine Galoiserweiterung mit rL : Ks � n. Dann ist jedes Element der Galoisgruppe eine
Isometrie.

Beweis: Für alle x P L einer Galoiserweiterung L|K gilt nach 1.4.9 iv)
NL|Kpxq �

±
σPGalpL|Kq σpxq. Damit ist mit der Normfortsetzung aus 1.4.10 und σ1 P G :� GalpL|Kq

|σ1pxq|L �
n

b
|NL|Kpσ1pxqq| � n

d
|
¹
σPG

σ � σ1pxq| � n

d
|
¹
σPG

σpxq| � |x|L.

Lemma 1.4.13
Sei pK, | � |q ein vollständiger, nicht-archimedischer Körper, K � L � K und α P K separabel über L.
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Seien α :� α1, α2, . . . , αn P K die Nullstellen des Minimalpolynoms m von α über L. Gilt für β P K
die Abschätzung |α� β|   mint|α� αi| : 2 ¤ i ¤ nu, so ist Lpαq � Lpβq.

Beweis: Im Fall n � 1, also α P L gilt obige Inklusion für alle β P K. Sei also n ¥ 2 und
β P K mit α R Lpβq. Sei ferner L1|Lpβq der Zerfällungskörper des Minimalpolynoms m’ von α über
Lpβq. Damit ist L1|Lpβq eine Galoiserweiterung vom Grad ¥ 2. Da m1 das Polynom m teilt, ist
pσpαqqσPGalpL1|Lpβqq eine Teilfamilie von pαiqiPt1,...,nu und da ordpGalpL1|Lpβqqq � rL1 : Lpβqs ¥ 2 ist,
gibt es ein σ P GalpL1|Lpβqq für ein i0 P t2, . . . , nu mit σpαq � αi0 . Die Nullstellen α1, . . . , αn sind
paarweise verschieden, dam separabel ist. Da LpβqGalpL1|Lpβqq � Lpβq und Elemente der Galoisgruppe
Isometrien sind, ist

|β � αi0 | � |β � σpαq| � |σpβ � αq| � |β � α|.

Damit ist
min

2¤i¤n
t|α� αi|u ¤ |α� αi0 | ¤ maxt|α� β|, |β � αi0 |u � |β � α|.

Korollar 1.4.14
Sei pK, | � |q ein vollständiger, nicht-archimedischer Körper. Seien ferner K � L � K, α P K separabel
über L und m P LrXs sein Minimalpolynom über L. Es gibt eine nur von α abhängige reelle Konstante
ε ¡ 0, sodass jedes normierte Polynom f P LrXs vom Grad n :� degpmq mit ||f � m||   ε eine
Nullstelle β P Lpαq besitzt mit Lpβq � Lpαq, wobei || � || die Gauß-Norm ist.

Beweis: Seien fpXq �
±n
j�1pX � βjq �

°n
i�0 biX

i und mpXq �
±n
i�1pX � αiq �

°n
i�0 aiX

i mit
βj , αi P K � L. Dann ist

n¹
j�1

pα� βjq � fpαq � fpαq �mpαq. (4)

Offenbar ist M :� maxt|α|i : 0 ¤ i ¤ nu � maxt1, |α|nu. Wegen (4) gilt

n¹
j�1

|α� βj | � |
ņ

i�0
pbi � aiqα

i| ¤ ||f �m||M.

Sei j0 P t1, . . . , nu mit |α�βj0 | ¤ |α�βj | für alle j P t1, . . . , nu. Dann ist |α�βj0 |
n ¤

±n
j�1 |α�βj | ¤

||f �m||M und somit |α� βj0 | ¤ ||f �m||
1
nM

1
n . Für f mit ||f �m||  M�1pmint|α� αi| : 2 ¤ i ¤

nuqn � ε gilt nach 1.4.13 Lpαq � Lpβj0q. Da rLpβj0q : Ls ¤ degpfq � n � rLpαq : Ls ist, gilt sogar
Gleichheit.

Lemma 1.4.15
Sei pF, | � |q ein nicht-archimedischer Körper. Ist F separabel abgeschlossen, so ist F̂ algebraisch
abgeschlossen.

Beweis: Sei F separabel abgeschlossen. Zunächst wird gezeigt, dass F dicht in F liegt und an-
schließend, dass F̂ separabel abgeschlossen ist. In Charakteristik 0 ist F sep � F , also F � F . Sei also
charpF q � p ¡ 0 und α P F . Da F separabel abgeschlossen ist, ist die Körpererweiterung F |F rein-
inseparabel. Damit existiert ein m ¥ 0 mit a � αp

m

P F und Xpm � a ist das Minimalpolynom von
α über F . Im Fall m � 0 ist α P F . Sei also m ¥ 1 und ε P R¥0. Sei ferner a1 P F mit 0   |a1|  

εp
m

|α|
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und fpXq :� Xpm � a1X � a. Da a1 � 0 ist, gilt gcdpfpXq, f 1pXqq � gcdpXpm � a1X � a, a1q � 1.
Das Polynom f ist also separabel. Mit F 1 wird der Zerfällungskörper von f bezeichnet. Da F se-
parabel abgeschlossen und K 1|K eine separable Körpererweiterung ist, ist F 1 � F . Damit gibt es
βj P F mit fpXq �

±pm

j�1pX � βjq. Insbesondere ist
±pm

j�1pα � βjq � fpαq � a1α und somit ist±pm

j�1 |α� βj | � |a1α|   εp
m . Dies impliziert die Existenz eines j P t1, . . . , pmu mit |α� βj |   ε. Der

Körper F liegt demnach dicht in seinem algebraischen Abschluss. Nun wird gezeigt, dass F̂ separabel
abgeschlossen ist. Sei E|F̂ eine endliche separable Körpererweiterung und o.B.d.A. eine Galoiserwei-
terung. Für x P E sei mpXq � Xd�αd�1X

d�1� . . .�α0 sein Minimalpolynom über F̂ . Angenommen
x liegt nicht in F̂ . Dann ist d ¡ 1. Seien x � x1, x2, . . . , xd die Nullstellen von m. Da F in F dicht
liegt sind nach 1.3.10 die Körper F̂ und F̂ ismorph, also ist F � F̂ . Damit gibt es βi P F mit

|αi � βi|
^  

min
2¤j¤d

t|x� xj |
^ud

max
0¤j¤d�1

tp|x|^qju
(5)

für alle 0 ¤ i ¤ d � 1, da wegen der Separabilität von m alle Nullstellen xi verschieden sind und
somit min2¤j¤dt|x � xj |

^u � 0 ist. Seien b1, . . . , bd die Nullstellen von fpXq :� Xd � βd�1X
d�1 �

. . . � β0 P F rXs. Da F algebraisch abgeschlossen ist, ist fpXq �
±d
i�1pX � biq P F rXs. Damit

ist
±d
i�1px � biq � fpxq � fpxq � mpxq �

°d�1
i�0 pαi � βiqx

i. Durch das Anwenden der starken
Dreiecksungleichung folgt

d¹
i�1

|x� bi|
^ ¤ max

0¤i¤d�1
t|αi � βi|

^u max
0¤j¤d�1

tp|x|^qju
(5)
  min

2¤j¤d
t|x� xj |

^ud.

Daher gibt es ein i P t1, . . . , du mit |x� bi|^   min2¤j¤d�1tp|x� xj |
^u. Sei j P t2, . . . , du. Dann gibt

es ein σ P GalpE|F̂ q mit σpxq � xj . Da bi P F � F̂ , ist σpbiq � bi und somit σpx� biq � xj � bi. Nach
1.4.12 sind Elemente aus GalpE|F̂ q Isometrien und somit gilt

|x� xj |
^ � |x� bi � bi � xj |

^ ¤ maxt|x� bi|
^, |σpx� biq|

^u

� |x� bi|
^   |x� xj |

^.

Damit muss d � 1 sein, also x P E. Also ist F̂ ist separabel abgeschlossen.
Im Folgenden wird gezeigt, dass F̂ algebraisch abgeschlossen ist. Ist charpF q � 0, so gilt auch
charpF̂ q � 0 und somit F̂ � pF̂ qsep � F̂ , da F̂ separabel abgeschlossen ist.
Sei also charpF q � p ¡ 0. Da pF̂ qsep separabel abgeschlossen ist, liegt dieser Körper dicht in seinem
algebraischen Abschluss pF̂ qsep � F̂ . Nach 1.3.10 sind ihre Vervollständigungen isomorph und es

ergibt sich die Gleichung
̂̂
F � p̂F̂ qsep �

̂̂
F � F̂ . Damit ist F̂ � F̂ �

̂̂
F � F̂ und somit F̂ � F̂ .

Lemma 1.4.16
Sei pK, | � |q ein vollständiger, nicht-archimedischer Körper und K � L � K, sodass L̂ algebraisch
abgeschlossen ist. Dann gilt Ksep � L und L ist separabel abgeschlossen.

Beweis: Sei α P Ksep. Dann ist α auch separabel über L. Sei fernerm P LrXs sein Minimalpolynom
über L. Da L̂ algebraisch abgeschlossen ist, gilt mpXq �

±n
i�1pX � αiq mit α1 � α, α2, . . . , αn P L̂.

Wegen der Separabilität von m gilt sogar α1, . . . , αn P L̂X Lsep. Sei Cn :� maxt1, |α1|, . . . , |αn|u. Es
gibt β1, . . . , βn P L, sodass für alle i P t1, . . . , nu die Abschätzung |αi � βi|  

ε
Cnn

mit ε wie in 1.4.14,
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da L dicht in L̂ liegt. Für fpXq :�
±n
i�1pX�βiq P LrXs wird nun induktiv nach n ¥ 1 die Gültigkeit

der Ungleichung
||f �m|| ¤ Cnn maxt|αi � βi| : 1 ¤ i ¤ nu   ε (6)

gezeigt. Für n � 1 ist

||pX � β1q � pX � α1q|| � |α1 � β1| ¤ maxt1, |α1|u|α1 � β1|

� C1
1 maxt|αi � βi| : 1 ¤ i ¤ 1u.

Gelte nun (6) für alle natürlichen Zahlen ¤ n. Für alle i P t1, . . . , nu gilt die Ungleichung |αi�βi|   1.
Per Konstruktion der βi gilt nämlich |αi � βi|  

ε
Cnn

. Im Beweis von 1.4.14 war zu sehen, dass
ε � mint|α�αi|:2¤i¤nun

maxt1,|α|nu ist. Die starke Dreiecksungleichung und eine Fallunterscheidung liefert

ε

Cnn
�

mint|α� αi| : 2 ¤ i ¤ nun

maxt1, |α|numaxt1, |α1|, . . . , |αn|un
¤ 1.

Damit ist ||pX � αiq � pX � βiq|| � |αi � βi|   1 ¤ ||X � αi||. Mit der starken Dreiecksungleichung
folgt

||X � βi|| � ||pX � βiq � pX � αiq � pX � αiq|| � ||X � αi||

� maxt1, |αi|u ¤ Cn�1.

Es gilt
n�1±
i�1

pX � αiq �
n�1±
i�1

pX � βiq � pX � α1qp
n�1±
i�2

pX � αiq �
n�1±
i�2

pX � βiqq

�pβ1 � α1q
n�1±
i�2

pX � βiq.

(7)

Sei g :� pX � α1qp
n�1±
i�2

pX � αiq �
n�1±
i�2

pX � βiqq und h :� pβ1 � α1q
n�1±
i�2

pX � βiq. Für g gilt nach

Induktionsvoraussetzung

||g|| ¤ ||X � α1||maxt1, |α2|, . . . , |αn�1|u
n maxt|αi � βi| : 2 ¤ i ¤ n� 1u

¤ Cn�1C
n
n�1 maxt|αi � βi| : 2 ¤ i ¤ n� 1u

� Cn�1
n�1 maxt|αi � βi| : 2 ¤ i ¤ n� 1u.

. Wegen (1.4) gilt für h

||h|| � |β1 � α1|
n�1±
i�2

||X � βi|| ¤ |β1 � α1|C
n�1
n�1 .

Durch Anwenden von || � || auf (7) folgt

||f �m|| ¤ maxt||g||, ||h||u
¤ maxtCn�1

n�1 maxt|αi � βi| : 2 ¤ i ¤ n� 1u, Cn�1
n�1 |β1 � α1|u

� Cn�1
n�1 maxt|αi � βi| : 1 ¤ i ¤ n� 1u.

Damit gilt (6). Nach 1.4.14 besitzt f eine Nullstelle β P Lpαq mit Lpαq � Lpβq. Alle Nullstellen von
f liegen aber in L und somit ist Lpαq � L, also liegt α in L.
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1.5 Projektiver Limes
Sei I eine Menge mit Halbordnung ¤, sodass für alle i, j P I ein k P I existiert mit i ¤ k und j ¤ k.
Ein projektives System ppMiqiPI , pfijq i,jPI

i¤j
q von Objekten desselben Typs (von Mengen, Gruppen,

Ringen) über I ist eine Familie pMiqiPI von Objekten desselben Typs (Mengen, Gruppen, Ringen)Mi

mit Morphismen (Abbildungen, Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen) fij : Mj Ñ Mi

für alle i, j P I mit i ¤ j, sodass gilt:

i) fii � idMi für alle i P I

ii) für alle i, j, k P I mit i ¤ j ¤ k gilt fik � fij � fjk.

Sei ppMiqiPI , pfijq i,jPI
i¤j

q ein projektives System über I. Dann heißt

lim
ÐÝ
iPI

Mi :� tpmiqiPI P
¹
iPI

Mi : fijpmjq � miu

projektiver Limes zum projektiven System ppMiqiPI , pfijq i,jPI
i¤j

q.

Proposition 1.5.1
Sei ppMiqiPI , pfijq i,jPI

i¤j
q ein projektives System über I und N ein Objekt desselben Typs (Menge, Grup-

pe, Ring) mit Homomorphismen gj : N ÑMj für alle j P I, sodass fij � gj � gi für i, j P I mit i ¤ j

gilt. Dann gibt es genau einen Homomorphismus g, sodass das Diagramm

N

gj

&&

g // lim
ÐÝ
iPI

Mi

prj

��
Mj

mit prjppmiqiPIq � mj für alle j P I kommutiert.

Beweis: Sei n P N und
g : N Ñ lim

ÐÝ
iPI

Mi

n ÞÑ pgipnqqiPI

Es gilt gipnq � fij � gjpnq für alle i, j P I mit i ¤ j. Damit ist g wohldefiniert.
Angenommen es gibt g̃ � g , sodass das Diagramm

N

gj

&&

g̃ // lim
ÐÝ
iPI

Mi

prj

��
Mj

kommutiert. Dann gibt es n P N mit pxiqiPI � g̃pnq � gpnq � pyiqiPI , d.h. es gibt ein i P I mit xi � yi.
Dann ist pri � g̃pnq � xi � yi � pri � gpnq � gipnq. Dies widerspricht der Kommutativität.
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Lemma 1.5.2
Der projektive Limes eines projektiven Systems von Ringen, Gruppen, etc ist bzgl. der komponenten-
weise Verknüpfung(en) ein Ring, Gruppe, etc.

Beweis: folgt unmittelbar.

Lemma 1.5.3
Sei R ein Ring und pMjqjPN eine Familie von R�Untermoduln von M , sodass M0 �M1 �M2 � ...

und sei x�Mj :� tx� y : y PMju die Nebenklasse von x PM für j P N. Dann definiert die Menge

τM :� tU �M : für alle x P U existiert ein j P N, sodass x�Mj � U ist u

eine Topologie auf M .

Beweis: Es gilt offensichtlich H, M P τM .
Seien L � τM und x P

�
UPL U . Dann gibt es ein U0 P L und ein k P N, sodass x P U0 und

x�Mk � U0 �
�
UPL U ist.

Für U1, U2 P τM ist auch U1 X U2 P τM , denn für x P U1 X U2 P τM gibt es i, j P N mit x�Mi � U1

und x�Mj � U2. Dann gilt x�Mminti,ju � U1 X U2.

Sei p eine Primzahl. IstM � R und sind dieMj � pjR, so heißt τR p-adische Topologie. Die durch
den p-adischen Absolutbetrag induzierte Topologie auf einem Bewertungsring OK der Charakteristik
Null ist die p-adische Topologie, da für x P OK � R und ε ¡ 0 ein N P N mit 0   |pN |   ε existiert
und somit B|�|ppx, εq � B|�|ppx, p

N q � ty P OK : x� y P pNOKu � x� pNOK . Analog gilt:

Lemma 1.5.4
Sei O ein diskreter Bewertungsring, mit seinem maximalen Ideal m � pπq. Dann entspricht die in
1.5.3 definierte Topologie mit O � m � m2 � m3 � ... genau der durch den Absolutbetrag induzierten
Topologie.

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass für x P O und q P Nzt0u gilt x � mj � ty P O : |x � y|  

q�j�1u � Bpx, q�j�1q, wobei |x| � q�νpxq. Dann ist

y P Bpx, q�j�1q ô νpx� yq ¡ j � 1 ô νpx� yq ¥ j

ô x� y P mj ô y P x�mj .

Lemma 1.5.5
Seien R und S Ringe und sei ϑ : R Ñ S ein Ringhomomorphismus. Dann ist ϑ bzgl. der p-adischen
Topologie auf R und S stetig.

Beweis: Sei V � S offen und sei x P ϑ�1pV q � R. Das bedeutet ϑpxq P V . Damit gibt es ein n P N
mit ϑpxq�pny P V für alle y P S. Für alle m P R ist somit ϑpx�pnmq � ϑpxq�pnϑpmq P V . ϑ�1pV q

ist offen, da x� pnR � ϑ�1pV q.

Sei R ein Ring und pMjqjPN eine Familie von R�Untermoduln von M wie in 1.5.3. Dann heißt eine
Folge pxjqj¥0 mit xj P M Cauchyfolge, wenn für alle j P N ein N P N existiert, sodass für alle
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m,n ¥ N gilt xn � xm PMj .

(xjqj¥0 heißt konvergent, wenn ein x PM existiert, sodass für alle j P N ein N P N existiert, sodass
für alle n ¥ N gilt x� xn PMj .
M ist vollständig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Lemma 1.5.6
Seien R, M , pMjqjPN wie oben und sei fij : M{Mj Ñ M{Mi, m � Mj ÞÑ m � Mi. Dann ist
ppM{MiqiPN, pfijq i,jPN

i¤j
q ein projektives System.

Beweis: Es gilt offensichtlich fii � idM{Mi
. Sei i ¤ j, dann gilt Mi � Mj und damit ist fij

wohldefiniert und offenbar gilt fik � fij � fjk für i ¤ j ¤ k.

Proposition 1.5.7
Sei ppM{MiqiPN, pfijq i,jPN

i¤j
q das projektive System wie in 1.5.6 und sei

g : M Ñ lim
ÐÝ
iPN

M{Mi

m ÞÑ pm�Miqi¥0.

Dann gelten

i) g ist genau dann injektiv , wenn
�
iPN

Mi � 0 ist.

ii) M ist genau dann bezüglich der Topologie in 1.5.3 vollständig, wenn g surjektiv ist.

Beweis: Offensichtlich ist g ein R-Modul Homomorphismus. Aussage i) gilt, da offenbar kerpgq ��
jPNMj ist.

Sei g surjektiv und sei pxjqj¥0 eine Cauchyfolge in M . Sei j P N. Dann gibt es Nj P N, sodass für
alle n ¥ Nj gilt xn � xNj P Mj . Damit wird die Folge pxm �Mjqm¥0 in M{Mj stationär. Die Folge
y � pxNj �Mjqj¥0 liegt in lim

ÐÝ
iPN

M{Mi, da für i ¤ j und n ¥ maxtNi, Nju gilt

fjipxNi �Miq � xNi �Mj � xn �Mj � xNj �Mj .

Da g surjektiv ist, gibt es ein x P M mit gpxq � y. Somit ist gpxq � px �Mjqj¥0 � pxNj �Mjqj¥0,
also liegt für alle j P N die Differenz x � xNj in Mj . Für alle j P N und für alle n ¥ Nj gilt
x� xn � x� xNj � xNj � xn PMj . Damit ist x PM der Grenzwert der Folge pxjqj¥0.
Sei nun M vollständig und sei pxj �Mjqj¥0 P limÐÝiPNM{Mi. Nach Definition des projektiven Limes
ist xi � xj P Mi für alle i ¤ j. Für n,m ¥ j gilt somit xn � xm � xn � xj � xj � xm P Mj . Damit
ist die Folge pxjqj¥0 eine Cauchyfolge in M und konvergiert in M . Sei x sein Grenzwert. Für j P N
wähle n ¥ j mit x � xn P Mj . Dann ist x � xn � xn � xj P Mj . Also ist x �Mj � xj �Mj für alle
j P N und somit ist pxj �Mjqj¥0 � px�Mjqj¥0 � gpxq.
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1.5 Projektiver Limes 1 Grundlagen

Korollar 1.5.8
Für einen vollständigen diskreten Bewertungsring O mit seinem maximalen Ideal m ist der Ringho-
momorphismus

O Ñ lim
ÐÝ
nPN

O{mn

r ÞÑ pr �mnqn¥0

ein Ringisomorphismus.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 1.5.7 und 1.5.4.
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

2 Tilting eines perfektoiden Körpers
In diesem Kapitel wird aus einem perfektoiden Körper K der Charakteristik 0 mit charpO{mq � p

ein perfektoider Körper der Charakteristik p konstruiert, der sogenannte Tilt von K. Für eine Menge
S � K ist |S| :� t|s| : s P Su.
Die Grundlage für dieses Kapitel bildete die Vorlesung „p-adic Galois representations “ von Herrn
Prof. Dr. Kohlhaase.

Sei pK, | � |q nicht-archimedischer Körper mit charpOK{mq � p. Er heißt perfektoid, falls folgende
Bedingungen erfüllt sind:

i) K ist vollständig

ii) |K�| � R¥0 dicht

iii) OK{pOK Ñ OK{pOK , x ÞÑ xp ist surjektiv.

Beispiel 2.1

i) Sei µpn die Gruppe aller pn�ten Einheitswurzeln und µp8 die Gruppe aller Einheitswurzeln,
dessen Ordnung eine p�Potenz ist. Dann ist die Vervollständigung K :� Q̂prµp8s ein perfek-
toider Körper.

Es ist Qprµp8s �
�
n¥1 Qprµpns, wobei nach [4] Satz 7.13 gilt

rQprµpns : Qps � pp� 1qpn�1. Nach 1.4.10 ist für x P Qprµpns dann

|x|Qprµpn s � |NQprµpn s|Qppxq|
1

pp�1qpn�1 .

Also ist |K�|K �
�
n¥1 p

� 1
pp�1qpn�1 Z

� p�Zr 1
p s, wobei pZr

1
p s � R¥0 dichte Teilmenge ist, denn

logp : R¥0 Ñ R ist ein Homöomorphismus und Zr 1
p s � R ist dicht. Der Beweis dazu ist analog

zum Beweis der Dichtheit von Q � R. Damit ist nach [6] Lemma 1.3.6 (c) für log�1
p : R Ñ

R¥0, x ÞÑ px die Menge log�1
p pZr 1

p sq � pZr
1
p s dicht in log�1

p pRq � R¥0.
Nach 1.3.8 und [4] Satz 2.3 gilt

OK{pOK � OQprµp8 s{pOQprµp8 s � Zprµp8s{pZprµp8s,

welches eine Fp�Algebra ist. Da der Frobenius auf Fp surjektiv ist, genügt es zu zeigen,
dass die Erzeuger der Fp�Algebra, also die Restklassen aller ζ P µp8 im Bild der Abbil-
dung Zprµp8s{pZprµp8s Ñ Zprµp8s{pZprµp8s, x ÞÑ xp liegen. Dies ist gewährleistet, da
µp8 Ñ µp8 , ζ ÞÑ ζp surjektiv ist.

ii) Die Vervollständigung des separablen Abschlusses Cp � Q̂sepp ist ein perfektoider Körper.

Da Cp � Q̂prµp8s ist |Cp|Cp dicht in R¥0. Nach 1.3.8 ist OCp{pOCp � OQsepp {pOQsepp . Wegen
charpQsepp q � 0 gilt Qsepp � Qp, wobei Qp der algebraische Abschluss von Qp ist.
Damit ist Qsepp Ñ Qsepp , x ÞÑ xp offensichtlich surjektiv, da für y P Qsepp eine Nullstelle des

32



2 Tilting eines perfektoiden Körpers

Polynoms fptq :� tp�y in Qsepp als Urbild gewählt werden kann. Aufgrund der Multiplikativität
des Absolutbetrags gilt die Surjektivität der Abbildung OQsepp Ñ OQsepp , x ÞÑ xp, und diese
induziert einen surjektiven Ringhomomorphismus OQsepp {pOQsepp Ñ OQsepp {pOQsepp , x ÞÑ xp.

Sei K ein perfektoider Körper. Dann definiert man

OK5 :� lim
ÐÝ
xÞÑxp

OK{pOK :� tpanqn¥0 P
¹
n¥0

OK{pOK : apn�1 � anu.

Für die komponentenweise Operation ist dies ein Ring der Charakteristik p.

Proposition 2.2
Sei K ein perfektoider Körper.

i) Sei a � panqn¥0 P OK5 mit an � αn�pOK . Dann existiert der Grenzwert der Folge pαpnn qn¥0 in
OK und ist unabhängig von der Wahl der αn. Im Folgenden gilt die Notation a# :� limnÑ8 α

pn

n .

ii) Die Abbildung
# : OK5 Ñ OK

a ÞÑ a#

ist multiplikativ und erfüllt a# � pOK � a0 für alle a P OK5 .

iii) Die Abbildung
OK5 Ñ OK5

x ÞÑ xp

ist bijektiv, d.h. OK5 ist perfekt.

iv) Sei lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK :� tpαnqn¥0 P
±
n¥0 OK : αpn�1 � αnu. Die Abbildung

lim
ÐÝ
xÞÑxp

OK Ñ OK5

pαnqn¥0 ÞÑ pαn � pOKqn¥0

ist eine multiplikative Bijektion mit der inversen Abbildung a � panqn¥0 ÞÑ ppa
1
pn q#qn¥0.

Beweis: i) Seien panqn¥0, pbnqn¥0 P OK5 mit an � bn und αn � pOK � an, βn � pOK � bn. Dann
ist αpn�1 � αn mod pOK und βpn�1 � βn mod pOK . Mit 1.1.2 folgt pαpn�1q

pn � αp
n

n mod pn�1OK .
Für βn gilt dies analog. Da charpOK{mq � p ist p P m und somit |p|   1. Damit sind pαpnn qn¥0 und
pβp

n

n qn¥0 Cauchyfolgen und somit konvergent. Da αn � βn P pOK gilt mit 1.1.2, dass αpnn � βp
n

n

mod pn�1OK ist und es folgt die Gleichheit der Grenzwerte.
ii) Sei ab � panbnqn¥0 P OK5 . Dann ist pabq# � limnÑ8 α

pn

n βp
n

n � a#b#, da pαpnn qn¥0 und pβpnn qn¥0

konvergieren.
Nach Definition ist apnn � a0 für alle n P N, also αpnn � α0 P pOK für alle n P N. Damit ist pαpnn �

α0 � pOKqn¥0 konstante Nullfolge in OK5 und somit ist limnÑ8 α
pn

n � α0 P pOK .
iii) Da charpOK5q � p ist x ÞÑ xp ein Ringhomomorphismus. Sei a � panqn¥0 P OK5 mit 0 � ap �

pap0, a
p
1, . . .q � pap0, a0, a1, . . .q. Damit ist a � 0.

Sei b � pa1, a2, . . .q P OK5 . Dann ist bp � a.
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

iv) Sei a � panqn¥0 P OK5 und an � αn� pOK . Dann ist a
1
pn � pan, an�1, . . .q. Es ist zu überprüfen,

ob ppa
1
pn q#qn¥0 P lim

ÐÝ
xÞÑxp

OK ist. Es gilt

ppa
1

pn�1 q#qp � p lim
mÑ8

αp
m

n�1�mq
p � lim

nÑ8
αp

m�1

n�1�m � pa
1
pn q#

also ppa
1
pn q#qn¥0 P lim

ÐÝ
x ÞÑxp

OK . Die Hintereinanderausführung

OK5 Ñ lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK Ñ OK5

panqn¥0 ÞÑ ppa
1
pn q#qn¥0 ÞÑ ppa

1
pn q# � pOKqn¥0,

ist die Identität, da wegen ii) ppa
1
pn q# � pOKqn¥0 � panqn¥0 ist. Damit ist die Abbildung surjektiv.

Seien α, β P limÐÝx ÞÑxp
OK mit αm � pOK � βm � pOK für alle m ¥ 0. Mit 1.1.2 folgt αm � αp

n

m�n �

βp
n

m�n � βm mod pn�1OK für alle m,n ¥ 0. Damit ist αm � βm für alle m ¥ 0, da
�
n¥0 p

nOK �

0.

Proposition 2.3
Sei K ein perfektoider Körper.

i) Die Abbildung
| � |5 : OK5

Ñ R¥0

a ÞÑ |a#|

ist ein nicht-archimedischer Absolutbetrag.

ii) Es gilt |OK | � |OK5 |5.

iii) Für a, b P OK5 ist genau dann |a|5 ¤ |b|5, wenn aOK5 � bOK5 .

iv) Erfüllt p5 P OK5 die Gleichung |p5|5 � |p|, dann ist die Abbildung

OK5{p5OK5 Ñ OK{pOK

panqn¥0 � p5OK5 ÞÑ a0

ein Ringisomorphismus.

Beweis: i) Man wähle für jedes Folgenglied des Nullelements 0 P OK5 den Repräsentanten 0 P K.
Dann sieht man leicht, dass |0|5 � |0#| � |0| � 0 ist. Sei nun andererseits a P OK5 mit |a|5 � |a#| � 0.
Da | � | ein Absolutbetrag ist, ist a# � 0. Für alle n ¥ 0 gilt nach 2.2 ii), dass ppa

1
pn q#qp

n

� a# � 0.
Der Ring OK ist ein Integritätsbereich. Also folgt für alle n ¥ 0, dass pa

1
pn q# � 0 iist. Aufgrund der

Bijektivität der Abbildung in 2.2 iv), ist a � 0.
Die zweite Eigenschaft eines Absolutbetrags ist wegen der Multiplikativität der Abbildungen # und
| � | erfüllt.
Seien a � panqn¥0 � pαn� pOKqn¥0, b � pbnqn¥0 � pβn� pOKqn¥0 P OK5 . Dann ist |a� b|5 � |pa�

bq#| � | limnÑ8pαn � βnq
pn | � limnÑ8 |αn � βn|

pn ¤ limnÑ8 maxt|αn|p
n

, |βn|
pnu � maxt|a|5, |b|5u.

ii) Die Inklusion |OK5 |5 � |OK | gilt offensichtlich.
Sei α P OKzt0u. Da K perfektoid ist, liegt |K�| dicht in R¡0. Daher gibt es λ P OK , sodass |p|  
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

|λ|   1. Sei m P N mit |λm�1|   |α| ¤ |λm|. Da |λ|   1 ist, ist offensichtlich |λ|   |λ�m| und wegen
|α| ¤ |λ�m| ist |λ�mα| ¤ 1. Nach Voraussetzung ist die Abbildung OK{pOK Ñ OK{pOK , x ÞÑ xp

surjektiv und damit gibt es γ, δ P OK , sodass λ�mα� δp, λ� γp P pOK ist. Somit ist |λ� γp| ¤ |p|.
Darüberhinaus ist |γp| ¡ |p|, denn angenommen es gelte |γp| ¤ |p|. Dann ist |λ| � |λ � γp � γp| ¤

maxt|λ � γp|, |γp|u ¤ |p|. Dies widerspricht aber der Ungleichung |p|   |λ|. Mit 1.2.5 folgt somit
insgesamt |λ| � |λ� γp � γp| � |γp| � |γ|p.
Auf dieselbe Art erhält man |λ�mα| � |δ|p.
Mit diesen beiden Gleichungen folgt |α| � |γmδ|p. Dies lässt sich induktiv fortsetzen, sodass nach
n�maliger Ausführung β konstruiert wird, mit |α| � |β|p

n . Wähle n P N groß genug, sodass |p|  
|β| ist. Dies ist möglich, da |β| � pn

a
|α| und limnÑ8

pn
a
|α| � 1 ist. Es genügt nun zu zeigen,

dass |β| P |OK5 |5 ist. Im Folgenden wird b P OK5 konstruiert mit |b|5 � |β|. Setze β0 :� β und
b0 :� β0 � pOK . Wegen der Surjektivität von OK{pOK Ñ OK{pOK , x ÞÑ xp erhält man eine
Folge b � pbnqn¥0 � pβn � pOKqn¥0 mit bpn�1 � bn. Also ist b P OK5 . Da für alle n P N gilt
βp

n

n � β � β0 mod pOK , ist |b# � β| � | limnÑ8 β
pn

n � β| � limnÑ8 |β
pn

n � β| ¤ |p|. Insgesamt ist
also |b|5 � |b#| � |b# � β � β| � maxt|b# � β|, |β|u � |β| P |OK5 |.
iii) Seien a, b P OK5 mit aOK5 � bOK5 . Für den Fall, dass a � 0 ist, gilt die Behauptung offensichtlich.
Dieser wird im Folgenden ausgeschlossen.
Es existiert c P OK5 mit a � bc. Mit i) folgt, dass |a|5 � |bc|5 ¤ |b|5|c|5 ¤ |b|5, da wegen ii) |c|5 ¤ 1 ist.
Seien nun a, b P OK5 mit |a|5 ¤ |b|5 und αn :� pa

1
pn q#, βn :� pb

1
pn q# für alle n P N. Mit 2.2

ii) folgt, dass |α0| � |a|5 ¤ |b|5 � |β0|. Die Folgen pαnqn¥0 und pβnqn¥0 liegen nach 2.2 iv) in
lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OK . Da die Funktion fpxq :� x
1
pn auf R¥0 monoton wachsend ist, folgt für alle n P N, dass

|αn| � |α0|
1
pn ¤ |β0|

1
pn � |βn| ist. Mit 1.2.12 folgt, dass für alle n P N ein γn P OK existiert,

sodass αn � γnβn ist. Darüberhinaus ist γnβn � αn � αpn�1 � γpn�1β
p
n�1 � γpn�1βn. Folglich gilt

für alle n P N die Gleichung γn � γpn�1, da OK ein Integritätsbereich ist. Für γ :� pγnqn¥0 und
c :� pγn � pOKqn¥0 folgt aus α � βγ aufgrund der Multiplikativität der Abbildung aus 2.2 iv), dass
a � bc und somit aOK5 � bOK5 ist.
iv) Sei p5 P OK5 mit |p5|5 � |p|. Da OK{pOK Ñ OK{pOK , x ÞÑ xp surjektiv ist, ist es möglich, jedes
a0 P OK{pOK fortzusetzen, sodass panqn¥0 in OK5 liegt. Daher ist OK5 Ñ OK{pOK , panqn¥0 ÞÑ a0

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Der Kern dieser Abbildung ist

ta P OK5 : a0 � 0u 2.2
�
ii)

ta P OK5 : a# P pOKu

� ta P OK5 : |a|5 � |a#| ¤ |p| � |p5|5u
iii)
� p5OK5 .

Also gilt die Isomorphie.

Korollar 2.4
OK5 ist ein Integritätsbereich und | � |5 : OK5 Ñ R¥0 ist zu einem nicht-archimedischen Absolutbetrag
auf K5 :� QuotpOK5q fortsetzbar. Darüberhinaus ist |K5|5 � |K| und OK5 � tx P K5 : |x|5 ¤ 1u.

Beweis: Seien a, b P OK5 mit ab � 0. Dann ist |ab|5 � |a|5|b|5 � 0 in R¥0. Somit ist entweder
|a|5 � 0 oder |b|5 � 0 und folglich a � 0 oder b � 0. Offensichtlich definiert |xy |5 :� |x|5

|y|5
einen nicht-

archimedischen Absolutbetrag auf K5.
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

Es gilt
|K5|5 � t|x|5|y|

�1
5 : x P OK5 , y P OK5zt0uu

� tr1r2 : r1 P |OK5 |5, r2 P |OK5zt0u|�1
5 u

2.3
�
ii)

tr1r2 : r1 P |OK |, r2 P |OKzt0u|�1u � |K|,

wobei für eine Teilmenge A von R¡0 bedeutet A�1 :� tx P R¡0 : x�1 P Au.
Offensichtlich gilt die Inklusion OK5 � tx P K5 : |x|5 ¤ 1u. Sei x P K5 mit |x|5 ¤ 1. Es gibt y, z P OK5 ,
sodass x � yz�1 ist. Folglich ist wegen 2.3 iii) y P zOK5 . Daher ist x P OK5 .

Proposition 2.5
K5 ist ein perfekter Körper mit charpK5q � p. Bezüglich |�|5 ist er vollständig. Wegen 2.4 ist pK5, |�|5q

daher ein perfektoider Körper.

Beweis: Da OK5 perfekt ist und charpOK5q � p, gilt dies ebenfalls für seinen Quotientenkörper.
Nach 1.3.9 genügt nun noch zu zeigen, dass OK5 vollständig ist. Dazu werden zwei Fälle unterschie-
den. Zunächst wird die Behauptung für den Fall charpKq � p � 0 und im Anschluss für den Fall
charpKq � 0.
Sei charpKq � p � 0. Dann ist die Charakteristik des Restklassenkörpers ebenfalls p und es gilt
OK{pOK � OK . Nach Voraussetzung ist die Abbildung OK{pOK � OK Ñ OK � OK{pOK , x ÞÑ xp

surjektiv. Damit ist OK perfekt und somit ist auch K perfekt. Damit ist der Ringhomomorphismus
OK5 Ñ OK{pOK � OK , panqn¥0 Ñ a0 surjektiv. Darüberhinaus ist er injektiv und eine Isometrie.
Für panqn¥0 P OK5 mit panqn¥0 ÞÑ 0 gilt für alle n P N, dass 0 � a0 � ap

n

n und somit an � 0 für alle
n P N ist.
Wegen 2.2 ii) gilt |panqn¥0|5 � |panq

#
n¥0| � |a0|.

Setzt man die Abbildung OK5 Ñ OK{pOK � OK , panqn¥0 Ñ a0 auf K fort, so erhält man einen
isometrischen Isomorphismus pK5, | � |5q Ñ pK, | � |q. Da K perfektoid ist, ist K5 bzgl. | � |5 vollständig.

Sei nun charpKq � 0 und sei apmq :� pa
pmq
n qn¥0 P OK5 für allem P N, wobei papmqqm¥0 eine Cauchyfol-

ge ist. Sei n P N beliebig. Dann gibt es ein N P N, sodass für alle m,m1 ¥ N gilt |apmq�apm1q|5   |p|p
n

ist.
Für b � pbnqn¥0 P tx P OK5 : |x|5 ¤ |p|p

n

u gilt |p| ¥ |b
1
pn |5 � |pb

1
pn q#|. Es gilt also pb

1
pn q# P pOK und

wegen 2.2 iv) ist bn � pb
1
pn q# � pOK � pbn, bn�1, . . .q

# � pOK5 � 0. Damit ist auch bk � bp
n�k

n � 0
für alle k P N mit 0 ¤ k ¤ n.
Für die k�ten Folgenglieder von apmq � apm

1q mit 0 ¤ k ¤ n gilt demnach für alle m,m1 ¥ N , dass
papmq�apm

1qqk � a
pmq
k �a

pm1q
k � 0 ist, also gilt apmqk � a

pm1q
k . Da n beliebig ist, wird papmqk qm¥0 statio-

när für alle k P N. Sei ak :� limmÑ8 a
pmq
k P OK{pOK . Man wählem groß genug, sodass ak � a

pmq
k und

ak�1 � a
pmq
k�1 ist. Dann ist apk�1 � pa

pmq
k�1q

p � a
pmq
k � ak, weil apmq P OK5 . Damit ist a :� pakqk¥0 P OK5

der Grenzwert der Folge papmqqm¥0. Denn sei dazu ε ¡ 0 und n P N mit |p|pn   ε. Dann gibt es ein
N ¡ 0, sodass für alle m ¥ N gilt apmqn � an. Mit 2.2 ii) folgt 0 � a

pmq
n �an � ppapmq�aq

1
pn q#�pOK

und somit ppapmq � aq
1
pn q# P pOK , also |ppapmq � aq

1
pn q#| � |papmq � aq

1
pn |5 ¤ |p|. Dies impliziert

|apmq � a|5 ¤ |p|p
n

  ε.

Definition 2.6
Ist pK, | � |q ein perfektoider Körper, so heißt pK5, | � |5q der Tilt von K.
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

Ist charpKq � p � 0, so sind pK, | � |q und pK5, | � |5q isometrisch isomorph. Im Beweis von 2.5 ist
dieser Isomorphismus angegeben.

Lemma 2.7
Seien K und L perfektoide Körper der Charakteristik 0 und sei σ : K Ñ L ein stetiger Körperhomo-
morphismus. Dann ist

σ5 : OK5 Ñ OL5

pαn � pOqn¥0 pσpαnq � pOqn¥0

ein stetiger und injektiver Ringhomomorphismus. Ist σ eine Isometrie, so ist auch σ5 eine Isometrie.

Beweis: Damit σ5 wohldefiniert ist, muss zunächst gewährleistet sein, dass σpOKq in OL liegt.
Sei x P OK mit |x|   1. Dann gilt wegen der Stetigkeit von σ

lim
nÑ8

σpxnq � σp lim
nÑ8

xnq � σp0q � 0.

Damit ist pσpxqnqn¥0 eine Nullfolge und somit ist |σpxq|   1.
Sei x P O�

K , also |x| � 1. Angenommen es gilt |σpxq| � 1. Dann ist pσpxnqqn¥0 oder pσpx�1qnqn¥0 eine
Nullfolge. Die Folgen pxnqn¥0 und px�nqn¥0 sind keine Nullfolgen. Dies widerspricht der Stetigkeit
von σ.
Damit ist die Einschränkung σ : OK Ñ OL ein Ringhomomorphismus und somit ist σ5 wohldefiniert
und offenbar ein Ringhomomorphismus. Das Diagramm

pαnqn¥0_

��

lim
ÐÝ
xÞÑxp

OK

2.2ivq //

��

OK5

��
pσpαnqqn¥0 lim

ÐÝ
x ÞÑxp

OL

2.2ivq // OL5

kommutiert, wobei die Abbildungen limÐÝx ÞÑxp
OK Ñ limÐÝxÞÑxp

OL und limÐÝx ÞÑxp
OK Ñ OK5 injektiv

bzw. bijektiv sind. Damit ist auch σ5 ein injektiver Ringhomomorphismus.
Sei nun σ : K Ñ L eine Isometrie und sei pαn � pOKqn¥0 P OK5 . Dann ist

|σ5ppαn � pOKqn¥0q|5 � |pσpαnq � pOKqn¥0|5 � |pσpαnq � pOKqn¥0q
#| � | limnÑ8 σpαnq

pn |

� |σplimnÑ8 α
pn

n q| � | limnÑ8 α
pn

n | � |pαn � pOKqn¥0|5.

Der Ringhomomorphismus σ5 ist also ebenfalls eine Isometrie.

Da σ5 : OK5 Ñ OL5 ein injektiver Ringhomomorphismus ist, lässt sich dieser zu einem Körperhomo-
morphismus σ5 : K5 Ñ L5 fortsetzen. Dieser heißt der Tilt von σ.
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

Lemma 2.8
Die Zuordnung

K ÞÑ K5

σ ÞÑ σ5

für perfektoide Körper K ist funktoriell.

Beweis: Offensichtlich gilt die Gleichheit pidKq5 � idK5 . Seien f und g isometrische Körperhomo-
morphismen, sodass die Verknüpfung f � g sinnvoll ist. Dann ist offensichtlich pf � gq5 � f 5 � g5.

Lemma 2.9
Ist K ein perfektoider Körper, so ist K̂5 ein perfektoider Körper.

Beweis: Der Körper K̂5 ist vollständig. Da K5 perfektoid ist, ist |pK5q�|5 dicht in R¥0 und somit
liegt nach Definition von | � |^ die Menge |pK̂5q�|^ dicht in R¥0. Es ist also noch zu zeigen, dass die
Abbildung

O
K̂5
{pO

K̂5
� O

K̂5
Ñ O

K̂5
� O

K̂5
{pO

K̂5

x ÞÑ xp

surjektiv ist. Das zeigt man wie in 2.1 ii).

Theorem 2.10
Sei K ein perfektoider Körper. K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn K5 algebraisch
abgeschlossen ist.

Beweis: Sei K algebraisch abgeschlossen und E|K5 eine endliche Körpererweiterung. Da K5 nach
2.5 perfekt ist, ist die Körpererweiterung separabel. Es kann o.B.d.A angenommen werden, dass
E|K5 eine endliche Galoiserweiterung ist, da sich endliche Körpererweiterungen zu einer normalen
Körpererweiterung erweitern lassen. Sei x P E. Es wird nun gezeigt, dass x in K5 liegt, denn dann
besitzt K5 keine echte algebraische Erweiterung und ist somit algebraisch abgeschlossen. Falls x nicht
in OE liegt, wird es mit y�1 multipliziert, wobei y P K5zt0u und |x|5 ¤ |y|5 ist. Sei also o.B.d.A, x P OE

und mpXq � Xd�apd�1qXd�1� . . .�ap0q das Minimalpolynom von x in K5. Das Polynom m zerfällt
in E in Linearfaktoren und seine Nullstellen sind Galoiskonjugierte von x. Nach 1.4.12 sind Elemente
der Galoisgruppe Isometrien und somit liegen die Galoiskonjugierten ebenfalls im Bewertungsring OE

und folglich auch die Koeffizienten ap0q, . . . , apd�1q. Da sie Elemente in K5 sind, liegen sie in OK5 . Sei
apjq � pa

pjq
n qn¥0 P OK5 � limÐÝy ÞÑyp

OK{pOK und mn :� Xd � a
pd�1q
n Xd�1 � . . .� a

p0q
n P OK{pOKrXs.

Sei ferner Bn :� tz P OK{pOK : mnpzq � 0u. Da nach Definition pa
pjq
n�1q

p � pa
pjq
n q für alle j P

t0, . . . , d� 1u gilt, ist Bpn�1 :� tbpn�1 : bn�1 P Bn�1u � Bn für alle n P N. Dadurch ist

B :� lim
ÐÝ
y ÞÑyp

Bn � tpbnqn¥0 : bn P Bn und bpn�1 � bn für alle n P Nu � OK5 ,

wobei ppBnqnPN, pfijqi¤jPNq mit fmn : Bm Ñ Bn, bm ÞÑ bp
m�n

m � bn offensichtlich ein projektives
System ist. B ist die Menge der Nullstellen von m. Wenn nun gezeigt werden kann, dass B nicht leer
ist, so muss aufgrund der Irreduzibilität des Minimalpolynoms m dieses vom Grad 1 sein und folglich
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

ist x P OK5 . Damit wäre K5 algebraisch abgeschlossen, da keine echte algebraische Erweiterung
existiert.
Sei für n P N das Polynom m̃npXq � Xd�pα

pd�1q
n qXd�1� . . .�pα

p0q
n q P OKrXs mit αpjqn �pOK � a

pjq
n

und definiere Cn :� tz P K : m̃npzq � 0u. Diese Menge ist endlich. Da K algebraisch abgeschlossen
ist, zerfällt m̃n in Linearfaktoren. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese in OKrXs liegen, also

Cn � OK . (8)

Sei im Folgenden || � || die Gauß-Norm aus Kapitel 1. Da m̃n ein normiertes Polynom in OKrXs ist,
ist ||m̃n|| � 1 und da ||X � β|| ¥ 1 für alle β P K ist, gilt

1 � ||m̃n|| � |
¹
j

pX � βjq||
1.4.2
�
¹
j

||pX � βjq||

und somit ||X � βj || ¤ 1 für alle βj . Damit gilt (8).
Sei An :� tαp

d�1
� pOK : α P Cn�d�1u � OK{pOK . Dann ist An � Bn für alle n P N. Denn sei α

Nullstelle des Polynoms m̃n�d�1. Es gilt

mnpα
pd�1

� pOKq � pαp
d�1
qd � pα

pd�1q
n qpαp

d�1
qd�1 � . . .� pα

p0q
n q � pOK

� pαp
d�1
qd � pα

pd�1q
n�d�1q

pd�1
pαp

d�1
qd�1 � . . .� pα

p0q
n�d�1q

pd�1
� pOK

� pαdqp
d�1

� pα
pd�1q
n�d�1α

d�1qp
d�1

� . . .� pα
p0q
n�d�1q

pd�1
� pOK

� pαd � α
pd�1q
n�d�1α

d�1 � . . .� α
p0q
n�d�1q

pd�1
� pOK

� pm̃n�d�1pαqq
pd�1

� pOK � 0.

Damit ist An eine endliche nicht-leere Teilmenge von Bn. Darüberhinaus ist

Apn�1 � An. (9)

Sei dazu αpd�1
� pOK P An�1 mit α P Cn�d. Dann ist

m̃n�d�1pα
pq � pOK � mn�d�1pα

p �OKq

� pαpqd � α
pd�1q
n�d�1pα

pqd�1 � . . .� α
p0q
n�d�1 � pOK

� pαdqp � pα
pd�1q
n�d qppαd�1qp � . . .� pα

p0q
n�dq

p � pOK

� pαd � α
pd�1q
n�d αd�1 � . . .� α

p0q
n�dq

p � pOK

� pm̃n�dpαqq
p � pOK � 0.

Das Element m̃n�d�1pα
pq liegt also in pOK . Sei m̃n�d�1pXq �

±
βPCn�d�1

pX � βqtβ mit geeigneten
positiven ganzen Zahlen tβ . Dann ist

°
βPCn�d�1

tβ � d und
±
βPCn�d�1

pαp � βqtβ P pOK . Sei β̃ P
Cn�d�1 mit |αp � β̃| ¤ |αp � β| für alle β P Cn�d�1. Dann ist

|αp � β̃|d ¤
¹

βPCn�d�1

|αp � β|tβ ¤ |p|,

und somit gilt |αp � β̃| ¤ |p|
1
d , also ist αp � β̃ P ζOK , wobei ζ eine Nullstelle von Xd � p ist. Das

Polynom Xd � p zerfällt in KrXs, da K algebraisch abgeschlossen ist. Darüberhinaus liegt ζ in OK ,
da p in OK liegt. Mit dem Ring OK und dem Ideal ζOK folgt mit 1.1.2 αpd � β̃pd�1

P pOK und somit
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

ist
pαp

d�1
� pOKq

p � αp
d

� pOK � β̃p
d�1

� pOK P An,

da β̃ P Cn�d�1. Damit gilt (9).
Sei A1n :�

�
m¥0A

pm

n�m. Da An � Apn�1 � Ap
2

n�2.. eine Kette endlicher nicht-leerer Mengen ist, so
ist auch A1n eine endliche nicht-leere Menge. Es gibt eine natürliche Zahl jpnq mit An � Ap

m

n�m für
alle m ¥ jpnq. Da für alle m ¥ 0 die Inklusion Ap

m�1

n�1�m � Ap
n

n gilt, ist pA1n�1q
p � A1n. Es gilt sogar

Gleichheit, denn für m ¥ maxtjpnq, jpn� 1qu gilt A1n � Ap
m

n�m � Ap
m�1

n�m�1 � pAp
m

n�m�1q
p � pA1n�1q

p.
Insgesamt gelten die Inklusionen

A1 :� lim
ÐÝ
y ÞÑyp

A1n � lim
ÐÝ
y ÞÑyp

An � lim
ÐÝ
y ÞÑyp

Bn � B,

bzgl. der projektiven Systeme ppAnqnPN, pfijqi¤jPNq und ppA1nqnPN, pfijqi¤jPNq mit fmn wie bei B. Es
genügt also zu zeigen, dass A1 eine nicht leere Menge ist. Da die Abbildungen fmn wegen A1n �

pA1mq
pm�n surjektiv ist, lässt sich ein Element in A1 konstruieren. Für xn P A1n wird xn�1 P A

1
n�1

gewählt mit xpn�1 � xn. Damit liegt pxnqn¥0 in A1 und somit in B.

Sei nun K5 algebraisch abgeschlossen. Angenommen es gibt eine endliche Körpererweiterung E|K
mit rE : Ks � d ¥ 2. Gilt charpKq � p ¡ 0, so ist K � K5, und es ist nichts zu zeigen. Wir nehmen
daher ohne Einschränkung charpKq � 0 an. Damit ist E|K eine separable Körpererweiterung und
somit gibt es ein y P E mit E � Kpyq. Durch Multiplikation mit einem geeigneten Element aus
Kzt0u kann man y P OE wählen. Wie oben sei o.B.d.A. E|K eine Galoiserweiterung. Dann liegt das
Minimalpolynom mpXq von y in OKrXs. Im Folgenden wird ein Element konstruiert, das sowohl in
OK liegt, als auch eine Nullstelle von m ist. Das wird der Irreduzibilität von m widersprechen.
Nach 2.3 ii) gibt es ein p5 P OK5 mit |p5|5 � |p| � p�1. Wegen OK5{p5OK5 � OK{pOK in 2.3 iv)
gibt es ein normiertes Polynom fpXq P OK5rXs, sodass das Bild von fpxq � p5OK5 unter dem durch
OK5{p5OK5 � OK{pOK induzierten Ringhomomorphismus zwischen den entsprechenden Polynom-
ringen das Polynom mpXq�pOK ist. Da K5 algebraisch abgeschlossen ist, zerfällt das Polynom fpXq

in Linearfaktoren, es gibt also b1, . . . , bd P K5 mit fpXq �
±d
i�1pX � biq. Unter den Nullstellen gibt

es ein bi0 P OK5 , denn aus der Annahme, dass alle Nullstellen nicht in OK5 liegen, folgt aus Abso-
lutbetragseigenschaften, dass fp0q � �

±d
i�0 bi R OK5 ist. Dies widerspricht aber fpXq P OK5rXs.

Sei y1 :� b#i0 P OK . Da mpXq in Krxs irreduzibel ist, ist mpy1q � 0. Das Bild unter dem obigen
Ringhomomorphismus von bi0 � p5OK5 ist b#i0 � pOK � y1 � pOK . Da fpbi0q � p5OK5 � 0 ist, ist
sein Bild mpy1q � pOK ebenfalls 0 und somit ist mpy1q P pOK . Damit gilt wegen mpy1q � 0 die
Ungleichung 0   |mpy1q| ¤ |p|. Wegen |K| � |K5|5 gibt es ein a1 P K5 mit |a1|5 � |mpy1q|. Da
K5 algebraisch abgeschlossen ist, zerfällt das Polynom Xd � a1 in Linearfaktoren und somit gibt
es ein b1 P K

5 mit bd1 � a1. Wegen |K5|5 � |K| gibt es ein c1 P K mit |c1| � |b1|5 und somit ist
|c1|

d � |mpy1q| � 0. Insbesondere ist c1 � 0. Sei m1 :� c�d1 mpc1X � y1q. Dieses Polynom ist of-
fensichtlich normiert und vom Grad d und ist irreduzibel, denn angenommen es gibt ein Polynom
fpXq, dessen Grad größer ist als 0 und mpc1X � y1q teilt. Dann teilt fpc�1

1 pX � y1qq das Polynom
mpc�1

1 pc1X � y1 � y1qq � mpXq, was aber der Irreduzibilität von mpXq widerspricht. Darüberhinaus
gilt |m1p0q| � |c1|

�d|mpy1q| � 1. Damit ist m1p0q eine Einheit in OK . Seien λ1, . . . , λd die Null-
stellen von m1pXq in K und K 1 :� Kpλ1, . . . , λdq. Da m1 irreduzibel ist, gibt es σi P GalpK 1|Kq

mit σipλiq � λ1. Elemente der Galoisgruppe sind nach 1.4.12 Isometrien und somit haben alle
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2 Tilting eines perfektoiden Körpers

Nullstellen den gleichen Absolutbetrag. Es gilt 1 � |mp0q| �
±j
i�0 |λi| und somit haben alle Null-

stellen Absolutbetrag 1. Das Polynom m1pXq liegt in OKrXs. Induktiv fortschreitend konstruiert
manpynqn¥1, pcnqn¥1 in OK und eine Folge pmnqn¥0 normierter, irreduzibler Polynome mn P OKrXs

vom Grad d mit m0pXq � mpXq, 0   |cn|
d � |mn�1pynq| ¤ |p| und mnpXq � c�dn mn�1pcnX�ynq für

alle n ¥ 1. Es gilt z :�
°8
n�1p

±n�1
i�0 ciqyn P OK , denn die Folge p

°s
n�1p

±n�1
i�0 ciqynqs¥1 konvergiert

in OK , da OK vollständig ist und sie offensichtlich eine Cauchyfolge ist, da |c1..cn| ¤ |p|
n
d und yn in

OK liegt. Es wird gezeigt, dass z eine Nullstelle von mpXq ist. Dabei wird die Gleichheit

mpc1..cnX � c1..cn�1yn � . . .� c1y2 � y1q � cd1..c
d
nmnpXq (10)

hilfreich sein, welche per Induktion gezeigt wird. Für n � 1 ist mpc1X � y1q � cd1c
�d
1 mpc1X � y1q �

cd1m1pXq. Es gilt

cd1..c
d
nmnpXq � cd1..c

d
nc

�d
n mn�1pcnX � ynq

� cd1..c
d
n�1mn�1pcnX � ynq

IV
� mpc1..cn�1pcnX � ynq � c1..cn�2yn�1 � . . .� c1y2 � y1q

� mpc1..cnX � c1..cn�1yn � . . .� c1y2 � y1q.

Mit (10) folgt nun

|mpc1..cnyn�1 � c1..cn�1yn � . . .� c1y2 � y1q| � |cd1..c
d
nmnpyn�1q| ¤ |p|n�1.

Wegen der Stetigkeit von OK Ñ OK , x ÞÑ mpxq gilt

mpzq � lim
nÑ8

mpc1..cnyn�1 � . . .� c1y2 � y1q � 0.
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3 Ring der Wittvektoren
Im vorherigen Kapitel wurde aus einem perfektoiden Körper ein perfektoider Körper der Charakteris-
tik p konstruiert. Das nächste Ziel ist die Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Charakteristik
0 aus einem perfektoiden Körper der Charakteristik p. Dafür wird im folgenden Kapitel der soge-
nannte Ring der Wittvektoren eingeführt, der bei dieser Konstruktion eine große Rolle spielt.
Auch hier bildete die Vorlesung „p-adic Galois representations “ von Herrn Prof. Dr. Kohlhaase die
Grundlage.

Das Polynom ΦnpX0, . . . , Xnq :�
°n
i�0 p

iXpn�i

i P ZrX0, X1, . . .s heißt das n�te Wittpolynom.

Bemerkung 3.1
Es gelten Φ0pX0q � X0 und

Φn�1pX0, . . . , Xn�1q � ΦnpXp
0 , . . . , X

p
nq � pn�1Xn�1 � X0p

n�1 � pΦnpX1, . . . , Xn�1q.

Lemma 3.2
Sei A ein kommutativer Ring, m,n P N und a0, . . . , an, b0, . . . , bn P A. Dann gelten:

i) Für alle i P t0, . . . , nu mit ai � bi mod pmA ist Φipa0, . . . , aiq � Φipb0, . . . , biq mod pm�iA.

ii) Die Umkehrung von i) gilt, falls p � 1 kein Nullteiler in A ist, d.h. AÑ A, a ÞÑ pa ist injektiv.

Beweis: i) Dies wird induktiv über n gezeigt. Sei n � 0 und a0 � b0 mod pmA. Dann ist Φ0pa0q �

a0 � b0 � Φ0pb0q mod pmA.
Gelte nun die Aussage für n und für alle i P t0, . . . , n � 1u sei ai � bi mod pmA. Dann gilt nach
Induktionsvoraussetzung

Φnpap0, . . . , apnq � Φnpbp0, . . . , bpnq mod pm�n�1A,

da nach 1.1.2 die Kongruenz api � bpi mod pm�1A gilt. Insgesamt ergibt sich also mit 3.1

Φn�1pa0, . . . , an�1q � Φnpap0, . . . , apnq � pn�1an�1 � Φnpbp0, . . . , bpnq � pn�1bn�1

� Φn�1pb0, . . . , bn�1q mod pm�n�1A,

da pn�1an�1 � pn�1bn�1 mod pm�n�1A.
ii) Auch hier wird die Behauptung induktiv über n gezeigt. Sei n � 0 und Φ0pa0q � Φ0pb0q mod pmA.
Dann ist offensichtlich a0 � b0 mod pmA. Gelte nun die Aussage für und sei p � 1 kein Nullteiler. Da
nach Induktionsvoraussetzung für alle i P t0, . . . , nu die Kongruenz ai � bi mod pmA gilt, folgt mit
(1.1.2) für alle i P t0, . . . , nu, dass api � bpi mod pm�1A. Mit i) folgt

Φnpap0, . . . , apnq � Φnpbp0, . . . , bpnq mod pm�1�nA. (11)

Nach Voraussetzung gilt Φn�1pa0, . . . , an�1q � Φn�1pb0, . . . , bn�1q mod pm�n�1A und somit ist we-
gen 3.1

Φnpap0, . . . , apnq � pn�1an�1 � Φnpbp0, . . . , bpnq � pn�1bn�1 P p
m�n�1A.
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Insgesamt ergibt sich mit (11), dass pn�1pan�1 � bn�1q P p
m�n�1 ist. Da p � 1 kein Nullteiler ist, ist

an�1 � bn�1 P p
mA, also an�1 � bn�1 mod pmA.

Sei A ein kommutativer Ring. Dann ist AN :�
±
nPN � tpa0, a1, . . .q : ai P Au bzgl. der komponen-

tenweise Addition und Multiplikation ein Ring. Ferner werden folgende Abbildungen definiert:

fA : AN Ñ AN , pa0, a1, a2, . . .q ÞÑ pa1, a2, . . .q

vA : AN Ñ AN , pa0, a1, a2, . . .q ÞÑ p0, pa0, pa1, . . .q

Φn : AN Ñ A , pa0, a1, a2, . . .q ÞÑ Φnpa0, . . . , anq

ΦA : AN Ñ AN , pa0, a1, a2, . . .q ÞÑ pΦnpa0, . . . , anqqn¥0

Lemma 3.3
Sei A ein kommutativer Ring.

i) Ist p � 1 kein Nullteiler, so ist ΦA injektiv.

ii) ΦA ist bijektiv, wenn p � 1 P A�.

Beweis: i) Induktiv wird gezeigt, dass aus pΦnpa0, . . . , anqqn¥0 � pΦnpb0, . . . , bnqqn¥0 die Gleichheit
ai � bi für alle i ¥ 0 folgt. Für n � 0 gilt Φ0pa0q � Φ0pb0q und somit a0 � b0. Gelte nun ai � bi für
alle i   n. Nach 3.1 ist

Φnpa0, . . . , anq � Φn�1pa
p
0, . . . , a

p
n�1q � pnan und

Φnpb0, . . . , bnq � Φn�1pb
p
0, . . . , b

p
n�1q � pnbn

Nach Induktionsvoraussetzung ist Φn�1pa
p
0, . . . , a

p
n�1q � Φn�1pb

p
0, . . . , b

p
n�1q und somit pnan � pnbn.

Es gilt an � bn, da p � 1 kein Nullteiler ist.
ii) Sei nun darüberhinaus p � 1 invertierbar und u � punqn¥0 P A

N. Definiere induktiv

a0 � u0

an � pun � Φn�1pa
p
0, . . . , a

p
n�1qqp

�n, n ¥ 1

Dann ist ΦAppanqn¥0q � u, da

Φnpa0, . . . , anq � Φn�1pa
p
0, . . . , a

p
n�1q � pnan

� Φn�1pa
p
0, . . . , a

p
n�1q � pnpun � Φn�1pa

p
0, . . . , a

p
n�1qp

�n

� un .

Proposition 3.4
Seien A ein kommutativer Ring und B � A ein Unterring von A, ΦAppanqn¥0q � punqn¥0 und sei
die Abbildung A{B Ñ A{B, a1�B ÞÑ pa1�B injektiv. Für m ¥ 0 sind dann u0, . . . , um P B, genau
dann, wenn a0, . . . , am P B.

Beweis: Eine Implikation wird induktiv über m bewiesen. Für m � 0 ist a0 � u0 und die Behaup-
tung ist klar.
Gelte nun u0, . . . , um P B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann a0, . . . , am�1 P B. Ferner ist
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amp
m � um � Φm�1pa

p
0, . . . , a

p
m�1q P B und da a�B ÞÑ pa�B injektiv ist, folgt am P B.

Seien nun a0, . . . , am P B. Es folgt un � Φnpa0, . . . , anq P B für alle n P t0, . . . ,mu, da Φn ein
ganzzahliges Polynom ist.

Proposition 3.5
Sei ϕ : AÑ A ein Ringendomorphismus mit ϕpaq � ap mod pA für alle a P A.

i) Seien a0, . . . , an�1 P A, ui � Φipa0, . . . , aiq für alle i P t0, . . . , n�1u und un P A. Dann existiert
genau dann ein an P A mit un � Φnpa0, . . . , anq, wenn ϕpun�1q � un mod pnA ist.

ii) A1 :� ΦApANq ist ein Unterring von AN, welcher sowohl fA, als auch vA invariant ist. Insbe-
sondere gilt A1 � tpunqn¥0 P A

N : ϕpunq � un�1 mod pn�1A für alle n ¥ 0u.

Beweis: i) Es gilt

ϕpun�1q � ϕpΦn�1pa0, . . . , an�1qq � Φn�1pϕpa0q, . . . , ϕpan�1qq
3.2
�
i)

Φn�1pa
p
0, . . . , a

p
n�1q mod pnA.

Die Gleichung
un � Φnpa0, . . . , anq � Φn�1pa

p
o, . . . , a

p
n�1q � anp

n

ist äquivalent zur Kongruenz un � ϕpun�1q mod pnA.
ii) Seien a :� panqn¥0 P A

N, b :� pbnqn¥0 P A
1 mit ΦApaq � b. Damit ist bn � Φnpa0, . . . , anq für alle

n ¥ 0. Wegen i) ist dies äquivalent zu ϕpbn�1q � bn mod pnA. Demnach folgt die die Gleichheit

A1 � tpunqn¥0 P A
N : ϕpunq � un�1 mod pn�1A für alle n ¥ 0u.

A1 ist offensichtlich multiplikativ und additiv abgeschlossen und ist somit ein Unterring von AN.
Seien a P A1 und b :� fApaq. Dann gilt für alle n P N, dass ϕpanq � an�1 mod pn�1A ist. Dies
impliziert

ϕpbnq � ϕppfApaqqnq � ϕpan�1q � an�2

� bn�1 mod pn�2A.

Damit ist ϕpbnq � bn�1 mod pn�1A und somit ist b P A1.
Seien a P A1 und b :� vApaq � p0, pa0, pa1, . . .q. Dann gilt wieder für alle n ¥ 1, dass ϕpanq � an�1

mod pn�1A ist. Es folgt

ϕpbnq � bn�1 � ϕppvApaqqnq � pvApaqqn�1 � ϕppan�1q � pan

� pϕpan�1q � anq P pp
nA � pn�1A.

Mit der gewöhnlichen Ringstruktur auf AN ist ΦA kein Ringhomomorphismus, denn für A � Z ist
ΦApp1, 1, . . .qq � ΦApp1, 0, . . .qq � p2, 2� p, . . .q � p2, 2p � p, . . .q � ΦApp2, 1, . . .qq. Im Folgenden wird
eine Ringstruktur auf AN konstruiert, sodass ΦA : pAN, neuq Ñ pAN, altq ein Ringhomomorphismus
ist.
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3 Ring der Wittvektoren

Proposition 3.6
Sei A � ZrX0, X1, . . . , Y0, Y1, . . .s und X :� pX0, X1, . . .q, Y :� pY0, Y1, . . .q P A

N.

i) Dann gibt es eindeutige Elemente S � pSnqn¥0, P � pPnqn¥0, I � pInqn¥0, F � pFnqn¥0 P A
N,

sodass gilt
ΦApSq � ΦApXq � ΦApY q,
ΦApP q � ΦApXq � ΦApY q,
ΦApIq � �ΦApXq,
ΦApF q � fApΦApXqq.

ii) Es gilt Sn, Pn P ZrX0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yns, In P ZrX0, . . . , Xns und
Fn P ZrX0, . . . , Xn�1s.

iii) Für alle n ¥ 0 ist Fn � Xp
n mod pA.

iv) Es gelten
P0pX0, Y0q � X0Y0,

P1pX0, X1, Y0, Y1q � Xp
0Y1 �X1Y

p
0 � pX1Y1,

S0pX0, Y0q � X0 � Y0,

S1pX0, X1, Y0, Y1q � X1 � Y1 �
1
p pX

p
0 � Y p0 � pX0 � Y0q

pq.

Beweis: i) Nach 3.5 ii) ist ΦApANq ein Unterring von AN, und somit sind ΦApXq�ΦApY q, ΦApXq �
ΦApY q und �ΦApXq Elemente in ΦApANq. Außerdem ist fApΦApXqq ein Element in ΦApANq. Damit
existieren S, P, I und F P AN. Da p in A kein Nullteiler ist, ist wegen 3.3 ΦA injektiv und somit sind
S, P, I und F eindeutig bestimmt.
ii) Es gelten

uSn :� ΦnpS0, . . . , Snq � ΦnpX0, . . . , Xnq � ΦnpY0, . . . , Ynq P ZrX0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yns

uPn :� ΦnpP0, . . . , Pnq � ΦnpX0, . . . , Xnq � ΦnpY0, . . . , Ynq P ZrX0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yns

uIn :� ΦnpI0, . . . , Inq � �ΦnpX0, . . . , Xnq P ZrX0, . . . , Xns

uFn :� ΦnpF0, . . . , Fnq � pfApΦApX0, X1, . . .qqn

� Φn�1pX0, . . . , Xn�1q P ZrX0, . . . , Xn�1s

Da die Abbildung A{B Ñ A{B, a � B ÞÑ ap � B mit B � ZrX0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yns injektiv ist,
folgt mit 3.4, dass Sn, Pn P ZrX0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yns, In P ZrX0, . . . , Xns und Fn P ZrX0, . . . , Xn�1s

sind.
iii) Da ΦnpF0, . . . , Fnq � Φn�1pX0, . . . , Xn�1q � ΦnpXp

0 , . . . , X
p
nq�p

n�1Xn�1 ist, gilt ΦnpF0, . . . , Fnq �

ΦnpXp
0 , . . . , X

p
nq mod pn�1A. Wegen 3.2 folgt, dass Fn � Xp

n mod pA ist.
iv) Es gilt P0pX0, Y0q � X0Y0, denn

Φ0pP0pX0, Y0qq � Φ0ppX0qqΦ0ppY0qq

ô P0pX0, Y0q � X0Y0.

Ebenso ist
Φ0pS0pX0, Y0q � Φ0pX0q � Φ0pY0q

ô SpX0, Y0q � X0 � Y0.
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3 Ring der Wittvektoren

Für das zweite Folgenglied des Produkts gilt

Φ1pP1pX0, X1, Y0, Y1qq � Φ1ppX0, X1qqΦ1pY0, Y1q

ô P0pX0, Y0q
p � pP1pX0X1Y0, Y1q � pXp

0 � pX1qpY
p
0 � pY1q

ô pP1pX0, X1, Y0, Y1q � �Xp
0Y

p
0 �Xp

0Y
p
0 � pXp

0Y1 � pX1Y
p
0 � p2X1Y1

ô P1pX0, X1, Y0, Y1q � Xp
0Y1 �X1Y

p
0 � pX1Y1.

Die Berechnung für S1pX0, X1, Y0, Y1q verläuft ähnlich.

Lemma 3.7

i) Für alle n P N ist SnpX0, X
p
1 , . . . , X

pn

n , Y0, Y
p
1 .., Y

pn

n q P ZrX,Y s homogen vom Grad pn.

ii) Für alle n P N ist PnpX0, X
p
1 , . . . , X

pn

n , Y0, Y
p
1 .., Y

pn

n q P ZrX,Y s eine Summe von Monomen
XmY m

1

� Xm0
0 ..Xmn

n Y
m1

0
0 ..Y

m1
n

n mit m0 � . . .�mn � pn � m1
0 � . . .�m1

n,
d.h. PnpX0, X

p
1 , . . . , X

pn

n , Y0, . . . , Y
pn

n q ist homogen vom Grad pn, sowohl als Polynom in X, als
auch als Polynom in Y .

Beweis: i) Das Polynom S0pX0, Y0q � X0 � Y0 ist homogen und vom Grad p0 � 1.
Aufgrund der Definition der Addition und einer Eigenschaft von Φn gilt

pnSnpX0, X
p
1 , . . . , X

pn

n , Y0, . . . , Y
pn

n q

� Φn�1pS0pX0, Y0q
p, . . . , Sn�1pX0, . . . , X

pn�1

n�1 , Y0, . . . , Y
pn�1

n qpq

� ΦnpX0, . . . , X
pn

n q � ΦnpY0, . . . , Y
pn

n q.

Die Summe ΦnpX0, . . . , X
pn

n q �
°n
i�0 p

ipXpi

i q
pn�i �

°n
i�0 p

iXpn

i ist homogen vom Grad pn. Dies gilt
analog für ΦnpY0, . . . , Y

pn

n q.
Nach Induktionsvoraussetzung ist Si :� SipX0, . . . , X

pi

i , Y0, . . . , Y
pi

i q homogen und degpSiq � pi für
alle i ¤ n�1. Nun ist Φn�1pS0, . . . , S

p
n�1q �

°n�1
i�0 p

ipSpi q
pn�1�i

�
°n�1
i�0 p

iSp
n�i

i . Da degpSp
n�i

i q � pn

und Sp
n�i

i homogen ist, ist Φn�1pS
p
0 , . . . , S

p
n�1q homogen vom Grad pn und somit ist

pnSnpX0, . . . , X
pn

n , Y0, . . . , Y
pn

n q vom Grad pn, da das Monom pnXpn

n ein Summand der Summe
ΦnpX0, . . . , X

pn

n q ist, aber kein Summand der Summe
Φn�1pS

p
0 , . . . , S

p
n�1q P ZrX0, . . . , Xn�1, Y0, . . . , Yn�1s. Darüberhinaus ist es homogen, da Summen ho-

mogener Polynome gleichen Grades homogen sind.
ii) Aufgrund der Definition von Pn und einer Eigenschaft von Φn gilt

pnPnpX0, X
p
1 , . . . , X

pn

n , Y0, . . . , Y
pn

n q

� Φn�1pP0pX0, Y0q
p, . . . , Pn�1pX0, . . . , X

pn�1

n�1 , Y0, . . . , Y
pn�1

n qpq

� ΦnpX0, . . . , X
pn

n q � ΦnpY0, . . . , Y
pn

n q.

Wie in i) sind auch hier die Summen ΦnpX0, . . . , X
pn

n q und ΦnpY0, . . . , Y
pn

n q homogen vom Grad pn.
Das Produkt dieser Summen ist eine Summe von Monomen mit αijXpn

i Y p
n

j mit i, j ¤ n und αij P Z.
Nach Induktionsvoraussetzung ist Pi :� PipX0, . . . , X

pi

i , Y0, . . . , Y
pi

i q eine Summe von Monomen
Xm0

0 ..Xmi
i Y

m1
0

0 ..Y
m1
i

i mit m0 � . . .�mi � pn � m1
0 � . . .�m1

i für alle i   n.
Damit ist ΦnpP0, . . . , P

p
n�1q �

°n�1
i�0 p

iP p
n�i

i eine Summe von Monomen mit degpP p
n�i

i q � pi�n�i �

pn sowohl in X0, . . . , Xn�1, als auch in Y0, . . . , Yn�1. Damit folgt die Behauptung.
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3 Ring der Wittvektoren

Sei B ein kommutativer Ring mit 1. Im Folgenden wird gezeigt, dass die Abbildungen

`B : BN �BN Ñ BN

ppanqn¥0, pbnqn¥0q ÞÑ pSnpa0, . . . , an, b0, . . . , bnqqn¥0

dB : BN �BN Ñ BN

ppanqn¥0, pbnqn¥0q ÞÑ pPnpa0, . . . , an, b0, . . . , bnqqn¥0

Ringoperationen auf BN definieren. BN mit diesen Verknüpfungen wird mit W pBq bezeichnet.

Theorem 3.8
Sei B ein kommutativer Ring mit 1.

i) pW pBq,`B ,dBq ist ein kommutativer Ring mit dem Nullelement 0W pBq :� p0, 0, . . .q und dem
Einselement 1W pBq :� p1, 0, 0..q. Das inverse Element zu pbnqn¥0 ist pInpb0, . . . , bnqqn¥0.

ii) Die Abbildung ΦB : W pBq Ñ BN ist ein Ringhomomorphismus, insbesondere auch die Abbildung
Φm : W pBq Ñ B, pbnqn¥0 ÞÑ Φmpb0, . . . , bmq mit m ¥ 0.

iii) Ist ρ : B1 Ñ B2 ein Ringhomomorphismus kommutativer Ringe, dann gilt dies auch für die
Abbildung
W pρq : W pB1q ÑW pB2q, pbnqn¥0 ÞÑ pρpbnqqn¥0.

Beweis: i) Zunächst überprüft man, ob W pρq für einen Ringhomorphismus ρ : B1 Ñ B2 bzgl
beider Abbildungen additiv bzw. multiplikativ ist. Sei dazu f P ZrX0, . . . , Xms und b0, . . . , bm P B1.
Dann gilt aufgrund der Homomorphieigenschaft von ρ, dass ρpfpb0, . . . , bmqq � fpρpb0q, . . . , ρpbmqq

ist. Damit ist also

W pρqppanqn¥0 ` pbnqn¥0qq � W pρqppSnpa0, . . . , an, b0, . . . , bnqn¥0q

� pSnpρpa0q, . . . , ρpanq, ρpb0q, . . . , ρpbnqqn¥0

� W pρqpanqn¥0 `W pρqpbnqn¥0.

(12)

Bezüglich d gilt dies analog.
Darüberhinaus ist W pρqp1W pB1qq � pρp1B1q, ρp0B1q, . . .q � p1B1 , 0B1 , . . .q. Nach Definition von `B
und dB gelten

ΦBppanqn¥0 `B pbnqn¥0q � ΦBppanqn¥0q � ΦBppbnqn¥0qq

ΦBppanqn¥0 dB pbnqn¥0q � ΦBppanqn¥0q � ΦBppbnqn¥0qq.
(13)

Sei B1 :� ZrpXbqbPBs. Da B1 ein freier Z�Modul ist, d.h. B1 ist torsionsfrei, ist p kein Nullteiler und
somit ist die Abbildung ΦB1 : W pB1q Ñ BN

1 nach 3.3 i) injektiv. Damit ist

panqn¥0 dB1 ppbnqn¥0 `B1 pcnqn¥0q � ppanqn¥0 dB1 pbnqn¥0q `B1 ppanqn¥0 dB1 pcnqn¥0q,

da wegen (13) und der Ringaxiome in BN
1 gilt:

ΦB1ppanqn¥0 dB1 ppbnqn¥0 `B1 pcnqn¥0qq

� ΦB1ppanqn¥0 dB1 pbnqn¥0 `B1 panqn¥0 dB1 pcnqn¥0q.

Außerdem gelten offensichtlich wegen der Injektivität von ΦB1 , dass panqn¥0`B1 p0B1qn¥0 � panqn¥0

und panqn¥0 dB1 p1B1qn¥0 � panqn¥0 sind, wobei zu beachten ist, dass nach Definition von ΦA stets
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3 Ring der Wittvektoren

ΦApp0qn¥0q � p0qn¥0 und ΦApp1, 0, 0, . . .qq � p1, 1, 1, . . .q gilt. Ebenso veerbt sich die Assoziativität
auf W pB1q.
Das inverse Element der Addition für ein pbnqn¥0 ist pInpb0, . . . , bnqqn¥0, da

ΦB1ppbnqn¥0 `B1 pInpb0, . . . , bnqqn¥0q � ΦB1ppbnqn¥0q � pΦB1pInpb0, . . . , bnqqn¥0q

� ΦB1ppbnqn¥0q � ΦB1ppbnqn¥0q � p0B1qn¥0

� ΦB1pp0B1qn¥0q.

Damit ist pW pB1q,`B1 ,dB1q ein kommutativer Ring mit 1.
Da ρ : B1 � ZrpXbqbPBs Ñ B, Xb ÞÑ b ein surjektiver Ringhomorphismus ist, ist auchW pρq surjektiv.
Wegen (12) und W pρqp1W pB1qq � 1W pBq, ist pW pBq,`B ,dBq ein kommutativer Ring mit 1.
ii) Wegen (13) und Φnp1, 0, . . . , 0q � 1pn �

°n
i�1 p

i0pn�i für alle n ¥ 0 folgt die Behauptung.
iii) Dies gilt wegen (12).

Definition 3.9
Der Ring pW pBq,`B ,dBq heißt Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in B.
Die Subtraktion wird mit
aB : W pBq �W pBq ÑW pBq, ppanqn¥0, pbnqn¥0q ÞÑ panqn¥0 ` pInpb0, . . . , bnqqn¥0 bezeichnet.
Falls keine Verwechselung möglich ist, wird `B ,dB ,aB mit `,d,a bezeichnet. Ist b � pb0, b1, . . .q P

W pBq, dann heißt Φnpb0, . . . , bnq die n�te Phantomkomponente von b.
Die Abbildung FB : W pBq ÑW pBq, pbnqn¥0 ÞÑ pFnpb0, . . . , bnqqn¥0 heißt Frobenius.
Die Abbildung VB : W pBq ÑW pBq, pbnqn¥0 ÞÑ p0, b0, b1, . . .q heißt Verschiebung.

Lemma 3.10
Seien B1, B2 kommutative Ringe mit Eins und sei ρ : B1 Ñ B2 ein Ringhomomorphismus. Dann
kommutieren die folgenden Diagramme

W pBq
ΦB //

FB

��

BN

fB

��

W pBq
ΦB //

VB

��

BN

vB

��
W pBq

ΦB
// BN W pBq

ΦB
// BN

W pB1q
FB1 //

W pρq

��

W pB1q

W pρq

��

W pB1q
VB1 //

W pρq

��

W pB1q

W pρq

��
W pB2q

FB2

// W pB2q W pB2q
VB2

// W pB2q.

Beweis: Das erste Diagramm kommutiert aufgrund der Konstruktion der Polynome Fn.
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3 Ring der Wittvektoren

Sei panqn¥0 PW pBq. Dann ist

vB � ΦBppanqn¥0q � vBppΦnpa0, . . . , anqqn¥0q

�

�
�
$&
%pΦn�1pa0, . . . , an�1q, n ¡ 0

0, n � 0

�

n¥0

�

�
�
$&
%pΦn�1pa0, . . . , an�1q � 0pn, n ¡ 0

0, n � 0

�

n¥0

3.1
� pΦnp0, a0, a1, . . .qqn¥0

� ΦBpp0, a0, a1, . . .qq � ΦB � V ppanqn¥0q.

Damit ist das zweite Diagramm kommutativ.
Für die Kommutativität des darauffolgenden Diagramms sei panqn¥0 P W pB1q. Dann gilt wegen der
Ganzzahligkeit der Polynome Fn in 3.6, dass

W pρq � FB1ppanqn¥0 � W pρqppFnpa0, . . . , anqqn¥0q � pFnpρpa0q, . . . , ρpanqqqn¥0

� FB2 �W pρqppanqn¥0q.

Nun wird gezeigt, dass das letzte Diagramm kommutiert. Sei dazu panqn¥0 PW pB1q. Dann ist

W pρq � VB1ppanqn¥0q � W pρqp0, a0, a1, . . .q � pρp0q, ρpa0q, ρpa1q, . . .q

� VB2 �W pρqppanqn¥0q.

Proposition 3.11
Sei B ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gelten:

i) FB ist ein Ringendomorphismus von W pBq.

ii) VB ist bzgl. der Addition in W pBq ein Gruppenhomomorphismus.

iii) Für alle b PW pBq gilt pFB � VBqpbq � pb :�
Àn

i�1 b.

iv) Für alle a, b PW pBq ist VBpad FBpbqq � VBpaq d b.

v) Für alle b PW pBq gilt FBpbq � bp :�
Äp

i�1 b mod pW pBq.

Beweis: i) Sei wieder B1 � ZrpXbqbPBs und ρ : B1 Ñ B, Xb ÞÑ b. Dann ist ΦB1 : W pB1q Ñ BN
1

injektiv. Außerdem gilt wegen der Homomorphieeigenschaft von ΦB1 : W pB1q Ñ BN
1 und fB1 : BN

1 Ñ

BN
1 , dass

ΦB1 � FB1px` yq
3.10
� fB1 � ΦB1px` yq � fB1 � ΦB1pxq � fB1 � ΦB1pyq

3.10
� ΦB1 � FB1pxq � ΦB1 � FB1pyq � ΦB1pFB1pxq ` FB1pyqq

ist. Also gilt FB1px ` yq � FB1pxq ` FB1pyq. Analog zeigt man, dass FB1 und d kommutieren.
Darüberhinaus ist FB1p1W pB1qq � 1W pB1q, wegen

ΦB1 � FB1p1W pB1qq � fB1 � ΦB1p1W pB1qq � fB1p1BN
1
q � 1BN

1
� ΦB1p1W pB1qq.
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Daher ist FB1 ein Ringhomomorphismus. Da nach 3.10 die Gleichung FB �W pρq � W pρq � FB1 gilt
und W pρq surjektiv ist, ist auch FB ein Ringhomomorphismus.
ii) Auch hier gilt wie in i) die Gleichung ΦB1 � VB1px ` yq � ΦB1pVB1pxq ` VB1pyqq. Aufgrund
der Injektivität von ΦB1 ist VB1 bzgl. der Addition auf W pB1q ein Gruppenhomomorphismus. Die
Gültigkeit der Gleichung VB �W pρq � W pρq � VB1 gilt wegen 3.10 und die Surjektivität von W pρq

impliziert, dass VB bzgl. der Addition auf W pBq ein Gruppenhomomorphismus ist.
iii) Sei b � pbnqn¥0 PW pB1q. Wegen 3.10 gilt dann:

ΦB1pFB1 � VB1pbqq � fB1 � ΦB1 � VB1pbq � fB1 � vB1 � ΦB1pbq

� fB1pp0,Φ0pb0q,Φ1pb0, b1q, . . .qq � ppΦ0pb0q, pΦ1pb0, b1q, . . .q

� ppΦB1pbqq � ΦB1ppbq.

Es folgt somit FB1�VB1 � pb für alle b PW pB1q. Sei a � panqn¥0 PW pBq. Dann gibt es ein b PW pB1q

mit W pρqpbq � a. Insgesamt ergibt sich wieder mit 3.10

FB � VBpaq � FB � VB �W pρqpbq � FB �W pρq � VB1pbq

� W pρq � FB1 � VB1pbq �W pρqppbq � pW pρqpbq � pa.

iv) Für a � panqn¥0, b � pbnqn¥0 P B
N gilt

vBpafBpbqq � vBppanqn¥0pb1, b2, b3, . . .qq � vBppa0b1, a1b2, a2b3, . . .qq

� p0, pa0b1, pa1b2, pa2b3, . . .q

� p0, pa0, pa1, pa2, . . .qpb0, b1, b2, . . .q

� vBpaqb.

(14)

Diese Gleichheit impliziert aufgrund der Multiplikativitätvon vB1

ΦB1pVB1pad Fb1pbqqq � ΦB1pVB1paqq d ΦB1pVB1 � FB1pbqq

� vB1pΦB1paqq d vB1pfB1 � ΦB1pbqq
(14)
� vB1pΦB1paqq d ΦB1pbq � ΦB1pVB1paq d bq.

Aufgrund der Injektivität von ΦB1 ist VB1pad FB1pbqq � VB1paq d b für alle a, b PW pB1q.
Seien x, y PW pBq und a, b PW pB1q mit W pρqpaq � x und W pρqpbq � y. Dann ist

VBpxdB FBpyqq � VBpW pρqpaq dB FB �W pρqpyqq

� VBpW pρqpaq dB W pρq � FB1pbqq � VB �W pρqpadB1 FB1pbqq

� W pρq � VB1padB1 FB1pbqq �W pρqpVB1paq dB1 bq

� VB �W pρqpaq dW pρqpbq � VBpxq dB y.

v) Der Ringhomomorphismus ϕ : B1 Ñ B1,
°
bPB abXb Ñ

°
bPB abX

p
b , wobei alle, bis auf endlich

viele Koeffizienten ab null sind, erfüllt die Kongruenz ϕpaq � ap mod pB1 für alle a P B1. Diese
folgt aus dem binomischen Lehrsatz, dem Kleinen Fermatschen Satz und der Tatsache, dass p den
Binomialkoeffizienten

�
p
k

�
für alle k P t1, . . . , p� 1u teilt.

Mit 3.5 ii) folgt

ΦB1pW pBqq � tpunqn¥0 P B
N
1 : ϕpunq � un�1 mod pn�1B1u
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Sei b̃ P B1 und a � panqn¥0 � ΦB1pb̃q. Mit 3.10 folgt

ΦB1pF pb̃q a b̃pq � fB1 � ΦB1pb̃q � ΦB1pb̃q
p � fB1paq � ap � pan�1 � apnqn¥0.

Damit sind panqn¥0 und fB1paq � ap Elemente in ΦB1pW pBqq und somit gelten

ϕpanq � apn mod pB1,

ϕpanq � an�1 mod pn�1B1.

Dies impliziert an�1� a
p
n � ϕpanq�ϕpanq � 0 mod pB1 für alle n ¥ 0. Sei cn P B1 mit an�1� a

p
n �

pcn. Dann ist
pcn�1 � pϕpcnq � an�2 � ϕpan�1q � pa

p
n�1 � ϕpanq

pq.

Dabei gilt an�2 � ϕpan�1q P p
n�2B1. Wegen 1.1.2 und an�1 � ϕpanq P p

n�1B1 ist apn�1 � ϕpanq
p ein

Element in pn�2B1. Dann ist auch pcn�1�pϕpcnq P p
n�2B. Da p kein Nullteiler ist, ist cn�1�ϕpcnq P

pn�1B.
Damit ist c � pcnqn¥0 P ΦB1pW pB1qq, d.h. es gibt d PW pB1q mit ΦB1pdq � c. Dann ist

ΦB1pF pb̃q a b̃pq � pΦB1pdq � ΦB1ppdq.

Aufgrund der Injektivität von ΦB1 gilt F pb̃q a b̃p � pd P pW pB1q. Da W pρq surjektiv ist, gibt es ein
b PW pBq mit W pρqpbq � b̃. Dann folgt

FBpbq a bp � FB �W pρqpb̃q aW pρqpb̃qp

3.10
� W pρq � FB1pb̃q aW pρqpb̃qp �W pρqpFB1pb̃q a pb̃q

pq

� W pρqppdq � pW pρdq P pW pBq.

Sei B ein kommutativer Ring mit 1 und V die Verschiebung auf W pBq. Für m ¥ 0 wird die Menge
ImpV mq � tpbnqn¥0 PW pBq : b0 � .., bm�1 � 0u mit VmpBq bezeichnet.
Es gilt W pBq � V0pBq ) V1pBq ) ... und

�
n¥0 VmpBq � 0. Wegen 3.11 ii) und iv) sind für alle

m ¥ 0 die Mengen VmpBq Ideale.
Der Ring W pBq{VmpBq heißt Ring der Wittvektoren der Länge m und wird mit WmpBq be-
zeichnet.

Lemma 3.12
Sei B ein kommutativer Ring mit Eins und m ¥ 1.

i) Für pbnqn¥0 PW pBq ist pbnqn¥0 � pb0, . . . , bm�1, 0, 0, . . .q ` p0, . . . , 0, bm, bm�1, . . .q.

ii) Die Abbildung

Bm Ñ WmpBq

pb0, . . . , bm�1q ÞÑ pb0, . . . , bm�1, 0, 0, . . .q ` VmpBq

ist bijektiv.
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3 Ring der Wittvektoren

Beweis: i) Es gilt für alle k P N

Φkpb0, . . . , bm�1, 0, . . . , 0q � Φkp0, . . . , 0, bm, . . . , bkq � Φkpb0, . . . , bkq,

da

Φkpb0, . . . , bm�1, 0, . . . , 0q �

$'&
'%

Φkpb0, . . . , bkq, 0 ¤ k   m
m�1°
i�0

pibp
k�i

i , 0 ¤ m ¤ k

Φkp0, . . . , 0, bm, . . . , bkq �

$'&
'%

0, 0 ¤ k   m
k°

i�m
pibp

k�i

i , m ¤ k
.

Damit ist
ΦBppb0, . . . , bm�1, 0, 0, . . .q ` p0, . . . , 0, bm, bm�1, . . .qq

� ΦBppb0, . . . , bm�1, 0, 0, . . .qq � ΦBpp0, . . . , 0, bm, bm�1, . . .qq

� pΦkpb0, . . . , bm�1, 0, . . . , 0qqk¥0 � pΦkp0, . . . , 0, bm, . . . , bkqqk¥0

� ΦBppb0, . . . , bm�1, bm, bm�1, . . .qq.

Die Behauptung gilt somit für B1 � ZrpXbqbPBs, da die Abbildung ΦB1 nach nach 3.3 i) injektiv ist.
Sei wieder ρ : B1 ÞÑ B, Xb ÞÑ b und
b̂ � pb0, . . . , bm�1, 0, . . .q, b̃ � p0, . . . , 0, bm, bm�1, . . .q P W pBq. Wegen der Surjektivität von W pρq

gibt es x̂ � px0, . . . , xm�1, 0, . . .q, x̃ � p0, . . . , 0, xm, xm�1, . . .q P W pB1q, sodass W pρqpx̂q � b̂ und
W pρqpx̃q � pb̃q. Folglich ist

b̂`B b̃ � W pρqpx̂q `B W pρqpx̃q �W pρqpx̂`B1 x̃q

� W pρqppx0, . . . , xm�1, xm, xm�1, . . .qq � pb0, . . . , bm�1, bm, bm�1, . . .q.

ii) Die Abbildung ist surjektiv, da mit i)

pb0, b1, b2, . . .q ` VmpBq � pb0, . . . bm�1, 0, . . .q ` p0, . . . , 0, bm, bm�1, . . .q ` VmpBq

� pb0, . . . , bm�1, 0, . . .q ` VmpBq

gilt und somit pb0, . . . , bm�1q im Urbild von pb0, b1, . . .q ` VmpBq liegt.
Sei pb0, . . . , bm�1, 0, . . .q ` VmpBq � pc0, . . . , cm�1, 0, . . .q ` VmpBq. Dann gibt es
p0, . . . , 0, bm, bm�1, . . .q P VmpBq, sodass

pb0, . . . , bm�1, 0, . . .q ` p0, . . . , 0, bm, bm�1q
i)
� pb0, . . . , bm�1, bm, bm�1, . . .q � pc0, . . . , cm�1, 0, . . .q.

Somit ist bi � ci für alle i   m. Die Abbildung ist also injektiv.

Korollar 3.13
Für einen kommutativen Ring B mit Eins gilt B �W1pBq.

Beweis: Mit 3.12 ii) und 3.8 ii) induziert Φ0 : W pBq Ñ B einen Ringisomorphismus W1pBq Ñ B.
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3 Ring der Wittvektoren

Lemma 3.14
Die Abbildung τ : B ÑW pBq, b ÞÑ pb, 0, 0, . . .q ist multiplikativ.

Beweis: Für das erste Folgenglied des Produktes

pb, 0, . . .q d pc, 0, . . .q � pP0pb, cq, P1pb, 0, c, 0q, . . .q,

gilt P0pb, cq � bc. Es ist also zu zeigen, dass für alle n ¥ 1 alle übrigen Folgenglieder gleich 0 sind,
also

P̃npX0, Y0q :� PnpX0, 0, . . . , 0, Y0, 0, . . . , 0q � 0.

Es gilt

Xpn

0 Y p
n

0 � ΦnpX0, 0, . . . , 0qΦnpY0, 0, . . . , 0q
� ΦnpP̃0pX0, Y0q, P̃1pX0, Y0q, . . . , P̃npX0, Y0qq

�
n°
i�0

pipP̃ipX0, Y0qq
pn�i � pP̃0pX0, Y0qq

pn �
n°
i�1

pipP̃ pX0, Y0qq
pn�i

� Xpn

0 Y p
n

0 �
n°
i�1

pipP̃ pX0, Y0qq
pn�i .

Somit ist
°n
i�1 p

ipP̃ pX0, Y0qq
pn�i � 0. Nach 3.6 iv) gilt P̃1pX0, Y0q � 0.

Wegen
°n
i�0 p

ipP̃npX0, Y0qq
pn�i � 0 folgt nach Induktion P̃npX0, Y0q � 0.

Das Element τpbq heißt Teichmüllerrepräsentant von b P B � W pBq{V1pBq. Er wird auch mit
τpbq � rbs bezeichnet.

Lemma 3.15�
pW pBq{VipBqqi¥0, pαjiq i,jPI

i¤j

	
mit

αji : W pBq{VipBq Ñ W pBq{VjpBq

b` VipBq ÞÑ b` VjpBq

mit j ¤ i ist ein projektives System.

Beweis: Es gilt VjpBq � VipBq für j ¤ i. Damit ist αji ein wohldefinierter Ringhomomorphismus.

Lemma 3.16
Die Zuordnung

W pBq Ñ lim
ÐÝ
mPN

WmpBq

b ÞÑ pb` VmpBqqm¥0

ist ein Ringismorphismus.

Beweis: Da αjipb ` VipBqq � b ` VjpBq ist für i ¥ j, gilt pb ` VmpBqqm¥0 P limÐÝmPNWmpBq.
Aufgrund der komponentenweise Addition und Multiplikation in limÐÝmPNWmpBq ist die Abbildung
offensichtlich ein Ringhomomorphismus.
Der Kern des Homomorphismus ist

�
m¥0 VmpBq � 0.
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Sei pxnqn¥0 P limÐÝmPNWmpBq und x̃n � px0,n, . . . , xn,n, 0, . . .q P W pBq mit x̃n ` VnpBq � xn für alle
n P N. Nach Definition des projektiven Limes und da nach 3.12 ii) Elemente in WmpBq eindeutig
durch die ersten m � 1 Folgenglieder des Repräsentanten bestimmt sind gilt für alle m ¤ n die
Gleichheit xi,n � xi,m für alle i ¤ m. Bezeichne also xi,n mit yi für alle n P N. Offenbar ist das Bild
von pynqn¥0 unter dem obigen Homomorphismus pxnqn¥0.

Lemma 3.17
Für alle k ¥ 1 ist V1pBq

k � pk�1V1pBq.

Beweis: Die Behauptung wird mit vollständiger Induktion nach k gezeigt. Für k � 1 gilt die
Behauptung offensichtlich. Seien a1, . . . , ak P B. Dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein
a PW pBq mit

V pa1q d . . .d V pakq � pk�2V paq d V pakq � V ppk�2aq d V pakq
3.11
� V ppk�2ad F � V pakqq

3.11
� V ppk�1ad akq

� pk�1V pad akq.

Theorem 3.18
Sei charpBq � p.

i) Ist b � pbnqn¥0 PW pBq, so ist F pbq � pbpnqn¥0 und pb � V � F pbq � p0, bp0, b
p
1, . . .q.

ii) Für alle m,n ¥ 0 ist VmpBq d VnpBq � Vm�npBq.

iii) Für alle k ¥ 1 ist pkW pBq � V1pBq
k � pk�1W pBq.

iv) Die Abbildung
W pBq Ñ lim

ÐÝ
kPN

W pBq{pkW pBq

b ÞÑ pb` pkW pBqqk¥0

ist ein Ringisomorphismus.

Beweis: i) Nach 3.6 iii) erfüllte die n-te Komponente von F pbq die Kongruenz Fnpbq � bpn mod pB.
Da charpBq � p ist, gilt F pbq � pbpnqn¥0. Die Aussage 3.11 iii) impliziert pb � F � V pbq �

F p0, b0, b1, . . .q � p0, bp0, b
p
1, . . .q � V pbp0, b

p
1, . . .q � V � F pbq.

ii) Nach 3.11 iv) gilt V mpaq d V npbq � V mpa d Fm � V npbqq. Aus i) folgt Fn � V m � V m � Fn.
Insgesamt ergibt sich

V mpaq d V npbq � V mpad Fm � V npbqq � V mpad V n � Fmpbqq

� V m � V npFmpbq d Fnpaqq

� V m�npFmpbq d Fnpaqq P V m�npBq.

iii) In i) wurde gezeigt, dass pW pBq � V �F ppW pBqq � V1pBq ist. Damit ist pkW pBq � V1pBq
k. Mit

3.17 folgt nun pkW pBq � V1pBq
k � pk�1V1pBq � pk�1W pBq.
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iv) Nach i) ist

pkW pBq � tpkb : b PW pBqu � tp0, . . . , 0loomoon
k�mal

, bp
k

0 , bp
k

1 , . . .q : pb0, b1, . . .q PW pBqu,

und daher ist
�
k¥0 p

kW pBq � 0. Das ist aber genau der Kern des Homomorphismus.
Sei pbpkq ` pkW pBqqk¥0 P limÐÝkPNW pBq{pkW pBq. Für alle k ¥ 1 gilt

pkW pBq
iii)
� V1pBq

k � V1pBq d ..d V1pBq
ii)
� VkpBq

und somit ist W pBq{pkW pBq Ñ W pBq{VkpBq, a ` pkW pBq ÞÑ a ` VkpBq eine wohldefinierte
Abbildung und folglich auch

lim
ÐÝ
kPN

W pBq{pkW pBq Ñ lim
ÐÝ
kPN

WkpBq

papkq ` pkW pBqqk¥0 ÞÑ papkq ` Vkqk¥0.

Da W pBq Ñ limÐÝkPNWkpBq wie in 3.16 ein Isomorphismus ist, gibt es ein b P W pBq mit pb `
VkpBqqk¥0 � pbpkq ` VkpBqqk¥0, also gilt für alle k ¥ 1 die Kongruenz b � bpkq mod VkpBq.
In dem Ring W pBq{VjpBq ` pkW pBq mit j ¥ k gilt

b` VjpBq ` pkW pBq � bpjq ` VjpBq ` pkW pBq � bpkq ` VjpBq ` pkW pBq

Damit ist also b � bpkq mod
�
j¥kpVjpBq ` pkW pBqq für alle k ¥ 1. Es genügt also zu zeigen,

dass
�
j¥kpVjpBq ` pkW pBqq � pkW pBq ist, denn dann ist b ÞÑ pbpkq ` pkW pBqqk¥0. Sei also c �

cpjq`p0, . . . , 0, apjqk , a
pjq
k�1, . . .q P

�
j¥kpVjpBq`p

kW pBqq mit cpjq P VjpBq und apjqk P Bp
k für alle j ¥ k.

Da j ¥ k, gilt c P VjpBq`pkW pBq � VkpBq, d.h. c � p0, . . . , 0, ck, ck�1, . . .q. Für alle n P tk, . . . , j�1u
gilt cn � a

pjq
n P Bp

k nach 3.12 i) . Da j beliebig gewählt werden kann, gilt für alle n ¥ k, dass cn P Bp
k

ist. Mit i) folgt c P pkW pBq.

Proposition 3.19
Sei charpBq � p und sei B perfekt.

i) Ist b � pbnqn¥0 PW pBq und m ¥ 1, so gilt b` VmpBq �
°m�1
i�0 pirbp

�i

i s ` VmpBq.

ii) Für alle m ¥ 0 gilt VmpBq � pmW pBq � V1pBq
m.

Beweis: i) Es gilt

°m�1
i�0 pirbp

�i

i s
3.18
�
i)

pb0, 0, . . .q ` p0, b1, 0, . . .q ` ..` p0, . . . , 0, bm�1, 0, . . .q
3.12
�
iq

pb0, b1, . . . , bm�1, 0, . . .q
3.12
�
iiq

b mod VmpBq.

ii) Nach 3.18 i) ist die Abbildung F : W pBq Ñ W pBq, pbnqn¥0 ÞÑ pbpnqn¥0 ein Automorphismus, da
B Ñ B, b ÞÑ bp bijektiv ist. Wieder mit 3.18 i) folgt

pmW pBq � pV � F qmpW pBqq � V m � FmpW pBqq � V mpW pBqq � VmpBq.

Damit ist pV1pBqq
m � ppW pBqqm � pmW pBq.
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Lemma 3.20
Sei charpBq � p.

i) Die Folge p
°n
i�0pa1qid ciqn¥0 mit c P V1pBq ist eine Cauchyfolge in W pBq bzgl. der Topologie,

wie in 1.5.3 mit W pBq � V0pBq � V1pBq � .. als entsprechende Kette von W pBq�Moduln.

ii) Für a P V1pbq ist panqn¥0 eine Nullfolge in W pBq, bzgl. der oben beschriebenen Toplogie.

iii) Für c P V1pBq ist
°8
i�0pacq

i inverses Element von 1` c in W pBq.

Beweis: i) Für j P N sei Nj :� j. Dann gilt für alle m ¥ n ¥ Nj :

m̧

i�0
pacqi a

ņ

i�0
pacqi � pacqm ` ..` pacqn�1 P V pBqNj � V pBqj

3.19
�
iiq

VjpBq,

da für s ¥ j die Inklusion V pBqs � VspBq � VjpBq � V pBqj gilt.
ii) Sei j P N und Nj :� j. Dann gilt für alle n ¥ Nj , dass an P V pBqn � VnpBq � VNj pBq � V pBqNj

ist. Wegen
�
lPN VlpBq � t0u folgt die Behauptung.

iii) W pBq ist nach 1.5.7 vollständig, da die Abbildung
W pBq Ñ limÐÝ

mPN
WmpBq, b ÞÑ pb ` Vmqm¥0 wegen 3.16 surjektiv ist. Damit konvergiert die Folge

p
°n
i�0pa1qi d ciqn¥0. Darüberhinaus ist

p1` cq d
ņ

i�0
pacqi � 1a pacqn�1

Da die Folge ppacqnqn¥0 nach ii) eine Nullfolge ist, folgt p1` cq d
°8
i�0pacq

i � 1.

Theorem 3.21
Sei B ein Körper mit charpBq � p.

i) W pBq ist ein Integritätsbereich mit genau einem maximalen Ideal V1pBq.

ii) Die Zuordnung
W pBq Ñ lim

ÐÝ
kPN

W pBq{V1pBq
k

b ÞÑ pb` V1pBq
kqk¥0

ist ein Ringismorphismus.

iii) Ist B perfekt, so ist W pBq ein vollständiger, diskreter Bewertungsring, wobei p ein uniformisie-
rendes Element ist. Für pbnqn¥0 gilt die Darstellung pbnqn¥0 �

°8
n�0 p

nrbp
�n

n s.

Beweis: Es gilt W pBq{V1pBq � B. Damit ist V1pBq ein maximales Ideal.
Sei b � pbnqn¥0 P W pBqzV1pBq. Dann ist b0 � 0. Für a :� rb�1

0 s � pb�1
0 , 0, . . .q ist a d b �

pb0b
�1
0 , c1, c2, . . .q � 1 ` c mit c � p0, c1, c2, . . .q P V1pBq nach 3.6 iv) und 3.12 i). Nach 3.20 iii)

ist 1` c PW pBq�. Da a ebenfalls eine Einheit ist, ist auch b eine Einheit. Dies impliziert, dass V1pBq

das einzige maximale Ideal ist.
Seien a � p0, . . . , 0, ai, ai�1, . . .q, b � p0, . . . , 0, bj , bj�1, . . .q PW pBq mit ai � 0 � bj . Dann ist

ad b � V ippai, . . .qq d V jppbj , . . .qq.
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Im Beweis von 3.18 ii) wurde die Gleichheit V ippai, . . .qqdV jppbj , . . .qq � V i�jpF jpai, . . .qdF
ipbj , . . .qq

gezeigt. Damit gilt insgesamt

ad b � V ippai, . . .qq d V jppbj , . . .qq � V i�jpF jpai, . . .q d F ipbj , . . .qq
3.18
�
i)

V i�jppap
j

i , . . .q d pb
pi

j , . . .qq � V i�jppap
j

i b
pi

j , . . .qq � p0, . . . , 0, ap
j

i b
pi

j , . . .q � 0.

Somit ist W pBq ein Integritätsbereich.
ii) Das folgende Diagramm

lim
ÐÝ
kPN

W pBq{pk�1W pBq

W pBq

λ1
66

λ2 //

λ3

((

lim
ÐÝ
kPN

W pBq{V1pBq
k

λ5

OO

lim
ÐÝ
kPN

W pBq{pkW pBq,

λ4

OO

ist kommutativ, wobei λ1, λ2, λ3 wie in 1.5.6 sind und λ4 und λ5 wegen 3.18 iii) durch pkW pBq �

V1pBq
k � pk�1W pBq induziert werden. Nach 3.18 iv) sind λ1 und λ3 bijektiv. Damit ist λ5�λ4 bijektiv

und somit ist λ5 surjektiv. Sei pwk ` V1pBq
kqk¥0 P kerpλ5q. Dann ist 0 � pwk ` p

k�1W pBqqk¥0. Dies
impliziert wk P pk�1W pBq für alle k ¥ 0. Nach Definition des projektiven Limes und da wk�1 P

pkW pBq � V1pBq
k nach 3.18 ii) ist, gilt für alle k ¥ 0 die Gleichheit wk`V1pBq

k � wk�1`V1pBq
k �

V1pBq
k. Damit ist w � 0 und somit ist λ5 injektiv. Aus der Bijektivität von λ5 folgt die Bijektivität

von λ2.
iii) Sei B ein perfekter Ring. Dann gilt nach 3.19 ii), dass V1pBq � pW pBq ist. Dies ist nicht das
Nullideal, da p1W pBq

3.18
� p0, 1, 0, . . .q � 0 ist. In i) wurde gezeigt, dass dies das einzige maximale Ideal

ist. Da λ2 injektiv ist, folgt mit 1.5.7 i), dass
�
k¥0 V1pBq

k � 0 ist. Nach 1.1.3 ist damit W pBq ein
Hauptidealring und somit ein diskreter Bewertungsring, wobei p uniformisierendes Element ist.
Nach 3.19 i) gilt für b � pbnqn¥0 und m ¥ 1, dass b ` Vm �

°m�1
i�0 rb

p�i

i s ` VmpBq. Damit ist
b �

°8
i�0 p

irbp
�i

i s.

Der obige Beweis von i) zeigt allgemein: Ist B ein Integritätsbereich der Charakteristik p, so ist auch
W pBq ein Integritätsbereich.

Lemma 3.22
Sei B ein Körper mit charpBq � p. Dann ist charpQuotpW pBqqq � 0.

Beweis: Angenommen es gibt eine Primzahl l P N mit l d W pBq � 0. Dann ist lB � 0, da
B � W pBq{V1pBq ist. Damit ist l � p, aber es gilt l d 1W pBq � p d 1W pBq � p0, 1, 0, . . .q � 0. Dies
steht im Widerspruch zur Annahme.

57



3 Ring der Wittvektoren

Theorem 3.23
Sei R ein vollständiger, diskreter Bewertungsring mit dem maximalen Ideal m und perfektem Rest-
klassenkörper k der Charakteristik p.

i) Es gibt einen eindeutigen Ringhomomorphismus γ : W pkq Ñ R, sodass γpxq � x0 mod m für
alle x � pxnqn¥0 PW pkq ist.

ii) γ ist stetig und es gilt γppxnqn¥0q �
°8
n�0 p

nspx�p
n

n q mit s : k Ñ R wie in 1.2.14.

iii) Ist p1R � 0, so ist γ injektiv.

iv) Ist pR � m, so ist γ bijektiv.

Beweis: i) und ii) Zunächst wird die Existenz einer solchen Abbildung γ gezeigt.
Sei α : RÑ R{m, r ÞÑ r�m. Dann istW pαq : W pRq ÑW pkq ein surjektiver Ringhomomorphismus.
Sei b :� pbnqn¥0 PW pRq. Das Element b ist genau dann in kerpW pαqq, wenn alle Folgenglieder bn in
kerpαq � m liegen. Damit ist Φmpb0, . . . , bmq � bp

m

0 � pbp1
m�1 � p2bp

m�2

2 � . . . � pmbm P mm�1, da
p P m ist. Für αm�1 : RÑ R{mm�1, r ÞÑ r �mm�1 ist αm�1 � Φmppbnqn¥0q � 0.
Dies impliziert die Inklusion kerpW pαqq � kerpαm�1 �Φmq. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen
eindeutigen Homomorphismus γ1m : W pRq{ kerpW pαqq Ñ R{mm�1, sodass

W pRq

qW pRq,kerpW pαqq

��

Φm // R
αm�1 // R{mm�1

W pRq{ kerpW pαqq

γ1m

33

kommutiert.
Da W pαq : W pRq Ñ W pkq ein surjektiver Ringhomomorphismus ist, gibt es einen Isomorphismus
δ : W pRq{kerpW pαqq Ñ ImpW pαqq � W pkq. Dieser ist gegeben durch pbnqn¥0 ` kerpW pαqq ÞÑ

pbn �mqn¥0. Darüberhinaus ist

δ � qW pRq,kerpW pαqqppbnqn¥0q � δppbnqn¥0 ` kerpW pαqqq � pbn �mqn¥0

� pαpbnqqn¥0 �W pαqppbnqn¥0qq

Es gibt also einen eindeutigen Homomorphismus γm : W pkq Ñ R{mm�1, sodass das Diagramm

W pRq

W pαq

((

qW pRq,kerpW pαqq

��

Φm // R
αm�1 // R{mm�1

W pRq{ kerpW pαqq

γ1m

33

δ

��
W pkq

γm

77
(15)

kommutiert.
Da ΦR � FW pRq � fR � ΦR ist, folgt Φm � FW pRqpbq � Φm�1pbq.
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3 Ring der Wittvektoren

Für αn,m : R{mm Ñ R{mn, r �mm ÞÑ r �mn mit m ¥ n ist

γm � FW pkq �W pαq
3.10
� γm �W pαq � FW pRq � αm�1 � Φm � FW pRq

� αm�1 � Φm�1 � αm�1,m�2 � αm�2 � Φm�1

� αm�1,m�2 � γm�1 �W pαq

Da W pαq surjektiv ist, gilt γm � FW pkq � αm�1,m�2 � γm�1.
Der Frobenius FW pkq : W pkq ÑW pkq, pbnqn¥0

3.18i)
ÞÝÑ pbpnqn¥0 bijektiv, da k perfekt ist. Damit ergibt

sich
αm�1,m�2 � γm�1 � F

�pm�1q
W pkq � γm � F

�m
W pkq.

Also erfüllen die Abbildungen γn � F�n
W pkq die Kommutativität des Diagramms

W pkq

γn�1�F
�pn�1q
W pkq ((

γm�1�F
�pm�1q
W pkq // R{mm

αmn

��
R{mn

für alle n,m P N mit m ¥ n. Aufgrund der universellen Eigenschaft des projektiven Limes in 1.5.1
gibt es einen eindeutigen Homomorphismus γ̃ : W pkq Ñ lim ÐÝ

mPN
R{mm, sodass das Diagramm

W pkq

γ

%%

γn�1�F
�pn�1q
W pkq ((

γ̃ // lim
ÐÝ
mPN

R{mm

prn

��

1.5.8 // R

αn

��
R{mn

id // R{mn

für alle n P N kommutiert. Dann ist

α � γ �W pαq � α1 � γ �W pαq � γ0 � F
0
W pkq �W pαq � γ0 �W pαq

(15)
� α1 � Φ0 � Φ0 �W pαq.

Da W pαq surjektiv ist, ist α � γ � Φ0. Für x � pxnqn¥0 folgt

x0 � Φ0pxq � α � γpxq � γpxq �m.

Sei γ : W pkq Ñ R ein Ringhomomorphismus mit α�γ � Φ0. Da pW pkq � kerpΦ0q ist, gilt γppW pkqq �

kerpαq � m. Mit 1.2.15 folgt, dass γ stetig ist, da γppiW pkqq � mi für alle i ¥ 0 ist. Wegen der
Stetigkeit von γ gilt für alle x PW pkq:

γpxq
3.21
�
iiiq

γp
8̧

n�0
pnrxp

�n

n sq �
8̧

n�0
pnγprxp

�n

n sq.

Da α � γ � τ � Φ0 � τ � idk und γ � τ multiplikativ ist, ist s � γ � τ nach 1.2.14 eindeutig und damit
auch γ mit γpxq �

°8
n�0 p

nspxp
�n

n q.
iii) Sei p1R � 0 und π ein uniformisierendes Element. Dann ist 0 � p P m � πR. Damit gibt es ein
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3 Ring der Wittvektoren

e P N mit νppq � e, wobei ν die diskrete Bewertung von R ist. Für m P eN wird πm � p
m
e gesetzt.

Sei pxnqn¥0 P kerpγq. Dann ist

0 � γppxnqn¥0q �
8̧

n�0
pnspxp

�n

n q �
8̧

n�0
πnespxp

�n

n q

Da nach 1.3.7 diese Darstellung eindeutig ist, ist spxp�nn q � 0 für alle n ¥ 0. Mit 1.2.14 folgt xp�nn � 0,
also xn � 0 für alle n ¥ 0.
iv) Sei pR � m und x P R. Dann gibt es nach 1.3.7 eine eindeutige Darstellung x �

°8
n�0 p

nspynq,
mit yn P k und s wie in 1.2.14, da tspzq : z P ku � R ein vollständiges Repräsentantensystem von
k � R{m ist, welches die 0 enthält. Dies impliziert die Surkejtivität von γ.

Beispiel 3.24
Die Abbildung W pFpq Ñ Zp, pxnqn¥0 ÞÑ

°8
n�0 p

nspxnq ist ein Ringisomorphismus. Der Ring Zp
ist ein diskreter Bewertungsring mit seinem maximalen Ideal pZp. Für den Restklassenkörper gilt
Zp{pZp � Z{pZ � Fp. Mit 3.23 folgt nun, dass die Abbildung ein Ringisomophismus ist.
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4 Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Charakteristik 0

4 Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Cha-
rakteristik 0

Im 3. Kapitel wurde ein perfektoider Körper der Charakteristik 0 mithilfe des Tilts zu einem Kör-
per der Charakteristik p. Im Folgenden wird aus einem perfektoiden Körper F der Charakteristik p
ein perfektoider Körper der Charakteristik 0 konstruiert, indem aus dem Ring der Wittvektoren mit
Koeffizienten des zugrundeliegenden Bewertungrings von F ein bestimmtes Hauptideal herausfakto-
risiert wird. Es wird sich zeigen, dass der Quotientenkörper dieses Rings ein perfektoider Körper der
Charakteristik 0 ist. Basis für die letzten beiden Kapitel dieser Arbeit ist [7].
Sei in diesem Kapitel stets pF, | � |F q ein perfektoider Körper mit charpF q � p. Damit ist OF ein
perfekter Ring der Charakteristik p.

Lemma 4.1 i) W pOF q ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m :� tpxnqn¥0 P W pOF q :
|x0|F   1u.

ii) W pOF q ist p-adisch vollständig, und es gilt
�
iPN p

iW pOF q � 0. Jedes Element x PW pOF q lässt
sich als x �

°8
n�0 p

nrxp
�n

n s darstellen.

Beweis: i) Seien x � pxnqn¥0, y � pynqn¥0 P W pOF q mit |x0|F , |y0|F   1. Dann gilt für x ` y �

px0 � y0, . . .q, dass |x0 � y0|F ¤ maxt|x0|F , |y0|F u   1 ist. Also ist x` y P m. Sei nun z � pznqn¥0 P

W pOF q. Dann ist z d x � pz0x0, . . .q, also gilt |z0x0|F � |z0|F |x0|F   1, da |z0|F ¤ 1 und |x0|F   1
sind. Damit ist m ein Ideal.
Sei z PW pOF qzm. Da |z0|F � 1 ist, ist z0 eine Einheit in OF . Es gilt 1arz�1

0 sdz � p0, . . .q P V1pOF q,
wobei wegen 3.19 ii) die Gleichheit V1pOF q � pW pOF q gilt. Nach 3.20 iii) ist

°8
i�0p1 a rz�1

0 s d zqi

das inverse Element von 1a p1a rz�1
0 s d zq � rz�1

0 s d z. Damit ist rz�1
0 s d z P W pOF q

�. Im Beweis
von 3.14 wurde die Gleichung PnppX, 0, . . . 0, , Y, 0, . . . , 0qq � 0 für n ¡ 0 gezeigt. Daher ist rz0s das
inverse Element von rz�1

0 s. Damit ist z PW pOF q
� und somit gilt W pOF qzm �W pOF q

�.
Sei nun x PW pOF q

�. Dann gibt es ein y PW pOF q
� mit xd y � p1, 0, . . .q und somit |x0|F � 1. Also

ist W pOF q ist ein lokaler Ring.
ii) Da charpOF q � p ist, folgt mit 3.18 iv), dass die Abbildung

W pOF q Ñ lim
ÐÝ
iPN

W pOF q{p
iW pOF q

x ÞÑ px� piW pOF qqi¥0.

ein Ringisomorphismus ist und somit nach 1.5.7 die Vollständigkeit von W pOF q und die Gleichung�
iPN p

iW pOF q � 0. Nach 3.19 i) gilt für x � pxnqn¥0 P W pOF q die Kongruenz x �
°m�1
i�0 pirxp

�i

i s

mod VmpBq und nach 3.19 ii) ist VmpBq � pmW pBq. Damit ergibt sich für m Ñ 8, dass x �°8
i�0 p

irxp
�i

i s ist.

Im Folgenden sei | � | wie folgt definiert:

| � | : W pOF q Ñ r0, 1s � R
8°
n�0

pnrxns ÞÑ sup
n¥0

|xn|F .

Von nun an werden die Ringoperationen ` und d im Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten des
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4 Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Charakteristik 0

zugrunde liegenden Rings mit � und � abgekürzt.

Lemma 4.2

i) Es gilt genau dann |x| � 0, wenn x � 0 ist.
ii) Es gilt |x� y| ¤ maxt|x|, |y|u für alle x, y PW pOF q.
iii) Es gilt |1| � 1.
iv) Für x, y P W pOF q gilt |xy| ¤ |x||y|. Ist y darüberhinaus eine Einheit in W pOF q, so gilt |xy| �

|x||y| � |x|.
v) Für x PW pOF q und z P OF gilt |xrzs| � |x||rzs| � |x||z|F .

Beweis: i) Ist supn¥0 |xn|F � 0, dann ist |xn|F � 0 für alle n P N, also xn � 0 für alle n P N und
somit x � 0.
ii) Seien x �

°8
n�0 p

nrxns � px0, x
p
1, x

p2

2 , . . .q und y �
°8
n�0 p

nryns � py0, y
p
1 , y

p2

2 , . . .q. Nach 3.7 ist
SnpX0, X

p
1 .., X

pn

n , Y0, . . . , Y
pn

n q homogen vom Grad pn in ZrX,Y s. Daher gilt

|Snpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n q|F ¤ maxt|x0|
pn

F , . . . , |xn|
pn

F , |y0|
pn

F , . . . , |yn|
pn

F u.

Damit ist |Snpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n qp
�n

|F ¤ maxiPt0,...,nut|xi|F , |yi|F u. Es ergibt sich

|x� y| � |
°
n¥0

pnrSnpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n qsp
�n

|

� sup
n¥0

|Snpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n qp
�n

|F

¤ sup
n¥0

t max
iPt0,...,nu

t|xi|F , |yi|F uu

� maxtsup
n¥0

|xn|F , sup
n¥0

|yn|F u � maxt|x|, |y|u,

wobei die vorletzte Gleichung wie folgt gezeigt wird:
Sei o.B.d.A |x| � supn¥0 |xn|F ¥ supn¥0 |yn|F . Dann ist maxtsupn¥0 |xn|F , supn¥0 |yn|F u � |x| und
supn¥0tmaxiPt0,...,nut|xi|F , |yi|F uu ¤ |x|. Angenommen es gilt
|x| ¡ sup

n¥0
t max
iPt0,...,nu

t|xi|F , |yi|F uu. Dann ist

|x| ¡ sup
n¥0

t max
iPt0,...,nu

t|xi|F , |yi|F uu ¥ sup
n¥0

t max
iPt0,...,nu

|xi|F u

¥ sup
n¥0

|xn|F � |x|.

Also gilt Gleichheit.
iii) Es gilt |1| � |p1, 0, . . .q| � supt|1|F , |0|F , . . .u � 1.
iv) Seien x �

°8
n�0 p

nrxns � px0, x
p
1, x

p2

2 , . . .q und y �
°8
n�0 p

nryns � py0, y
p
1 , y

p2

2 , . . .q. Nach 3.7
ist Pnpx0, x

p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n q eine Summe von Monomen xm0
0 ..xmnn y

m1
0

0 ..y
m1
n

n mit m0 � . . . �

mn � m1
0 � . . . � m1

n � pn. Seien m, r P t0, . . . , nu mit |xm|F � maxi�1,...,nt|xi|F u und |yr|F �

maxi�1,...,nt|yi|F u. Dann gilt wegen der starken Dreiecksungleichung und der Ganzzahligkeit der
Koeffizienten von Pn

|Pnpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n q|F ¤ |xm|
pn

F |yr|
pn

F

¤ psup
n¥0

|xn|F q
pnpsup

n¥0
|yn|F q

pn � |x|p
n

|y|p
n
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4 Konstruktion eines perfektoiden Körpers der Charakteristik 0

für alle n P N. Es gilt also

|xy| � |
°
n¥0

pnrPnpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n qsp
�n

|

� sup
n¥0

|Pnpx0, x
p
1, . . . , x

pn

n , y0, . . . , y
pn

n qp
�n

|F ¤ |x||y|.

Sei nun y PW pOF q
�. Dann gilt nach 4.1 i), dass |y| � 1 und |y�1| � 1 ist und es folgt

|x| � |xyy�1| ¤ |xy||y�1| � |xy| ¤ |x||y| � |x|.

v) Die Behauptung folgt aus 3.14 und der Multiplikativität von | � |F .

Da wegen 3.19 ii) kerpΦ0q � V1pBq � pW pBq ist und die Abbildung Φ0 : W pBq Ñ B, pbnqn¥0 ÞÑ b0

ein surjektiver Ringhomomorphismus ist, ist W pOF q{pW pOF q Ñ OF , pznqn¥0 � pW pOF q ÞÑ z0 ein
Ringisomorphismus.
Ist z � pznqn¥0 PW pOF q, so schreiben wir im Folgenden z P OF für seine Restklasse modulo p unter
der IdentifikationW pOF q{pW pOF q � OF . Es gilt also z�pW pOF q � rzs�pW pOF q � rz0s�pW pOF q.

Definition 4.3
Ein Element z PW pOF q heißt primitiv, falls |z|F � 1

p und p�1pz � rzsq PW pOF q
� ist.

Beachte hierfür:
Für alle z PW pOF q ist z � rzs � p0, . . .q P pW pOF q und W pOF q ist nach dem Beweis von 3.21 i) ein
Integritätsbereich mit p 3.18iq

� p0, 1, 0 . . .q � 0.

Lemma 4.4
z � pznqn¥0 PW pOF q ist genau dann primitiv, wenn |z0|F �

1
p und |z1|F � 1.

Beweis: Sei z primitiv. Dann ist |z|F � 1
p und p�1pz � rzsq PW pOF q

�. Nach 3.6 iv) gilt

z � rzs � z � r�zs � pS0pz0,�z0q, S1pz0, z1,�z0, 0qq � p0, z1, . . .q,

da charpOF q � p gilt. Da OF ein perfekter Ring der Charakteristik p ist, gibt es genau ein x P OF mit
xp � z1. Es gilt p � F � V pa0, a1, . . .q � p0, ap0, . . .q. Damit ist p�1pz� rzsq � pz�p1 , . . .q. Angenommen
|z1|F � 1. Dies impliziert, dass z1 keine Einheit in OF ist und somit pz�p1 , . . .q �

p�1pz � rzsq RW pOF q
� ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei nun |z0|F � 1
p und |z1|F � 1. Dann ist |z|F � 1

p und p�1pz � rzsq � pz�p1 , . . .q. Nach 4.1 liegt
p�1pz � rzsq in W pOF qzm �W pOF q

� wegen |z�p1 |F � |z1|
�p
F � 1�p � 1.

Ein Element x �
°
n¥0 p

nrxns P W pOF q heißt stabil, wenn für alle n ¥ 0 die Ungleichung |xn|F ¤
|x0|F gilt. Für stabile Elemente gilt also |x| � |x0|F .

Lemma 4.5
x PW pOF q ist genau dann stabil, wenn ein u PW pOF q

� und ein z0 P OF existieren mit x � rz0su.

Beweis: Sei x �
°
n¥0 p

nrxns P W pOF q stabil und u0 P O�
F . Sei z0 :� u�1

0 und un :� z�1
0 xn für

alle n ¥ 0. Dann ist un P OF für alle n ¥ 0, da |z0|F � |u�1
0 x0|F � |x0|F ¥ |xn|F , also |xn|F

|z0|F
¤ 1 für
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alle n ¥ 0 ist. Damit folgt wegen der Multiplikativität von τ in 3.14

x �
8°
n�0

pnrxns �
8°
n�0

pnrz0uns

� rz0s
°8
n�0 p

nruns

mit
°8
n�0 p

nruns PW pOF q
� nach 4.1, da u0 � 1 ist.

Sei nun x � rz0s
°8
n�0 p

nruns �
°8
n�0 p

nrz0uns mit z0 P OF und u �
°8
n�0 p

nruns P W pOF q
�.

Dann ist nach 4.1 |u0|F � 1. Da u P W pOF q ist, folgt |un|F ¤ |u0|F für alle n ¥ 0. Insgesamt gilt
|xn|F � |z0un|F ¤ |z0|F |u0|F � |x0|F .

Proposition 4.6
Sind x, y PW pOF q stabil, so ist |xy| � |x||y| und xy ist stabil.

Beweis: Seien x, y P W pOF q stabil. In 4.5 wurde gezeigt, dass zx0 , z
y
0 P OF und ux, uy P W pOF q

�

existieren mit x � rzx0 su
x und y � rzy0 su

y. Damit ist xy � rzx0 z
y
0 su

xuy mit uxuy P W pOF q
� stabil

nach 4.5. Insbesondere gilt |xy| � |pxyq0|F � |x0y0|F � |x0|F |y0|F � |x||y|.

Das nächste Ziel ist zu zeigen, dass für ein primitives z PW pOF q jedes Element in W pOF q{zW pOF q

einen stabilen Repräsentanten besitzt.
Sei z P F mit 0   |z|F ¤ p�1 und sei

Vn,m :� ker

�
� W pOF q

W pqOF ,pzmqq
Ñ W pOF {z

mOF q
qp0,nq
Ñ WnpOF {z

mOF q

pxiqi¥0 ÞÑ pxi � zmOF qi¥0 ÞÑ pxi � zmOF qi¥0 � VnpOF {z
mOF q

�
.

U � W pOF q heißt offen bzgl. der schwachen Topologie, falls zu jedem x P U natürliche Zahlen n
und m existieren mit x� Vn,m � U .

Lemma 4.7

i) W pOF q ist bzgl. der schwachen Topologie separiert und vollständig.

ii Die schwache Topologie auf W pOF q stimmt mit der pp, rzsq-adischen Topologie überein, d.h.
U � W pOF q ist bzgl. der schwachen Topologie genau dann offen, wenn es zu jedem x P U ein
N P N gibt mit x� pp, rzsqN � U .

Beweis: Siehe [3] Remark 1.5.2 und Remark 2.1.5.

Jede rzs-adische Cauchyfolge in W pOF q ist auch eine pp, rzsq-adische Cauchyfolge, konvergiert also in
W pOF q bzgl. der schwachen Topologie. Jede Cauchyfolge bzgl. | � | : W pOF q Ñ R,

°
n¥0 p

nrxns ÞÑ

supn¥0 |xn|F ist auch eine z-adische Cauchyfolge für z P OF mit |z|F � p�1, denn für eine Cauchyfolge
panqn¥0 mit an P W pOF q gibt es ein N1 P N mit |an � am|   p�N für alle m,n ¥ N1. Dann ist
an�am �

°
i¥0 p

irzismit |zi|F   p�N für alle i ¥ 0 für n,m ¥ N1. Mit 1.2.12 folgt, dass zi P zN ist. Es
gibt also z1i P OF mit zi � zNz1i. Damit ist an � am �

°
i¥0 p

irzNz1is � rzsN
°
i¥0 p

irz1is P z
NW pOF q.

Das bedeutet, dass jede Cauchyfolge bzgl. | � | in W pOF q bzgl. der schwachen Topologie konvergiert.
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Lemma 4.8
Sei z PW pOF q primitiv. Zu jedem Element in W pOF q{zW pOF q existiert ein stabiler Repräsentant.

Beweis: Sei z PW pOF q primitiv. Nach 4.4 gibt es eine Darstellung z � rzs�pz1 mit z1 PW pOF q
�.

Sei x P W pOF q. Nun wird ein spezielles Element konstruiert, das kongruent zu x mod zW pOF q ist.
Anschließend wird man sehen, dass dieses Element stabil ist. Seien dazu x0 :� x. Angenommen xl

ist für l ¥ 0 bereits konstruiert mit xl � x mod zW pOF q. Dann schreibe xl �
°8
n�0 p

nrxl,ns mit
eindeutigen Elementen xl,n, wie in 4.1 ii). Man setze xl,1 :�

°8
n�0 p

nrxl,n�1s und xl�1 :� xl�xl,1z
�1
1 z.

Damit ist auch xl�1 � x mod zW pOF q.

1. Fall: Es gibt ein l P N mit |xl,n|F   p|xl,0|F für alle n ¡ 0. Dann ist

xl�1 � xl � xl,1z
�1
1 z � xl � xl,1z

�1
1 przs � pz1q � xl � xl,1z

�1
1 rzs � pxl,1

� xl � pxl,1 � xl,1z
�1
1 rzs

�
8°
n�0

pnrxl,ns � p
8°
n�0

pnrxl,n�1s � xl,1z
�1
1 rzs

�
8°
n�0

pnrxl,ns �
8°
n�0

pn�1rxl,n�1s � xl,1z
�1
1 rzs

� rxl,0s � xl,1z
�1
1 rzs.

(16)

Damit ist
|xl�1| � |rxl,0s � xl,1z

�1
1 rzs| ¤ maxt|xl,0|F , |xl,1z�1

1 rzs|u � |xl,0|F ,

da |z|F � p�1, |z�1
1 | � 1 und |xl,1| � supn¥0 |xl,n�1|F   p|xl,0|F ist, wobei letzte Ungleichung

wegen |xl,n|F   p|xl,0|F für alle n ¡ 0 gilt. Damit ist |xl�1,n|F ¤ |xl,0|F für alle n ¥ 0.
Wegen xl�1,0 � xl,0�zxl,1z

�1
1 und |zxl,1|F |z�1

1 |F � p�1|xl,1|F   |xl,0|F ist |xl�1,0|F � |xl,0|F ¥

|xl�1,n|F für alle n ¥ 0. Das Element xl�1 ist somit stabil und es erfüllt per Konstruktion die
Kongruenz x � xl�1 mod zW pOF q.

2. Fall: Nun existiere zu jedem l P N ein nl ¡ 0 mit |xl,nl |F ¥ p|xl,0|F . Dann gilt nach 4.2 iv) und v)
|xl,1z

�1
1 rzs| � |xl,1||z1||z|F � supn¥0 |xl,n�1|F p

�1 ¥ |xl,0|F , woraus die Ungleichung

|xl�1|
(16)
� |rxl,0s � xl,1z

�1
1 rzs| ¤ |xl,1z

�1
1 rzs|

� p�1 sup
n¥0

|xl,n�1|F � p�1 sup
n¥0

|xl,n|F � p�1|xl|
(17)

folgt. Die Vorletzte Gleichung von (17) gilt wegen der Voraussetzung |xl,0|F ¤ p|xl,0|F ¤ |xl,nl |F

für ein nl ¡ 0. Außerdem ist für alle m ¥ 0

|xm| � sup
n¥0

|xm,n|F ¥ sup
n¥0

|xm,n�1|F � |xm,1|. (18)

Mit (17) und (18) ist nun leicht zu zeigen, dass p
°n
l�0 xl,1z

�1
1 qn¥0 eine Cauchyfolge in W pOF q

bzgl. |�| ist. Nach 1.3.2 i) und 4.2 genügt es dafür zu zeigen, dass die Abstände zweier aufeinander
folgender Folgenglieder beliebig klein werden. Sei ε ¡ 0. Für N P N mit p�N |x0|   ε und für alle
n ¥ N gilt

|
ņ

l�0
xl,1z

�1
1 �

n�1̧

l�0
xl,1z

�1
1 | � |xn,1z

�1
1 |

(18)
¤ |xn|

(17)
¤ p�n|x0| ¤ p�N |x0|   ε.

Damit ist p
°n
l�0 xl,1z

�1
1 qn¥0 eine pp, rzsq-adische Cauchyfolge und konvergiert bzgl. dieser Topo-
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logie gegen y :�
°8
l�0 xl,1z

�1
1 .

Die Folge p
°n
l�0 xl,1z

�1
1 zqn¥0 konvergiert gegen x, da p

°n
l�0 xl,1z

�1
1 zq�x � �xn�1 für alle n P N

und p�xnqn¥0 wegen (17) offensichtlich eine Nullfolge ist. Damit ist x � yz. In diesem Fall gilt
also x � 0 mod zW pOF q. Als stabiler Repräsentant kann 0 gewählt werden.

�

Lemma 4.9
Jedes stabile Element inW pOF q, welches in einem durch ein primitives Element erzeugten Hauptideal
liegt, ist 0.

Beweis: Sei x �
°8
n�0 p

nrxns P zW pOF q stabil mit z � rzs � pz1 P W pOF q primitiv und z1 P

W pOF q
� und y :� xz�1 �

°8
n�0 p

nryns. Dann ist x � y0z und da |z|F � p�1 ist, folgt p|x|F � |y|F .
Außerdem ist x � yz � yprzs � pz1q � pz1y � rzsy. Da |pz1| � 1 ¡ p�1 � |rzs| ist, gilt nach 4.2 iv)
und v)

|x| � maxt|pz1y|, |rzsy|u � |pz1y| � |y|.

Das bedeutet supn¥0 |xn| � supn¥0 |yn|. Nach Voraussetzung ist x stabil und es gilt |x| � |x|F . Daher
ist

|y| � sup
n¥0

|yn| ¥ |y|F � p|x|F � p|x| � p|y|.

Dies ist nur für |y| � 0, also y � 0 möglich. Somit ist auch x � 0.

Korollar 4.10
Seien z PW pOF q primitiv und x, y PW pOF q stabil mit x � y mod zW pOF q. Dann ist |x|F � |y|F .

Beweis: Sei w :� x � y �
°8
n�0 p

nrwns mit stabilen Elementen x �
°8
n�0 p

nrxns und y �°8
n�0 p

nryns, sodass w P zW pOF q ist. Es gilt |wn|F ¤ maxt|x0|F , |y0|F u für alle n ¥ 0. Ange-
nommen |x0|F � |y0|F . Dann ist |w0|F � maxt|x0|F , |y0|F u ¡ 0 und w � 0 ist stabil wegen
|wn|F ¤ maxt|x0|F , |y0|F u für alle n ¥ 0. Darüberhinaus liegt w in zW pOF q. Dies ist ein Wider-
spruch zu 4.9.

Sei pF, | � |F q perfektoid mit charpF q � p. Sei ferner z P W pOF q primitiv. Für den Rest des Kapitels
wird W pOF q{zW pOF q mit OK bezeichnet.
Sei x P OK . Dann gibt es nach 4.8 ein stabiles Element y P W pOF q mit x � y mod zW pOF q. Die
Zuordnung

| � |K : OK Ñ r0, 1s � R¥0

x ÞÑ |y0|F

ist nach 4.10 wohldefiniert.
Der folgende Satz wird nun zeigen, dass OK nullteilerfrei und QuotpOKq ein perfektoider Körper der
Charakteristik 0 ist mit Tilt F . Genauer gilt:

Theorem 4.11

i) |x|K ist unabhängig von der Wahl von y.

ii) | � |K erfüllt die Eigenschaften eines nicht-archimedischen Absolutbetrags auf OK .
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iii) Es gilt OK{pOK � OF {zOF .

iv) OK ist nullteilerfrei mit charpOKq � 0. | � |K setzt sich zu einem nicht-archimedischen Absolut-
betrag auf K :� QuotpOKq � OKr

1
p s fort mit Bewertungsring OK .

v) OK ist bzgl. | � |K vollständig.

vi) K ist ein perfektoider Körper.

vii) K5 ist isometrisch isomorph zu F .

Beweis: i) gilt nach 4.10.
ii) Genau dann ist |x|K � |y| � 0 mit y stabil, wenn y � 0 ist, da 0 � |x|K � |y| � supn¥0 |yn|F . Es
folgt x � y � 0 mod zW pOF q.
Seien x, x1 P OK und y, y1 P OK stabil, mit x � y mod zW pOF q und x1 � y1 mod zW pOF q. Nach
4.6 ist yy1 stabil mit x1 � yy1 mod zW pOF q, sodass nach 4.6

|xx1|K � |yy1| � |y||y1| � |x|K |x
1|K .

Seien x, x1 P OK und y, y1 P W pOF q mit x � y mod zW pOF q und x1 � y1 mod zW pOF q. Dann ist
x�x1 � y� y1 mod zW pOF q. Als stabiler Repräsentant w � y� y1 mod zW pOF q wird ein Element
wie in 4.8 gewählt, also w � 0, falls x � x1 � 0 mod zW pOF q, oder w � wl�1 � wl � wl,1z

�1
1 z mit

z � rzs � pz1, wobei z1 P W pOF q
�, wl �

°8
n�0 p

nrxl,ns � x � x1 mod zW pOF q, w0 � y � y1 und
wl,1 �

°8
n�0 p

nrwl,n�1s sind, falls x� x1 � 0 in W pOKq.
Damit ergibt sich

|wl,1z
�1
1 z|

4.2
¤
iv)

|wl,1||z
�1
1 ||z|

4.2
�

iv)
|wl,1||z|

4.4
� |wl,1| ¤ |wl|.

Dies impliziert |wl�1| ¤ maxt|wl|, |wl,1z�1
1 z|u � |wl| und somit |wl�1| ¤ |wl| ¤ .. ¤ |w0| � |y � y1|,

nach der induktiven Konstruktion von wl�1. Daraus folgt

|x� x1|K � |w| � |wl�1| ¤ |y � y1|
4.2
¤
ii)

maxt|y|, |y1|u � maxt|x|K , |x1|Ku.

iii) Nach dem zweiten Isomorphiesatz für Ringe gilt

OK{pOK � pW pOF q{zW pOF qq{ppW pOF q{zW pOF qq �W pOF q{pp, zq

� pW pOF q{pW pOF qq{zpW pOF q{pW pOF qq � OF {zOF ,

wobei die Abbildung gegeben ist durch px� zW pOF qq � pOK ÞÑ x0 � zOF .
iv) OK ist nullteilerfrei, denn nach i) ist genau dann xy � 0, wenn 0 � |xy|K � |x|K |y|K P R. Das
ist genau dann der Fall, wenn x � 0 oder y � 0.
Da OK ein Integritätsbereich ist, ist entweder charpOKq � 0 oder charpOKq � q, wobei q eine Prim-
zahl ist. Wegen iii), charpOF q � p und 1.1.1 ist charpOK{pOKq � charpOF {zOF q � p. Wegen 1.1.1
ist charpOKq � 0 oder charpOKq � p.
Angenommen charpOKq � p, d.h. p P zW pOF q. Dann gibt es ein w P W pOF q mit p � wz. Nach
4.4 gibt es die Darstellung z � rzs � pz1 mit z1 P W pOF q

�. Wegen p � wz � wrzs � pwz1 ist
wrzs P pW pOF q � tpynqn¥0 : y0 � 0u. Da |z|F � p�1 und wrzs � pw0z, . . .q � p0, . . .q ist w P pW pOF q.
Es gibt also w1 P W pOF q mit w � pw1. Damit ist p � wz � pw1z und somit w1z � 1, da W pOF q ein
Integritätsring ist. Dies sieht man im Beweis von 3.21. Das Element z liegt in W pOF q

� und somit ist
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|z0|F � |z|F � 1. Da z primitiv ist, ist dies ein Widerspruch. Also ist charpOKq � 0.
Nach einem allgemeinen Prinzip setzt sich der Absolutbetrag | � |K auf OK eindeutig zu einem Abso-
lutbetrag | � |K auf K � QuotpOKq fort via

| � |K : K � QuotpOKq Ñ R¥0

xy�1 ÞÑ |x|K |y|
�1
K .

Es ist noch zu zeigen, dass OK � tw P K : |w|K ¤ 1u. Dabei ist offensichtlich
OK � tw P K : |w|K ¤ 1u.
Sei w � x

y mit |w|K � |x|K
|y|K

¤ 1. Damit ist |x|K ¤ |y|K . Seien x1 bzw. y1 P W pOF q stabile Reprä-
sentanten von x bzw. y. Dann gibt es nach 4.5 u, v P W pOF q

� und x10, y10 P OF mit x1 � urx10s und
y1 � vry10s. Das Element z10 :� x10

y10
liegt in OF , da |x|K � |x1| � |x10|F ¤ |y|K � |y10|F . Damit ist

r :� uv�1rz10s P W pOF q und ry1 � x1. Wegen pr � zW pOF qqy � x ist w � x
y � r � zW pOF q P

W pOF q{zW pOF q � OK .
Offensichtlich ist OKr

1
p s � K, wobei p � 0 in K, wie oben gesehen.

Es gilt OK{pOK � OF {zOF � 0, da |z|F � p�1. Damit ist p R O�
K , also |p|K   1. Sei xy P K und

n P N mit |p|nK ¤ |y|K ¤ 1. Nach 1.2.12 liegt pn in yOK , also gibt es ein b P OK mit pn � by. Das
Element pn

b � y liegt in K und es gilt x
y �

xb
pn P OKr

1
p s.

v) In iv) wurde gezeigt, dass 0   |p|K   1. Damit ist die durch | � |K induzierte Topologie auf OK

die p-adische Topologie. Sei also pxnqn¥0 eine p-adische Cauchyfolge in OK mit x0 � x10 � zW pOF q,
wobei x10 PW pOF q. Sei x1n PW pOF q mit xn � x1n� zW pOF q wie folgt gewählt: falls xn�1 � xn wird
x1n :� x1n�1 gesetzt. Für xn�1 � xn sei N P N maximal gewählt mit xn�xn�1 P p

NOK . Dann gibt es
ein bn P OK mit xn�xn�1 � pNbn. Schreibe bn � b1n�zW pOF q. Dann wird x1n :� x1n�1�p

Nb1n gesetzt.
Nach Konstruktion ist dann px1nqn¥0 eine p-adische Cauchyfolge inW pOF q. Wegen 3.18 iv) istW pOF q

p-adisch vollständig und somit konvergiert px1nqn¥0 in W pOF q. Sei x1 � limnÑ8 x
1
n PW pOF q. Damit

gibt es für N P N ein n0 P N mit x1 � x1n P p
NW pOF q für alle n ¥ n0. Für x :� x1 � zW pOF q P OK

und n ¥ n0 gilt daher x� xn � x1 � x1n � zW pOF q P p
N pW pOF q{zW pOF q � pNOK . Das bedeutet x

ist p-adischer Grenzwert von pxnqn¥0.
vi) Da OK nach v) bzgl. | � |K vollständig ist, ist K nach 1.3.9 vollständig.
Für alle x0 P OF ist rx0s P W pOF q stabil. Damit ist |rx0s � zW pOF q|K � |x0|F und somit
|F |F � |K|K . Die umgekehrte Inklusion gilt per Definition, sodass |K|K � |F |F � R¥0 dicht liegt.
Da F perfektoid mit charpF q � p ist, ist der Frobenius OF Ñ OF , x ÞÑ xp surjektiv. Damit ist
OF {zOF Ñ OF {zOF , x ÞÑ xp surjektiv und wegen iii) auch OK{pOK Ñ OK{pOK , xÑ xp. K ist
demnach perfektoid.
vii) Es gilt OK5 � limÐÝx ÞÑxp

OK{pOK � limÐÝx ÞÑxp
OF {zOF . Zunächst wird gezeigt, dass

ω : OF Ñ lim
ÐÝ
xÞÑxp

OF {zOF

x ÞÑ pxp
�n

� zOF qn¥0

ein Ringhomomorphismus ist. ω ist ein Homomorphismus, da der Frobenius auf OF ein Ringismo-
morphismus ist.
Sei x P kerpωq. Damit ist xp�n P zOF für alle n P N. Für alle n P N ist somit |x|F ¤ |z|p

n

F � p�p
n .

Dadurch ist |x|F � 0, also x � 0 und somit ist ω injektiv.
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Sei nun pxn � zOF qn¥0 P limÐÝx ÞÑxp
OF {zOF . Dann ist

xp
n�1

n�1 � xp
n

n � pxpn�1 � xnq
pn P zp

n

OF

mit |z|F � p�1. Da | � |F ein nicht-archimedischer Absolutbetrag ist, ist pxpnn qn¥0 eine Cauchyfolge
in OF . Sei x :� limnÑ8 x

pn

n P OF . Dieser Grenzwert existiert wegen der Vollständigkeit von OF . Sei
für n P N das Element m P N groß genug gewählt mit x � xp

n�m

n�m P zp
n . Wegen der Definition von

limÐÝx ÞÑxp
OF {zOF gilt xp

n�m

n�m � xp
n

n � pxp
m

n�m � xnq
pn P zp

n

OF . Somit ist

x� xp
n

n � x� xp
n�m

n�m � xp
n�m

n�m � xp
n

n P zp
n

OF .

Es gilt xp�n � xn mod zOF . Damit ist ωpxq � pxp
�n

�zOF qn¥0 � pxn�zOF qn¥0. Die Abbildung ω
ist daher ein Ringisomorphismus. Damit ist OK5 � OF und somit auch K5 � pOK5q � QuotpOF q �

F . Es ist noch zu zeigen, dass dieser Isomorphismus eine Isometrie ist. Der Isomorphismus

OK5 � lim
ÐÝ
xÞÑxp

OK{pOK

iii)
� lim

ÐÝ
x ÞÑxp

OF {zOF
ω�1
Ñ OF

bildet y � pyn � zW pOF q � pOKqn¥0 ab auf x � limnÑ8 yn
pn . Für n ¥ 0 sei y1n PW pOF q stabil mit

yn � y1n mod zW pOF q. Da y1n � yn mod zOF für alle n ¥ 0 folgt aus dem Beweis der Bijektivität
von ω, dass x � limnÑ8 y1n

pn und daher

|y|5 � |y#|K � lim
nÑ8

|yp
n

n zW pOF q|K � lim
nÑ8

|py1nq
pn |

4.6
� lim

nÑ8
|py1nq

pn |F � |x|F .

Damit ist also K � QuotpW pOF q{zW pOF q für einen perfektoiden Körper F der Charakteristik p

und ein primitives Element z PW pOF q ein perfektoider Körper der Charakteristik 0. Darüber hinaus
sind K5 und F isometrisch isomorph.
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5 Die Äquivalenz
Sei in diesem Kapitel stets pK, | � |q ein perfektoider Körper mit charpKq � 0 und K5 sein Tilt mit
charpK5q � p. Da p die Charakteristik des Restklassenkörpers ist, ist p P m, wobei m das maximale
Ideal in OK ist. Damit ist |p|   1. In 4.11 v) wurde gezeigt, dass die durch diesen Absolutbetrag
induzierte Toplogie der p-adischen Topologie entspricht. Indem wir eventuell zu einem äquivalenten
Absolutbetrag übergehen, dürfen wir nach 1.2.3 im Folgenden stets |p| � p�1 annehmen. Wir werden
nun zeigen, dass K bis auf isometrische Isomorphie von der Form wie in 4.11 ist mit F � K5.

Proposition 5.1

i) Es gibt genau einen Ringhomomorphismus ϑ : W pOK5q Ñ OK mit ϑprysq � y# für alle y P OK5 .
Er ist gegeben durch ϑp

°8
n�0 p

nrxnsq �
°8
n�0 p

nx#
n .

ii) ϑ ist surjektiv.

iii) kerpϑq ist ein Hauptideal und wird von einem primitiven Element z PW pOK5q erzeugt.

iv) Für jedes Element z1 � pz10, z
1
1, . . .q P W pOK5q mit |z10|5 � p�1 und z1 P kerpϑq gilt kerpϑq �

z1W pOK5q.

Beweis: i) Zunächst wird die Eindeutigkeit gezeigt und die Existenz des Ringhomomorphismus ϑ
vorausgesetzt. ϑ ist nach 1.5.5 p-adisch stetig. Sei x PW pOK5q mit x �

°8
n�0 p

nrxns. Dann ist

ϑpxq � ϑp
8̧

n�0
pnrxnsq �

8̧

n�0
pnϑprxnsq �

8̧

n�0
pnx#

n .

OK ist p-adisch vollständig, da wie im Beweis von 4.11 v) der Absolutbetrag von K der p-adischen
Topologie entspricht. Damit konvergiert die Reihe

°8
n�0 p

nx#
n in OK und ϑ ist dadurch eindeutig.

Es ist noch zu zeigen, dass ϑ existiert. Dazu wird ein Homomorphismus ϑ̃ konstruiert, der ϑ̃ � r�s �
p�q# erfüllt. Die Abbildung Φn : W pOKq Ñ OK ist nach 3.8 ii) ein Ringhomomorphismus mit
ΦnpVn�1pOKqq � t0u, da Vn�1pOKq � tpxmqm¥0 : x0 � x1 � .. � xn � 0u. Daher induziert Φn den
Ringhomomorphismus

Φ1
n : Wn�1pOKq �W pOKq{Vn�1pOKq Ñ OK

px0, . . . , xn, 0, 0, . . .q � Vn�1pOKq ÞÑ Φnpx0, . . . , xnq.

Nach 3.8 iii) induziert qOK ,ppq : OK Ñ OK{pOK die surjektiven Ringhomomorphismen

W pqOK ,ppqq : W pOKq Ñ W pOK{pOKq

pxnqn¥0 ÞÑ pxn � pOKqn¥0

WnpqOK ,ppqq : WnpOKq Ñ WnpOK{pOKq

x� VnpOKq ÞÑ W pqOK ,ppqqpxq � VnpOK{pOKq .

Für n ¥ m definiere für einen Ring R den Ringhomomorphismus

qpn,mq : WnpRq Ñ WmpRq

x� VnpRq ÞÑ x� VmpRq.
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Der Kern des surjektiven Ringhomomorphismus

Wn�1pOKq
qpn�1,nq
ÝÑ WnpOKq

WnpqOK,ppqqÝÑ WnpOK{pOKq

pxmqm¥0 � Vn�1pOKq ÞÝÑ pxm � pOKqm¥0 � VnpOK{pOKq

ist tpxmqm¥0 � Vn�1pOKq : x0, . . . , xn�1 P pOKu und liegt im Kern des Ringhomomorphismus

Wn�1pOKq
Φ1nÑ OK

qOK,ppnqÑ OK{p
nOK ,

da für px0, . . . , xn�1, xn, . . .q � Vn�1pOKq P kerpWnpqOK ,ppqqq � qpn�1,nqq mit xi � pyi für alle i P
t0, . . . , n� 1u das Element

Φnpx0, . . . , xnq � ppy0q
pn � pppy1q

pn�1
� p2ppy2q

pn�2
� . . .� pn�1ppyn�1q

p � pnxn

in pnOK liegt wegen ppi P piZ. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen eindeutigen Homomorphis-
mus ϑn, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

Wn�1pOKq

qpn�1,nq

��

Φ1n // OK

qOK,ppnq// OK{p
nOK

WnpOKq

WnpqOK,ppqq

��
WnpOK{pOKq

ϑn

99

.

Er erfüllt

ϑnppx0 � pOK , . . . , xn�1 � pOK , . . .q � VnpOK{pOKqq �
n�1̧

i�0
pixp

n�i

i � pnOK .

Definiere die Abbildung für m ¥ n

qpm,nq : OK{p
mOK Ñ OK{p

nOK

x� pmOK ÞÑ x� pnOK .

Damit kommutiert

pxm � pOKqm¥0 � Vn�1pOK{pOKq_

��

Wn�1pOK{pOKq
ϑn�1 //

qpn�1,nq

��

OK{p
n�1OK

qpn�1,nq

��

x� pn�1OK_

��

WnpOK{pOKq

F

��
pxpm � pOKqm¥0 � VnpOK{pOKq WnpOK{pOKq

ϑn

// OK{p
nOK x� pnOK ,

(19)
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da
qpn�1,nq � ϑn�1ppx0 � pOK , . . . , xn � pOK , . . .q � Vn�1pOK{pOKq

� qpn�1,nqp
n°
i�0

pixp
n�1�i

i � pn�1OKq �
n°
i�0

pixp
n�1�i

i � pnOK

�
n�1°
i�0

pixp
n�1�i

i � pnOK �
n�1°
i�0

pipxpi q
pn�i � pnOK

� ϑnppx
p
0 � pOK , . . . , x

p
n�1 � pOK , . . .q � VnpOK{pOKqq

� ϑn � F � qpn�1,nqppx0 � pOK , . . . , xn � pOK , . . .q � Vn�1pOK{pOKqq.

Mit den Ringhomomorphismen

qn : W pOK5q
qp0,nq
Ñ WnpOK5q

Wnpprnq
Ñ WnpOK{pOKq

ppα
pmq
i qi¥0qm¥0 ÞÝÑ pα

pmq
n qm¥0 � VnpOK{pOKq

ist das Diagramm

W pOK5q
qn�1 //

qn

  

Wn�1pOK{pOKq

qpn�1,nq

��

pα0, . . . , αn, . . .q � Vn�1pOK{pOKq_

��

WnpOK{pOKq

F

��
WnpOK{pOKq pαp0, . . . , α

p
n�1, . . .q � VnpOK{pOKq

(20)

kommutativ, da

F � qpn�1,nq � qn�1pppα
pmq
i qi¥0qm¥0q

� F � qpn�1,nqppα
p0q
n�1, α

p1q
n�1, . . . , α

pnq
n�1, . . .q � Vn�1pOK{pOKqq

� ppα
p0q
n�1q

p, . . . , pα
pn�1q
n�1 qp, . . .q � VnpOK{pOKq � pα

p0q
n , . . . , α

pn�1q
n , . . .q � VnpOK{pOKq

� qnpppα
pmq
i qi¥0qm¥0q,

wobei vorletzte Gleichheit wegen pαpmqi qi¥0 P OK5 für alle m P N und somit pαpmqn�1q
p � α

pmq
n für alle

m,n P N gilt.
Mit den Diagrammen (19) und (20) ist auch das Diagramm

W pOK5q
qn�1//

qn ''

Wn�1pOK{pOKq
ϑn�1 //

F�qpn�1,nq

��

OK{p
n�1OK

qpn�1,nq

��

WnpOK{pOKq

ϑn ((
OK{p

nOK

kommutativ. Wegen der universellen Eigenschaft des projektiven Limes in 1.5.1 gibt es für das projek-
tive System ppOK{p

nOKqn¥0, pqpm,nqqm¥nq einen eindeutigen Homomorphismus ϑ̃, sodass folgendes

72



5 Die Äquivalenz

Diagramm kommutiert

W pOK5q
ϑ̃ //

ϑn�qn &&

lim
ÐÝ
iPN

OK{p
iOK

prn

��
OK{p

nOK .

Außerdem ist nach 1.5.7 limÐÝiPN OK{p
iOK � OK , da OK vollständig und

�
nPN p

nOK � 0 ist. Wie

bezeichnen mit ϑ den zusammengesetzten Homomorphismus W pOK5q
ϑ̃
Ñ limÐÝiPN OK{p

iOK � OK . Sei
ppα

pmq
i qi¥0qm¥0 PW pOK5q und xpiqn P OK mit xpiqn � pOK � α

piq
n . Dann ist

ϑ̃pppα
pmq
i qi¥0qm¥0q � pnOK � ϑn � qnpppα

pmq
i qi¥0qm¥0q �

n�1̧

i�0
pipxpiqn q

pn�i � pnOK

für alle n P N. Damit gilt

ϑ̃prpα
p0q
i qi¥0sq � pnOK � pxp0qn qp

n

� pnOK � ppα
p0q
i qi¥0q

# � pnOK (21)

für alle n P N. Dazu wird noch gezeigt, warum px
p0q
n qp

n

�pnOK � ppα
p0q
i qi¥0q

#�pnOK ist. Für # gilt
ppα

p0q
i qi¥0q

# � limiÑ8px
p0q
i qp

i . Die Folge ppxp0qi qp
i

�px
p0q
n qp

n

qi¥0 liegt in pnOK und ist eine Nullfolge,
denn für m ¡ n gilt

pxp0qm qp
m

� pxp0qn qp
n

� ppxp0qm qp
m�n

qp
n

� pxp0qn qp
n

P pn�1OK � pnOK ,

da für Elemente pαp0qi qi¥0 P OK5 gilt pxp0qm qp
m�n

� x
p0q
n P pOK und wegen 1.1.2 ist ppxp0qm qp

m�n

qp
n

�

px
p0q
n qp

n

P pn�1OK .
Da (21) für alle n P N gilt, ist ϑ � r�s � p�q#.
ii) Sei x P OK . Die Abbildung OK5 Ñ OK{pOK , pαiqi¥0 ÞÑ α0 surjektiv, also gibt es ein y0 P OK5

mit 0-ter Komponente x� pOK . Da x� pOK � y#
0 � pOK wegen 2.2 ii), gilt x� y#

0 P pOK und es
gibt ein x1 P OK mit x� y#

0 � px1. Ebenso gibt es y1 P OK5 und x2 P OK mit x1� y
#
1 � px2. Somit

kann man rekursiv xn � y#
n � pxn�1 für alle n P N definieren. Also folgt x�

°n
i�0 p

iy#
i � pn�1xn�1

für alle n P N. Damit ist

x �
8̧

i�0
piy#

i

iq
�

8̧

i�0
piϑpryisq

1.5.5
� ϑp

8̧

i�0
piryisq.

iii) & iv) Zunächst wird gezeigt, dass ein primitives Element z PW pOK5q existiert, welches in kerpϑq
liegt. Es gibt ein z P OK5 mit |z|5 � p�1, da nach 2.3 ii) die Gleichung |OK | � |OK5 |5 gilt. Damit ist
ϑprzsq � z# P pO�

K , da |z#| � |z|5 � p�1 � |p| ist. Da ϑ surjektiv ist, gibt es ein z1 P W pOK5q mit
ϑpz1q � �z#p�1 P O�

K . Das Element z :� rzs � pz1 liegt in kerpϑq. Als nächstes ist zu zeigen, dass z
primitiv ist. Seien dazu xn P OK5 die eindeutig bestimmten Elemente mit z1 �

°8
n�0 p

nrxns. Dann gilt
für ϑpz1q P O�

K , dass ϑpz1q �
°8
n�0 p

nx#
n � x#

0 �p
°8
n�1 p

n�1x#
n ist. Damit ist x#

0 P O�
K � OKzpOK ,

da p
°8
n�1 p

n�1x#
n P pOK und ϑpz1q P O�

K � OKzpOK . Dies impliziert x0 P O�
K5 , da |x0|5 � |x#

0 | � 1
ist. Nach 4.1 i) gilt z1 PW pOK5q, sodass z per Definition primitiv ist.
Sei nun z1 � pz10, z

1
1, . . .q P kerpϑq mit |z10|5 � p�1. Zunächst wird die Inklusion kerpϑq � z1W pOK5q �

pW pOK5q gezeigt. Sei dazu y �
°8
n�0 p

nrxns P kerpϑq. Dann ist x#
0 � �p

°8
n�1 p

n�1x#
n P pOK und
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somit |x0|5 � |x#
0 | ¤ p�1 � |z10|5, also x0 P z

1
0OK5 . Sei w P OK5 mit x0 � wz10. Damit ist wegen 3.11

ii) y�rwsz1 � px0, . . .q� pwz
1
0, . . .q � p0, . . .q P pW pOK5q und somit liegt y in pW pOK5q� z1W pOK5q.

Nun wird kerpϑq � z1W pOK5q gezeigt. Sei y0 � z1w0 � py1 P kerpϑq mit y1, w0 P W pOK5q. Es gilt
pϑpy1q � ϑppy1q � ϑpy0� z

1w0q � 0 und somit y1 P kerpϑq � pp, zq, da OK ein Integritätsbereich und
charpOKq � 0 ist. Nun werden wn P W pOK5q und yn�1 P kerpϑq rekursiv mit yn � z1wn � pyn�1

definiert. Damit ist
°8
n�0 p

nwn PW pOK5q und y0 � z1
°n
i�0 p

iwi � pn�1yn�1 für alle n P N. Folglich
liegt y0 � z1

°8
i�0 p

iwi in z1W pOK5q.

In 5.1 iv) wurde ein primitives Element z PW pOK5q konstruiert mit kerpϑq � zW pOK5q. Tatsächlich
ist jedes z1 � pz10, z

1
1, . . .q P kerpϑq mit |z10|5 � p�1 automatisch primitiv. Sei dazu z1 � rz10s � pz2

für ein geeignetes Element z2 � pz20 , z
2
1 , . . .q P W pOK5q. Wegen ϑpz1q � 0 � pz10q

# � p
°8
i�0 p

ipz2i q
#

gilt ppz20q# � �pz10q
# � p

°8
i�1 p

ipz2i q
#. Da p

°8
i�1 p

ipz2i q
# in p2OK liegt, folgt wegen der starken

Dreiecksungleichung p�1|z20 |5 � |pz10q
#| � p�1 und somit z20 P O�

K5 , also z2 PW pOK5q.

Korollar 5.2
Sei F ein perfektoider Körper mit charpF q � p, z P W pOF q ein primitives Element und K �

QuotpW pOF q{zW pOF qq, wie in 4.11 mit dem isometrischen Isomorphismus ψ : F Ñ K5. Dann
ist die Hintereinanderausführung W pOF q

W pψq
Ñ
�

W pOK5q
ϑ
Ñ OK die natürliche Restklassenabbildung

y ÞÑ y � zW pOF q.

Beweis: Da es für y P W pOF q eine Darstellung y �
°8
n�0 p

nryns gibt und ϑ � W pψq ein Ho-
momorphismus ist und somit p-adisch stetig, genügt es die Aussage für Teichmüllerrepräsentan-
ten zu beweisen. Sei y P OF . Dann ist W pψqprysq � pψpyq, 0, . . .q � rψpyqs P W pOK5q, wobei
ψ : OF

�
ÝÑ OK5 , y ÞÑ pryp

�n

s � zW pOF q � pOKqn¥0. Damit ist

ϑ �W pψqprysq � ϑprψpyqsq � ψpyq# � lim
nÑ8

pryp
�n

sp
n

� zW pOF q

� lim
nÑ8

prys � zW pOF qq � rys � zW pOF q.

Korollar 5.3
Sei z P W pOK5q ein primitives Element mit kerpϑq � zW pOK5q. Dann ist der durch ϑ induzierte
Ringismorphismus ϑ : W pOK5q{zW pOK5q Ñ OK eine Isometrie bzgl. | � |K auf W pOK5q{zW pOK5q,
wie von 4.11.

Beweis: Sei x P W pOK5q. Nach 4.8 existiert ein stabiles Element y �
°8
n�0 p

nryns P W pOK5q

mit x � y P zW pOK5q. Damit ist |yn|5 ¤ |y0|5 für alle n P N. Nach 4.11 ist |x � zW pOK5q|K :�
|y � zW pOK5q|K � supn¥0 |yn|5 � |y0|5 � |y#

0 |. Ist y0 � 0, so ist für alle n ¥ 0 yn
y0
P OK5 . Damit

ist y �
°8
n�0 p

nryns � ry0s
°8
n�0 p

nryny0
s � ry0su mit u :�

°8
n�0 p

nryny0
s P W pOK5q� und es gilt

ϑpyq � ϑpry0sqϑpuq � y#
0 ϑpuq mit ϑpuq P O�

K . Der Homomorphismus ϑ ist eine Isometrie, da x� y P

zW pOF q � kerpϑq und

|x� zW pOK5q|K � |y#
0 | � |y#

0 ||ϑpuq| � |ϑpyq| � |ϑpx� px� yqq| � |ϑpxq|.
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Lemma 5.4
Sei pF, | � |q ein perfektoider Körper mit charpF q � p und E|F eine endliche Körpererweiterung. Dann
ist auch E ein perfektoider Körper.

Beweis: Da F vollständig ist, gibt es nach 1.4.10 eine eindeutige Fortsetzung des Absolutbetrags
auf E und E ist diesbezüglich vollständig. Zur Vereinfachung wird die Fortsetzung ebenfalls mit | � |
bezeichnet. Die Menge |E| liegt dicht in R¥0, da |F | � |E| und |F | in R¥0 dicht liegt. F ist perfekt,
da der Frobenius auf OF surjektiv ist. Für endliche Körpererweiterungen perfekter Körper gilt, dass
diese ebenfalls perfekt sind. Also ist der Frobenius auf OE surjektiv.

Lemma 5.5
Sei K ein perfektoider Körper der Charakteristik 0 und sei z P W pOK5q ein primitives Element mit
zW pOK5q � kerpϑq, welches nach 5.1 iii) existert. Seien ferner E1|K5 eine endliche Körpererweite-
rung,

OE :� W pOE1q{zW pOE1q und E :� OEr
1
p s. Dann ist E über OK

ϑ
� W pOK5q{zW pOK5q ãÑ OE eine

Körpererweiterung von K mit rE : Ks � rE1 : K5s. Darüberhinaus ist E selbst perfektoid mit einem
isometrischen Isomorphismus E5 � E1.

Beweis: Ein Element z PW pOK5q �W pOE1q, welches inW pOK5q primitiv ist, ist auch inW pOE1q

primitiv. Damit ist OE � W pOE1q{zW pOE1q der Bewertungsring eines perfektoiden Körpers E mit
charpEq � 0, da E1 nach 5.4 ein perfektoider Körper ist und somit nach 4.11 iv) auch E. Nun ist zu
zeigen, dass E ein Oberkörper von K ist.
Der Ringhomomorphismus W pOK5q ãÑW pOE1q mit der komponentenweise Inklusionabbildung
OK5 ãÑ OE1 induziert einen Ringhomomorphismus

OK �W pOK5q{zW pOK5q
Ω
ÑW pOE1q{zW pOE1q � OE . (22)

Da OE nullteilerfrei ist, ist der Kern von Ω ein Primideal. Die einzigen Primideale in OK sind das
Nullideal und das maximale Ideal. Angenommen es gilt kerpΩq � m. Da p P m ist, gilt Ωppq �
pΩp1Kq � p1E � 0. Dies ist aber ein Widerspruch zu charpEq � 0. Daher ist Ω injektiv E ist ein
Oberkörper von K.
Als nächstes wird rE : Ks � rE1 : K5s gezeigt. Da K5 perfekt ist, ist E1|K5 separabel. Sei E2|K5 der
Galoisabschluss von E1 in pK5qsep, d.h. E2 sei die kleinste Galoiserweiterung, die E1 enthält. Dann ist
OL :�W pOE2q{zW pOE2q wie oben der Bewertungsring eines perfektoiden Oberkörpers L von E und
insbesondere von K. Sei G :� GalpE2|K5q. Dann operiert G aufW pOE2q durch y ÞÑW pσqpyq für alle
σ P G, y P W pOE2q und es gilt W pOE2q

G � W pOK5q. Insbesondere gilt W pσqpzq � z. Dies induziert
eine Operation von G auf OL �W pOE2q{zW pOE2q durch x� zW pOE2q ÞÑW pσqpxq� zW pOE2q für
alle σ P G, x PW pOE2q.
Als nächstes wird gezeigt, dass für jede Untergruppe H � G die Isomorphie

LH � pW pOpE2qH q{zW pOpE2qH qqr
1
p
s (23)

gilt. Da E2|E2H eine endliche Körpererweiterung perfektoider Körper der Charakteristik p ist, gilt wie
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5 Die Äquivalenz

in (22) die Injektivität der entsprechenden AbbildungW pOpE2qH q{zW pOpE2qH q
Ω1
ãÑW pOE2q{zW pOE2q �

OL. Da H auf W pOpE2qH q{zW pOpE2qH q trivial operiert, gilt

W pOpE2qH q{zW pOpE2qH q � pW pOpE2qH q{zW pOpE2qH qq
H Ω1

ãÑ OH
L ,

und somit
pW pOpE2qH q{zW pOpE2qH qqr

1
p
s

Ω1
ãÑ OH

L r
1
p
s � LH .

Um die letzte Gleichheit einzusehen, sei x P LH � L. Dann gibt es n P N und y P OL mit x � p�ny.
Dann muss y P OH

L sein, da σpp�nq � p�n für alle σ P G ist, also insbesondere auch für alle σ P H.
Außerdem ist OL ein Integritätsbereich.
Um (23) zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass y in pW pOpE2qH q{zW pOpE2qH qqr

1
p s liegt. Sei y

1 P

W pOE2q mit y � y1 � zW pOE2q und ỹ1 :�
°
σPHW pσqpy1q P W pOE2q. Dann gilt W pσqpỹ1q � ỹ1 für

alle σ P H und somit ist ỹ1 PW pOpE2qH q �W pOE2q
H . Damit ist

ordpHqy �
°
σPHW pσqpy1q � zW pOE2q � ỹ1 � zW pOE2q PW pOpE2qH q{zW pOpE2qH q

und somit
y �

1
ordpHq

pỹ1 � zW pOpE2qH qq P pW pOpE2qH q{zW pOpE2qH qqr
1
p
s � LH .

Im Folgenden wird gezeigt, dass

GalpE2|K5q Ñ GalpL|Kq

σ ÞÑ σ# (24)

ein Gruppenisomorphismus ist mit σ#px�zW pOE2qq :�W pσq�zW pOE2q, wie zuvor. Dazu betrach-
tet man den Gruppenhomomorphismus

GalpL|Kq Ñ GalpL5|K5q

σ ÞÑ σ5

mit σ5ppαn � pOLqn¥0q :� pσpαnq � pOLqn¥0 für alle pαn � pOLqn¥0 P OL5 . Mit der Isomorphie
L5 � E2 aus 4.11 vii) lässt sich zeigen, dass die Hintereinanderausführungen beider Homomorphismen
jeweils Identitäten sind. Sei dazu der Isomorphismus

ϕ : OE2
ω
Ñ lim

ÐÝ
x ÞÑxp

OE2{zOE2 Ñ lim
ÐÝ
x ÞÑxp

OL{zOL � OL5

x ÞÑ pxp
�n

� zOE2qn¥0 ÞÑ prxp
�n

s � zW pOE2q � ppqqn¥0

wie im Beweis von 4.11 vii). Zunächst wird gezeigt, dass

GalpL5|K5q Ñ GalpL|Kq Ñ GalpL5|K5q

mit obigen Gruppenhomomorphismen die Identität ist. Sei σ P G und x P OE2 . Dann ist

ϕpσpxqq � prσpxqp
�n

s � zW pOE2q � ppqqn¥0 � pσ#prxp
�n

s � zW pOE2qq � ppqqqn¥0

� pσ#q5pprxp
�n

s � zW pOE2q � ppqqn¥0q � pσ#q5pϕpxqq.
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Identifiziert man also L5 mit E2, folgt σ � pσ#q5 für alle x P L5. Damit ist (24) ein injektiver
Gruppenhomomorphismus und G � GalpE2|K5q kann als Untergruppe von AutpL|Kq aufgefasst
werden. Die Körpererweiterung L|LG ist Galois. Da pE2qG � K5 und nach (23)

LG � pW pOpE2qGq{zW pOpE2qGqqr
1
p
s � pW pOK5q{zW pOK5qqr

1
p
s � OKr

1
p
s � K

ist, ist L|K eine endliche Galoiserweiterung mit rL : Ks � ordpGq � rE2 : K5s. Der Gruppenhomo-
morphismus (24) ist also bijektiv.
Für H :� GalpE2|E1q gilt

LH � pW pOpE2qqH q{zW pOpE2qH qqr
1
p
s � pW pOE1q{zW pOE1qqr

1
p
s � OEr

1
p
s � E,

sodass auch L|E eine endliche Galoiserweiterung mit rL : Es � ordpHq ist. Insgesamt folgt

rE : Ks � rL : Ks
rL : Es �

ordpGq

ordpHq
�
rE2 : K5s

rE2 : E1s
� rE1 : K5s.

Theorem 5.6
Sei K ein perfektoider Körper der Charakteristik 0. Dann gilt

i) Jeder endliche Erweiterungskörper E von K ist ebenfalls perfektoid.

ii) Die Abbildung

tE : E|Kendl. Körpererw. u ÞÑ tE1 : E1|K5endl. Körpererw.u
E ÞÑ E5

ist Grad erhaltend und bijektiv.

iii) Ist E|K eine endliche Körpererweiterung, so ist E|K genau dann eine Galoiserweiterung, wenn
E5|K5 eine Galoiserweiterung. In diesem Fall ist

GalpE|Kq Ñ GalpE5|K5q

σ ÞÑ σ5

ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis: Um das Theorem zu beweisen, wird zunächst gezeigt, dass

Ẽ :�
¤

E1|K5 endl.

pW pOE1q{zW pOE1qqr
1
p
s � K

gilt, wobei z P W pOK5q � kerpϑq ein primitives Element in W pOK5q ist mit zW pOK5q � kerpϑq.
Dabei ist ϑ wie in 5.1 gewählt. Nach 1.4.15 ist M 1 :� K̂5 algebraisch abgeschlossen. Sei M :�
W pOM 1q{zW pOM 1qr 1

p s. Nach 2.9 und den Argumenten am Anfang des Beweises von 5.5 ist M ein
perfektoider Oberkörper von K �W pOK5q{zW pOK5qr 1

p s. Nach 5.5 gilt M 5 �M 1. Darüberhinaus ist
wegen 2.10M algebraisch abgeschlossen. Ẽ liegt inM , daW pOE11

q{zW pOE11
q undW pOE12

q{zW pOE12
q

in W pOE11E
1
2
q{zW pOE11E

1
2
q liegen. Nun wird gezeigt, dass Ẽ in M dicht liegt.
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Seien dazu
°8
n�0 p

nryn,0s � zW pOM 1q P OM , y0 :�
°8
n�0 p

nryn,0s und ε ¡ 0. Nach 4.11 ist 0  

|p � zW pOM 1q|M   1. Damit existiert ein N P N mit |pN � zW pOM 1q|M   p�N und ε   p�N .
Da O

K5 dicht in O
K̂5

liegt, gibt es ein y10 P O
K5 mit |y0,0 � y10|5 ¤ p�N . Damit ist y � ry10s �

py0,0 � y10, . . .q und somit y � ry10s � ry0,0 � y10s P pW pOM 1q. Sei y1 �
°8
n�0 p

nryn,1s P W pOM 1q mit
y � ry10s � ry0,0 � y10s � py1. Entsprechen werden y11 und y2 konstruiert mit |y0,1 � y11|5   p�N und
y1 � ry

1
1s � ry0,1 � y11s � py2 P pW pOM 1q. Auf diese Weise werden y10, . . . , y1N�1 P O

K5 , y0, . . . , yN P

W pOM 1q rekursiv konstruiert, sodass für yi �
°8
n�0 p

nryn,is die Abschätzung |y0,i � y1i|5   p�N und
y�
°i
j�0 p

jry1js �
°i
j�0 p

jry0,j�y
1
js�p

i�1yi�1 gilt. Sei x :�
°N�1
j�0 pjry1js PW pOK5py10,...,y

1
N�1q

q, wobei
K5py10, . . . , y

1
N�1q|K

5 endlich ist, da y10, . . . , y1N�1 P K
5. Damit ist x�W pOK5py10,...,y

1
N�1q

q P Ẽ. Es gilt
y�x �

°N�1
j�0 pjry0,j�y

1
js�p

NyN . Nach 4.8 gibt es ein stabiles Element ρ �
°8
n�0 p

nrxns PW pOM 1q

mit ρ�
°N�1
j�0 pjry0,j � y1js P zW pOM 1q. Im Beweis von 4.8 ist zu sehen, dass für dieses konstruierte

ρ die Abschätzung

|
N�1̧

j�0
pjry0,j � y1js � zW pOM 1q|M � |ρ| ¤ sup

nPt0,...,N�1u
|y0,n � y1n|5   p�N

gilt. Es ergibt sich

|py � zW pOM 1qq � px� zW pOM 1q|M � |py � xq � zW pOM 1q|M

� |p
N�1°
j�0

pjry0,j � y1js � zW pOM 1qq � ppNyN � zW pOM 1qq|M

¤ maxt|
N�1°
j�0

pjry0,j � y1js � zW pOM 1q|M , |p
N pyN � zW pOM 1qq|Mu   p�N   ε.

Das zeigt, dass Ẽ dicht in M liegt. Nach 1.3.10 ist ̂̃
E � M̂ � M . Da M algebraisch abgeschlossen

ist, ist Ẽ nach 1.4.16 separabel abgeschlossen. Ẽ ist darüberhinaus sogar algebraisch abgeschlossen,
da charpẼq � 0 ist. Also ist Ẽ � K.
i) Sei E|K eine endliche Körpererweiterung und E1|K eine endliche Körpererweiterung mit E � E1

und OE1 � W pOE11
q{zW pOE11

q für eine endliche Körpererweiterung E1
1|K

5. Dies ist möglich, da
nach den obigen Vorüberlegungen OK �

�
E1|K5 endl. W pOE1q{zW pOE1q ist. Sei o.B.d.A. E1

1|K
5 eine

endliche Galoiserweiterung. Nach 5.5 ist ordpGalpE1
1|K

5qq � rE1
1|K

5s � rE1|Ks. Im Beweis von 5.5
war zu sehen, dass GalpE1

1|K
5q � GalpE1|Kq gilt und dass E1|K eine Galoiserweiterung ist. Sei

H :� GalpE1|Eq � GalpE1|Kq � GalpE1
1|K

5q. Ebenfalls hat man im Beweis von 5.5 gesehen, dass
pW pOpE11q

H q{zW pOpE11q
H qqr 1

p s � EH1 � E ist. Dieser Körper ist nach 5.5 perfektoid.
ii) Die Umkehrabbildung ist

tE1 : E1|K5 endl. Körpererw.u ÞÑ tE : E|K endl. Körpererw.u
E1 ÞÑ pW pOE1q{zW pOE1qqqr

1
p s ,

denn nach 5.5 gilt für eine endliche Körpererweiterung E1|K5, dass ppW pOE1q{zW pOE1qqr
1
p sq

5 � E1

ist und nach 5.1 gilt für eine endliche Körpererweiterung E|K, dass pW pOE5q{zW pOE5qqr
1
p s � E ist.

iii) In 5.5 wurde gezeigt, dass E|K eine Galoiserweiterung ist, wenn E5|K5 eine Galoiserweiterung
ist. Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung. Seien ferner E1 und H wie im Beweis von i). Damit ist
H ein Normalteiler in GalpE1|Kq � GalpE1

1|K
5q. Daher ist die Körpererweiterung pE1

1q
H � E5|K5

eine Galoiserweiterung.
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5 Die Äquivalenz

Für einen perfektoiden Körper K der Charakteristik 0 ist der Funktor p�q5 nach 2.8 und 5.6 ei-
ne Kategorienäquivalenz von der Kategorie der endlichen Körpererweiterungen von K in die Ka-
tegorie der Körpererweiterungen von K5. Die Morphismen sind jeweils die isometrischen Körper-
homomorphismen über K bzw. K5. Er schränkt sich zu einer Äquivalenz von Galoiskategorien
tE|K : E|K endlich Galoisschu p�q

5

Ñ tE1|K5 : E1 endlich Galoisschu ein. Insbesondere gilt GalpE|Kq �
GalpE5|K5q für alle endlichen Galoiserweiterungen E|K. Aus dem Hauptsatz der unendlichen Galois-
theorie folgt daher:

Korollar 5.7
Ist K ein perfektoider Körper der Charakteristik 0, so sind die absoluten Galoisgruppen von K und
K5 kanonisch topologisch isomorph:

GalpK|Kq � GalpK5|K5q.

Der Fall K � Q̂prµp8s in 2.1 i) wurde zuerst von Fontaine und Wintenberger in [2] bewiesen. Die
Methoden waren allerdings anders.
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