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0 Einleitung

0 Einleitung

Im Jahr 1979 bewiesen Fontaine und Wintenberger [2], dass die Galoisgruppen der Vervollstandigung
von Qp[ sy~ ] und die Galoisgruppen der Vervollstéandigung von [ J,,. Fp((2)) [tz%”] isomorph sind. Spé-
ter wurde diese Aussage von Scholze verallgemeinert [I]. Diese Verallgemeinerung besagt, dass die
Galoisgruppen eines perfektoiden Kérpers K und seines sogenannten Tilts K° isomorph sind. Ein
Korper K mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag |- | und Restklassenkorper der Charakteris-
tik p ist perfektoid, wenn er vollstdndig ist, | K *| dicht in Rx¢ liegt und der Frobenius auf Ok /pOx
surjektiv ist. Der Tilt von K ist der Quotientenkorper des Rings Oy := {(an)nz0 € | [,,50 Ox /PO :
ah 1 = an}, wobei Ok der Bewertungsring des Korpers K bzgl. seines nicht-archimedischen Abso-
lutbetrags ist. Dieser ist ein perfektoider Korper der Charakteristik p.

Die vorliegende Arbeit handelt von der Tilting-Aquivalenz zwischen den endlichen Kérpererweiterun-
gen eines perfektoiden Korpers K und den endlichen Korpererweiterungen seines Tilts K. Dariiber-
hinaus wird gezeigt, dass L|K genau dann Galois ist, wenn L°|K” Galois und Gal(L|K) isomorph zu
Gal(L’|K") ist. Zunichst muss dazu bewiesen werden, dass fiir endliche Kérpererweiterungen L|K
auch der Korper L ein perfektoider Korper ist. Im Fall char(K) = p ist dies relativ leicht zu sehen,
jedoch fiir den Fall char(K) = 0 ist dies nicht unmittelbar klar. Fiir einen perfektoiden Korper F
der Charakteristik p ldsst sich mithilfe des Rings der Wittvektoren mit Koeffizienten in F', welcher
mit W (F') bezeichnet wird, ein perfektoider Korper der Charakteristik 0 konstruieren, sodass sein
Tilt isomorph ist zu F. Die Elemente des Rings sind Folgen, dessen Folgenglieder in F' liegen. Fiir
die Konstruktion eines perfektoiden Koérpers der Charaktersitik 0 aus F' wird ein spezielles Element
aus W(Op) gewahlt und das davon erzeugte Ideal aus W(Op) herausfaktorisiert. Der Tilt des Quo-
tientenkorper dieses Rings ist isomorph zu F'. Andererseits gibt es fiir einen perfektoiden Koérper K
der Charakteristik 0 einen Isomorphismus W(Og»)/zW (Og») = Ok, wobei z Erzeuger des Kernes
eines gewissen surjektiven Ringhomomorphismus 9 : W(Ogk») — Ok ist. Dadurch ist die Abbildung
{E : E|Kendl. Korpererw. } — {E' : E'|K’endl. Kérpererw.}, E + E” bijektiv.

Ein wichtiges Ziel dieser Arbeit war die Beweisstrategien transparent darzustellen und die Beweise
detailliert auszufithren. Grundlegend waren dazu die Vorlesung ,,p-adic Galois representations ¢ von
Herrn Prof. Dr. Kohlhaase und die Arbeit ,,New methods for (¢, I')-modules “ von Kiran Kedlaya [7].
Zunéchst werden im ersten Kapitel die Grundlagen besprochen. Da perfektoide Korper einen nicht-
archimedischen Absolutbetrag besitzen, werden Absolutbetridge und die daraus resultierenden Bewer-
tungsringe thematisiert. Dartiberhinaus beschéftigt man sich mit der Vervollstdndigung eines Korpers
mit nicht-archimedischen Absolutbetrag und der Fortsetzung eines nicht-archimedischen Absolutbe-
trags eines vollstdndigen Korpers mithilfe der Kérpernorm. Der projektive Limes wird im Abschluss
des Kapitels besprochen. Vor allem bei der Vollstandigkeitsfrage bestimmter Ringe ist dieser hilfreich.
Das zweite Kapitel handelt von dem Tilt eines perfektoiden Korpers. Dort wird gezeigt, dass auch
der Tilt ein perfektoider Korper ist und das Tilting funktoriell ist. Im dritten Kapitel wird eine neue
Ringstruktur auf BY fiir einen Ring B definiert. Diese heifit ,,Ring der Wittvektoren mit Koeffizien-
ten in B “ welche im darauffolgenden Kapitel eine grofie Rolle spielt, denn wie oben schon erwéhnt
wurde ist diese ein Werkzeug zur Konstruktion eines perfektoiden Korpers der Charakteristik 0 aus
einem perfektoiden Korper der Charakteristik p. Dartiberhinaus wird im vierten Kapitel die Isomor-
phie zwischen dem Tilt des konstruierten Korpers und dem zugrunde liegenden Korper iiberpriift. Im
letzten Kapitel wird gezeigt, dass fiir endliche Korpererweiterungen eines perfektoiden Korpers der

Charakteristik 0 der Erweiterungskorper auch perfektoid und das Tilting graderhaltend und bijektiv



0 Einleitung

ist. Abschlielend wird bewiesen, dass eine endliche Korpererweiterung L|K eines perfektoiden Kor-
pers K der Charakteristik 0 genau dann Galois ist, wenn Lb|K > Galois ist. Dariiberhinaus sind ihrer
Galoisgruppen isomorph.

Abschlieflend ist noch zur Notation Folgendes zu bemerken. Sei R ein Ring und I ein Ideal in R. Mit
gr,; wird in dieser Arbeit stets die Quotientenabbildung gg; : R — R/I, r +— r + I bezeichnet.
Mit pr; wird die Projektion bezeichnet, welche eine Folge auf sein i-tes Folgenglied abbildet. Fortse-
zungen und Einschrénkungen von Homomorphismen werden zur Vereinfachung in dieser Arbeit mit
dem gleichen Homomorphismus bezeichnet. Ist zwischen zwei Kérpern K und L ein Kérperhomomor-
phismus K — L gegeben, so wird K einfachheitshalber als Unterkorper von L aufgefasst. Fiir zwei

Korperelemente a,b € K sind ab~! und % gleichbedeutend.
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Basis fiir die Ausfiihrung der Unterkapitel 1.2 , 1.3 und 1.4 ist [4] Kapitel 2. Grundlegend fiir 1.5 war

die Vorlesung ,p-adic Galois representations “ von Herrn Prof. Dr. Kohlhaase.

1.1 Allgemeines zu Ringen

Lemma 1.1.1

Sei R ein Integritditsring.
i) Ist char(R) = p # 0 und I ein echtes Ideal von R, so ist char(R/I) = p.

it) Sei I ein Ideal von R. Ist die Charaktersitik von R/I eine Primzahl p, so ist char(R) = p oder
char(R) = 0.

Beweis: i) Da R ein Integritatsring ist, ist seine Charaktersitik eine Primzahl. Angenommen es gilt
char(R/I) = n < p. Dann ist p = nr + s mit 0 < s < n. Dies impliziert s+ 1 =p+I—rn+I =0+1.
Das ist ein Widerspruch zu char(R/I) = n.

ii) Angenommen char(R) = g > p und char(R/I) = p. Dann gibt es r,s € N mit ¢ = pr + s und
0<s<p Dannist 0+ =pr+I+s+1 = s+1I und somit ist char(R/I) < s < p. Dies widerspricht
char(R/T) = p. O

Lemma 1.1.2
Seien R ein kommutativer Ring mit Fins , p eine Primzahl und I ein Ideal mit pl € I. Seien ferner

a,be R und m e N mit a =b mod I". Dann ist a?" = b"" mod I"™*" fiir alle n € N.

Beweis: Der Beweis verliuft induktiv iiber n. Sei also n = 1 und P(X,Y) := YP7 0 Xiyr—1-i ¢
Z[X,Y]. Dann ist P(a,b) = P(a,a) = pa?~! mod I"™ und somit P(a,b) € I, da pa?~! € I. Es ergibt
sich also a? — b = (a — b)P(a,b) € I™I.

Gelte die Aussage fiir n > 0. Damit ist nach Voraussetzung einerseits a = b mod I™ und andererseits
a?" = b?" mod I™*". Es ergibt sich insgesamt (a?” )P’ = (b")P" mod ™" also P = 2"

mod I™mtn+l, O

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Besitzt R genau ein maximales Ideal, so heifit R lokaler
Ring. Offensichtlich ist die Menge aller Nichteinheiten von R das maximale Ideal, denn ein von einer
Nichteinheit erzeugtes Ideal liegt in diesem maximalen Ideal.

Fiir eine Nichteinheit x € R ist das Element 1—z eine Einheit. Angenommen 1—z ist eine Nichteinheit,

so ist auch 1 — x + z = 1 eine Nichteinheit.

Lemma 1.1.3
Sei R ein lokaler Ring, dessen mazimales Ideal m = mR ein Hauptideal ist und fir den ﬂjeN m/ =0

ist. Dann ist jedes von Null verschiedene Ideal a von der Form mJ := m?R fiir ein j € N.

Beweis: Fiir ein Element 7 € R\{0} gibt es genau ein n € N mit r € m™\m"**, da [, ;ym’ = 0 und
r # 0 ist. Es gilt dann r = m™u mit w € R\m = R*. Sei a # 0 ein Ideal . Wahlt man r € a\{0} und

schreibt man r = m™u wie oben, so folgt m™ € a. Nun wéhle n € N minimal mit m”™ € a. Damit gilt
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die Inklusion m™ C a.
Sei z € a\{0}. Dann gibt es genau ein s € N mit € m®\m**!. Wegen der Minimalitiit von n gilt

s = n. Also gibt es ein ro € R mit £ = m™ry und somit ist a € m". O

1.2 Absolutbetrage und Bewertungen

Ein Absolutbetrag eines Korpers K ist eine Funktion |- | : K — Rso mit folgenden Eigenschaften:
i) z]=0<2=0
ii) |zy| = |z||y| fir alle z,y € K
iii) |z + y| < |x| + |y| fur alle z,y € K (Dreiecksungleichung)

Er heifit nicht-archimedisch, wenn zusétzlich die verscharfte Dreiecksungleichung
|z + y| < max{|z], |y[}

fiir alle z,y € K gilt. Im Folgenden bezeichnet (K, |- |) einen Kérper K mit einem Absolutbetrag | - |
und heiit bewerteter Korper. Ist der Absolutbetrag nicht-archimedisch, so sagt man, dass (K, |-|)
ein nicht-archimedischer Korper ist.

Folgendes sind Absolutbetrige.
Beispiel 1.2.1

i)
2] = 1, zeK\{0}
e 0, z=0
ii) Sei K € {Q,R}.

2] z , =0
Tk =
K -z , <0

Der Absolutbetrag in Beispiel i) wird auch trivialer Absolutbetrag genannt.
Lemma 1.2.2
Sei (K, | . |) ein bewerteter Korper. Dann gilt | |:v| — |y| lr < |33 — y|

Beweis: Es gelten |x| < |:17 — y| + |y| und |y| < |:17| + |:z: — y| Damit ist |x| — |y| < |z — y| und
—(|x| - |y|) < |ac - y| Also gilt | |33| - |y| Ik < |x — y| O

Sei (K,|-|) ein Kérper. Mit d(z,y) := |r — y| wird K zu einem metrischen und somit zu einem
topologischen Raum.
Fiir einen Absolutbetrag |- |ist |[1| =1, da 1| =|1-1| = |1||1| und |1]| # 0.

Zwei Absolutbetriage von K heiflen Aquivalent, wenn sie die gleiche Topologie auf K definieren.
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Lemma 1.2.3
Zwei Absolutbetrage |- |1 und |- |2 von K sind genau dann dquivalent, wenn |z|1 = |x|§ fir allex € K

mit festem s € R ist.

Beweis: Seien |- |; und |- |2 d4quivalent. Dies impliziert, dass die Mengen der konvergenten Folgen,
bzw. die Mengen der Nullfolgen bzgl. | - |; und | - |2 gleich sind. Sei zunéchst |- |; der triviale Abso-
lutbetrag. Eine Folge (x,,)n>0 konvergiert bzgl. | - |1 genau dann gegen x, wenn ein N € N existiert,
sodass z,, = x ist fiir alle m > N. Angenommen | - |2 ist nicht trivial. Dann gibt es ein € K mit
0 < |z|]2 < 1. Die Folge (2™),=0 ist eine Nullfolge, welche bzgl | - |; nicht konvergiert. Das steht im
Widerspruch zur Aquivalenz. In diesem Fall ist s = 1.

Seien nun beide Absolutbetrige nicht trivial.

Fiir einen Absolutbetrag | - | ist die Folge (2™),>0 genau dann eine Nullfoge bzgl. |- |, wenn |z]| < 1
ist. Damit ist also fiir |z|; < 1 die Folge (2™),>0 eine Nullfolge bzgl. | - |; und somit eine Nullfolge
bzgl. | - |o. Folglich ist |z]o < 1.

Sei y € K mit |y|; > 1 und z € K\{0}. Dann ist |z|; = |y|7 fiir ein € R, da f : R — Rsg, 2 +— a” mit
festem a € Ro\{1} eine stetige und bijektive Abbildung ist. Sei (}*);>0 mit n; > 0 rationale Folge,

my

die von oben gegen 8 konvergiert. Dann ist |z); = |y|f < |y|;" . Aufgrund der zweiten Eigenschaft
eines Absolutbetrags folgt |yz#|1 < 1 und wegen der Aquivalenz ist |%|2 < 1. Damit ergibt sich

my

xly < |ylo . Wegen der Stetigkeit der Abbildun ilt |2}y < |y|2. Analog folgt |x|s > |y|? und
|| Yl g g gfeg ylo g folg ylo

somit ist |z]y = |y|5. Sei s := %. Dann ist |z|; = |z|} fir alle x € K\{0}, da nach o.g. stets
log|zy _ loglyli (

foglel: = "Iyl 81

Existiere nun umgekehrt ein s € R.g mit |z]; = |z|§ fir alle € K. Sei zunichst |- |; der triviale

Absolutbetrag. Dann gilt fiir alle x € K\{0}, dass 1 = |z|; = |z|} ist. Damit ist |z|s = |y|2 fiir alle
z,y € K\{0} und somit ||y = |1]o = 1. In diesem Fall wird also offensichtlich die Aquivalenz der
beiden Absolutbetréige erfiillt.

Seien beide Absolutbetrdge nicht trivial mit |x|; = |z|5 fir ein s € R~ und sei U eine offene Menge
bzgl. |- |1 und 2 € U. Dann gibt es ein € > 0, sodass B.|,(7,¢€) :={ye K : |z —y|1 <e} = {ye K :
lr—yli<e}={yeK:|z—ylp<e }= By, (z, ¢*”') € U. Die Menge U ist also auch eine offene
Menge bzgl. | - |2. Umgekehrte Inklusion folgt analog. O

Lemma 1.2.4
Seien | - |1 und | - |2 nicht-triviale Absolutbetrige von K. Die beiden Absolutbetrige sind genau dann

dquivalent, wenn fir x € K mit |z|1 < 1 folgt, dass |x|2 <1 ist.

Beweis: Die erste Implikation folgt aus [I.2.3]

Sei z € K* mit |z|; > 1. Dieses x existiert, da |- |; nicht-trivialer Betrag ist. Seien y € K> und

B = igil‘zt Dann ist |z|; = |y|f Sei (% );>0 eine rationale Folge mit n; > 0, die von oben gegen 3
mg
W ni

konvergiert. Dann gilt |z|; = |y|f < [yly" . Damit ist |75

1 < 1. Nach Voraussetzung gilt demnach

my

;”LZ 2 < 1, also |z]z < |yl;" . Es folgt |z|s < |yl5. Ist nun (3+)izo rationale Folge, die von unten
gegen 8 konvergiert, so ist |z]y > |y|5. Insgesamt folgt |z]> = |y|5. Setze nun s := izaﬂi = igémi
Dann |z|; = |z|§ fir alle z € K. Mit folgt, dass | - |1 und | - |2 dquivalent sind. O
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Sei K ein Korper. Eine Funktion v : K — R U {00} mit
i) viz)=ww<ez=0

) v(ay) = vlz) + ()

iil) v(z +y) = min{r(z),v(y)}

heifit Bewertung von K.
Fiir Elemente x € K* ist v(z) = v(—=z), da v(1) = 0 ist. Dies folgt aus der Gleichung v(1) =
v(1) +v(1).

Lemma 1.2.5
Fiir v(z) # v(y) gilt v(z +y) = min{v(z),v(y)}.

Beweis: Sei 0.B.d.A. v(z) < v(y). Angenommen v(z + y) > min{v(z),v(y)} = v(z). Dann ist
V(@) = v((z +5) — y) > minfulz + ), v(y)}-
Ist v(x 4+ y) = v(y), dann folgt v(x) = v(y). Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Ist v(y) = v(z + y), so folgt v(z) = v(z +y) > v(x) . Dieser weitere Widerspruch liefert die
Behauptung. O

Genauso kann man zeigen, dass fiir einen nicht-archimedischen Absolutbetrag mit |z| # |y| die Glei-
chung |z + y| = max{|z], |y|} gilt.

Fiir eine Bewertung v von K und ¢ € Rwq ist |- |, := ¢~*() ein nicht-archimedischer Absolutbetrag
von K, da fiir 2,y € K die Ungleichung |z + y|, = ¢~7(#+¥) g g mintv(@)v@)} = gmax{-v(z),—v(y)} =
max{—v(z),—v(y)} = max{|z|,,|y|.} gilt. Dieser heifit, der zu v und q zugehorige Absolutbe-
trag.

Beispiel 1.2.6

i) Seien ¢ € R-; und |- | ein nicht-archimedischer Absolutbetrag von K und sei
—log,[z] . = #0
I/|.|($) = { 4
o , xz=0.

Dann ist v}, eine Bewertung von K. Die ersten beiden Eigenschaften sind offensichtlich erfiillt.
Seien z,y € K\{0}, dann ist

v(r +y) = —log, |r + y| = —log, max{|z|, [y|} = min{-log, |z|, —log, ly[} = min{v(x),v(y)},

da log, fiir ¢ > 1 monoton steigend ist.

ii) Sei p eine Primzahl. Dann ist

o , =0
I/p(],‘) = (L])”L
m-n , T = bp™

eine Bewertung von Q, wobei a, b, m,n € Zund a,b ¢ (p) := pZ. Wiederum sind die ersten beiden

Eigenschaften erfiillt. Seien x = ‘Z%:,y = Zf]: € Q mit a,b,¢,d,m,n,r,s € Z und a,b,c,d ¢ (p).
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ap'm—}-sd_,’_cbpr—{-n )

Dann ist v,(z) =m —n und vp(y) =7 — 5. Es gilt v,(2 +y) = v (L7575

Fiir m + s = min{m + s,r + n} ist
min{m + s,r+n}—(n+s)=m+s—n—s=m—n=min{m—n,r — s}.
Aus r +n = min{m + s, + n} folgt

min{m+s,r+n}—(n+s)=r+n—n—s=r—s=min{m—n,r —s}.

Die Bewertung in Beispiel ii) wird als p-adische Bewertung bezeichnet. Der zu v, zugehérige
Absolutbetrag | - |, := p~*»() heiBt p-adischer Absolutbetrag.

Zwei Bewertungen v1, v heiflen dquivalent, wenn ein s € R existiert, sodass 1y = sy, ist.
Offensichtlich folgt aus der Aquivalenz der Bewertungen die Aquivalenz der zugehérigen Absolutbe-

trage.

Sei v eine Bewertung von K mit zugehorigem Absolutbetrag | - |,. Dann definiert man Ok :=
{zeK:vz)20={zeK:|z|, <1}, 0 ={ze K :v(z) =0} ={zre K :|z|, =1} und
mg ={re K :v(z) >0} ={xeK:|z|, <1}. Falls klar ist, iiber welchen Kérper Og und mg
betrachtet werden, werden diese Mengen mit O und m abgekiirzt.

Proposition 1.2.7
Sei K ein Korper mit einer Bewertung v. Dann ist O ein lokaler Integritdtsbereich mit Einheiten-

gruppe O™ und dem mazimalen Ideal O\O* = m.
Beweis: Die Ringaxiome etc. sind leicht nachzurechnen. O

Sei K ein Korper. R heifit Bewertungsring von K, falls fur alle x € K folgt, dass * € R oder
27! € R. Ist R dariiberhinaus ein Hauptidealring, so heifit er diskreter Bewertungsring.

O ist ein Bewertungsring von K, da fiir alle z € K die Gleichung v(z~!) = —v(x) gilt.

Fiir einen Integrititsring R wird mit Quot(R) sein Quotintenkorper bezeichnet. Offensichtlich ist also
Quot(O) = K. Der Korper O/m heifit Restklassenkorper von O.

Eine Bewertung v von K heifit diskret, wenn v(K) einen kleinsten positiven Wert s enthélt.

Proposition 1.2.8
Sei v eine diskrete Bewertung von K mit s > 0, sodass v(x) = s > 0 minimal fiir ein x € K*. Dann
ist v(K*) = sZ.

Beweis: Sei n € N. Dann ist v(2") = ns und v((2") ') = —ns. Daher gilt sZ € v(K*).
Angenommen es existiert ein y € K* mit v(y) ¢ sZ und 0.B.d.A. v(y) > 0. Somit gibt es ein m € N,
sodass sm < v(y) < s(m + 1) ist. Daraus folgt die Ungleichungen 0 < v(y) — sm < s. Also ist
0 <v(y) +v((z™) 1) < s und somit 0 < v(yz~™) < s. Dies steht im Widerspruch zur Minimalitéit

von s. 0

Eine diskrete Bewertung heifit normiert, falls der kleinste positive Wert s = 1 ist. Dividiert man

eine diskrete Bewertung durch den kleinsten Wert, so erhdlt man eine zu v dquivalente normierte

10
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Bewertung. Dadurch dndern sich O, O* und m nicht.

Ein Element 7 € O mit v(7) = 1 heifit uniformisierendes Element.

Lemma 1.2.9
Sei v eine normierte Bewertung von K und sei w ein uniformisierendes Element. Ist x € K*, dann

gibt es eine eindeutige Darstellung x = ur™ mit m € Z und u e O*.

Beweis: Sei € K* und v(z) = m € Z. Es gilt v(7~™) = —m und somit v(zw~™) = 0. Also ist

™. Sei x = u/7™ mit v € O eine weitere Darstellung, so ist

w:=zr~™ e O und somit ¥ = unw
m = n, da v(v') = 0. Dies impliziert (u — u')7™ = 0. Da O ein Integritatsbereich ist, muss v = v’

sein. O

Lemma 1.2.10

Sei v eine normierte Bewertung von K und sei m ein uniformisierendes Element.
; n —

Dann ist (), 7O = 0.

Beweis: Sei « € [),.y 7" O. Angenommen es gilt « # 0. Nach gibt es eine eindeutige Dar-
stellung z = ur™ mit m € N und v € O*. Das Element z liegt demnach nicht in 7™*+'O. Dies

widerspricht der Voraussetzung. O

Korollar 1.2.11
Sei v eine normierte diskrete Bewertung von K und O sein diskreter Bewertungsring. Die von Null
verschiedenen Ideale des diskreten Bewertungsrings sind m™ = "0 = {x € K : v(z) = n} mitn >0

und m uniformisierendes Element gegeben.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus [1.2.7] [[.2.10] und [T.1.9} O

Lemma 1.2.12
Sei (K, |-|) ein bewerteter Korper und O sein Bewertungsring mit mazimalen Ideal m. Fir m,n € m

ist genau dann |m| < |n|, wenn mO € nO gilt.

Beweis: Seien m, n € m mit |m| < |n|. Im Fall n = 0 gilt auch m = 0 und daher auch mO = nO = 0.

m

< 1. Fir m gilt somit nn~'m e nO.

Andernfalls ist n 'm € O, da |n"1m| =

Sei mO € nO. Dann gibt es a € O mit m = an und somit ist |m| = |an| = |a||n| < |n|. O

Lemma 1.2.13
Sei (K,| - |) ein nicht-archimedischer Korper. Dann ist jedes Hauptideal in O abgeschlossen in K.

Insbesondere ist O abgeschlossen.

Beweis: Sei a € O und = € K\aO. Dies ist nach [1.2.12] gleichbedeutend zu |z| > |a|. Dann ist
By(x,|z]) = {y e K : |z —y| < |z|]} € K\aO, da fiir z € By (z,|z]) gilt |2| = |z =2 + 2| =

max{|z —z, |2[} = |z[ > |a]. =

(K,|-|) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in K konvergiert.

11



1.3 Vervollstdndigung 1 Grundlagen

Theorem 1.2.14

Sei K ein Korper mit diskreter Bewertung v, der bzgl. des zugehorigen Absolutbetrags vollstindig ist
und dessen Restklassenkiorper mit char(O/m) = p # 0 perfekt ist, d.h. der Frobenius ist surjektiv.
Dann gibt es eine eindeutige multiplikative Abbildung s : O/m — O, sodass qom © 8 = ido/m-
Dariiberhinaus ist s(0) = 0 und s(1) = 1.

Beweis: Sei z € O/m. Da O/m perfekt ist mit Charakteristik p # 0, gibt es a; € O, sodass
om(a1)? =z und 0m(ai+1)? =om (ai) ist. Da o,m(ai+1)? =om (af1) =om (ai), ist af,, = a;

i+1 . k3
mod m. Nach gilt ¥, = a mod m*T!. Damit ist (a! );>0 eine Cauchyfolge in O wegen

1.2.10| und konvergiert wegen [1.2.13| und der Vollstdndigkeit von K in O. Setze s(z) := lim;_, afl.

Da ¢,m per Definition stetig ist (Offenheit in O/m wird iiber ¢, definiert), ist

om0 8(z) =om (lim afi) = lim o,m(afi) = lim = lim z = z.
11— 1L 1—>0 1L

Damit gilt o m 05 = ido/m-
Es muss noch gezeigt werden, dass obige Konstruktion der Folge wohldefiniert ist. Sei dazu (b;):>0
wie oben konstruiert. Dann ist oym(ai)pi =T =0m (bi)pi und wegen der Injektivitdt des Frobenius
ist o.m(ai) =om (b;) und somit a; = b; mod m fiir alle ¢ > 0. Mit folgt nun afi = b];l
mod m**! und es gilt nach die Gleichheit lim; o, a? = lim; o O ", Damit folgt automatisch
die Multiplikativitét von s, da der Limes multiplikativ ist und s(0) = 0 und s(1) = 1, da die Folgen
entsprechend gewéhlt werden kénnen.
Es ist nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu §: O/m — O eine multiplikative Abbildung mit
Om ©38 =o/m und z € O/m. Dann ist om(s@P ) =om (5(zF ")), also s(zP ) = 5P ') mod m
und mit folgt

—i i —1i i

s(z) = s(zP )P =35(aP )P =35(z) mod m't!

fir alle ¢ > 0. Damit ist s = s. O

Lemma 1.2.15
Seien O1 und Oy Bewertungsringe mit den maximalen Idealen my bzw. my und v : O1 — Oy ein

Ringhomomorphismus mit y(my) S my. Dann ist v stetig.

Beweis: Seien |- |1 und |- |2 jeweils die zu den Bewertungen von O; und Oy zugehdrigen Abso-
lutbetrage und x € O und € > 0. Seien ferner m; € my; und my := vy(mq). Dann gibt es ein j € N,
sodass € > |mo} ist. Fiir § = |m; |} und y € By, (z,0) ={z€ O1: [z — x| < |mal]} gilt Wegen
, dass y — z € m] Oy und somit v(y — x) € myOs. Damit ist |y(y) — y(z)]2 = |v(x — y)|2 < |mal) <.

O

1.3 Vervollstandigung

Im Folgenden wird aus einem beliebigen bewerteten Korper (K, |-|) ein vollstandiger Korper (I? 1)
konstruiert, sodass K in K dicht und isometrisch eingebettet werden kann. Dafiir sind noch einige
Vorbereitungen nétig.

Fiir einen bewerteten Korper (K, |- |) wird die Menge aller Cauchy- bzw. Nullfolgen mit C(K) bzw.
N(K) bezeichnet.
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1.3 Vervollstdndigung 1 Grundlagen

Lemma 1.3.1

C(K) ist bzgl. der komponentenweise Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring mit 1.

Beweis: Seien (ap)n>0, (bn)nz0 € C(K) und ¢ > 0. Dann gibt es ein N € N, sodass fiir alle
m,n = N gilt |(an, +bm) — (an +b,)| < |am — an| + [bm — by| < €. Daher ist (C(K), +) abgeschlossen.
Das zu (an)nzo0 inverse Element ist (—an)nz0 , welches offensichtlich in C(K) liegt. Aufgrund der
Beschranktheit der Cauchyfolgen gibt es ein S € Ry mit |a,| < S und |b,| < S fiir alle n € N. Sei
N e N, sodass fiir alle m,n > N gilt |a,, —an| < 55 und |by, — by| < 55. Dann gilt |a,,by, — anby| =
|@mbm — b + by — nby| < |am||bm — by| + |bul|am — an| < S35 + S35 = €. Damit ist (C(K),)
abgeschlossen und (C(K), +,-) ist ein Ring mit 1 = (1),0. O

Lemma 1.3.2
Sei (K,|-|) ein nicht-archimedischer Korper. Seien ferner (an)n=0 € C(K)\N(K) und (by)n=0 €
C(K).

1) Eine Folge (c,)n=0 ist genau dann eine Cauchyfolge in K, wenn fir alle € ein N € N existiert,

sodass fir alle n = N gilt |¢,, — cpy1| < €.
it) Alle, bis auf endlich viele Folgenglieder von (an)n=0 sind von Null verschieden.
iit) Es gibt ein 6 > 0 und N € N, mit |a,| = d fir allen > N.
i) Sei by, # 0 fir nur endlich viele n. Dann ist (an)n>0 + (bn)nz=0 € C(K)\N(K).

Beweis: i) Sei € > 0 und N € N, sodass fir alle n > N gilt |¢, — ¢pt1] < €. Aufgrund der
verschérften Dreiecksungleichung ist |¢,, —¢pn| = |¢m — ¢m—1 + Cm—1—Cm—2+Cm—2+ ... + Cpe1 —cn| <
max{|cm — ¢m—1|,- - |Cn+1 — |} < €. Somit ist (¢, )n>0 eine Cauchyfolge.

ii) Angenommen es gibt unendlich viele n € N mit a,, = 0. Da (ay,)nz0 eine Cauchyfolge ist, existiert
nach i) ein € > 0 und ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt |a, — an41| < €. Da unendlich
viele Folgenglieder gleich Null sind, gibt es ein ng > N mit a,, = 0. Daher gilt fiir alle n > ng die
Ungleichung |a,| = |an —no| = |an —@n-1+an—1— .+ Qngt1 — no| < maz{|an —an_1l,...,|ano+1—
Gny|} < €. Das ist aber nicht moglich, da (a,)n=0 keine Nullfolge ist.

iii) Angenommen fiir alle 6 > 0 und fiir alle N € N gibt es ein n > N mit |a,| < J. Da (an)n>0 eine
Cauchyfolge ist, gibt es fiir % > 0ein N € N, sodass |am, — a,| < g fir alle m,n > N ist. Sei ng = N
mit |an,| < $. Fiir alle n > ng gilt dann |an| = |an — @ne + any| < |an — @ng| + |@n,| < 8. Dies steht
aber im Widerspruch zu (a,)n=0 ¢ N(K).

iv) Angenommen (a,, + by,)n>0 ist eine Nullfolge. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N € N; sodass fiir alle
n = N gilt |a, + by| < e. Nun wird Ny = N so gewéhlt, dass b, = 0 fir alle n > N ist. Dann ist

lan| < € fir alle n = Ny. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,. O

Lemma 1.3.3
N(K) ist ein mazimales Ideal in C(K).

Beweis: Offensichtlich ist N(K) ein Ideal in C(K). Sei a ein Ideal von C(K) mit a 2 N(K). Ist
(an)nz0 € A\N(K) € C(K)\N(K), so sind nach ii) fast alle Folgenglieder von Null verschieden.
Sei (by)nz0 mit b; # 0 fiir alle s € N mit a; = 0 und alle restlichen Folgenglieder gleich Null. Die Folge
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1.3 Vervollstdndigung 1 Grundlagen

(bn)n=o ist offensichtlich eine Nullfolge. Mit iv) folgt (¢n)n=0 := (an + bn)nzo € C(K)\N(K).
Nach [1.3.2]iii) gibt es ein § > 0 und ein N € N, mit |c,| > § fiir alle n > N. Seien € > 0 und N € N,
mit |¢,, — ¢,| < €2 fiir alle m,n > N. Dann ist |i — i| = [2=tn] = ¢, — 6m|ﬁ\c71n| < %2 =e.
Also ist (;-)nz0 € C(K).

Damit ist fiir (cp)nz0 € a und ()20 € C(K) auch (¢n)nz0(E)nz0 = (a0 € a. Also ist a = C(K)

n Y Cn

und N(K) ist ein maximales Ideal. O

Lemma 1.3.4
Sei A dicht in (K,|-|) und f: A — F eine Isometrie in einen vollstindigen Korper (F,|-|r). Dann

gibt es eine eindeutige Isometrie g : K — F, welche f fortsetzt.

Beweis: Da A dicht in K ist, gibt es fir alle a € K eine Folge (ay,)n=0 in A, sodass a Grenzwert
dieser Folge ist. Damit ist sie auch eine Cauchyfolge in A und folglich ist (f(ay))n=0 eine Cauchyfolge
in F, da f eine Isometrie ist. Aufgrund der Vollstandigkeit des Korper F', konvergiert (f(ay))n=0 in

F'. Folgende Zuordnung erfiillt die eindeutige Fortsetzung der Isometrie f :

g: K — F
lim (ap)n=0 lim (f(an))n=0
n—ow n—w0

Zunéchst wird gezeigt, dass g wohldefiniert ist. Seien (ay)n=0 und (b,),>0 Folgen in A, die gegen

a € K konvergieren. Sei

az, n gerade

(cn)nz0 = = (b1, a1,b2,a2,...).

br+1  n ungerade
2 nz=0

Sei € > 0 und seien N1, Ny € N, sodass fiir alle n > Ny gilt |a — a,| < € und fir alle n > Ny gilt
la — b,| < e. Dann wihle N = 2max{Ny, No}. Damit gilt fir alle n > N’, dass |a — ¢,| < € ist.
Die Folge (f(cn))n=0 konvergiert gegen ein b € F. Da (f(an))nz0 und (f(b,))n=0 Teilfolgen der Folge
(f(cn))n=0 sind, konvergieren sie ebenfalls gegen b € F.

Nun ist zu zeigen, dass g‘ = f ist.

Sei a € A. Dann ist g(a) = g(limy,— o (an)nz0) = imy0 (f(an))nzo0 = f(a).

Seien k1, ky € K und (an)n=0, (bn)n=0 Folgen in A, sodass k1 Grenzwert von (ay,)n>0 und ko Grenzwert

von (by)n=o ist. Dann ist

(k1) = g(ko)lr = [ lim f(an) = lim f(bn)[r = lim [f(an) = f(bn)|r
= lim |a, — by| = | lim a, — b,| = |k1 — k2.
n—od n—x0
Da Isometrien stetig sind (0 = ¢€), gilt fiir konvergente Folgen (a,)n>0 mit Grenzwert a, dass

lim,,—, o f(an) = f(a) ist. Daher ist f per Konstruktion eindeutig, denn fiir eine Isometrie h : K — F
gilt h(a) = lim, o h(ay,) = lim,—o f(a,) = g(a). O

Lemma 1.3.5
Sei (K, |-|) ein Korper, (F,|-|r) vollstindiger Korper und 1 : K — F eine Isometrie. Ist «(K) dicht in

F, so existiert fiir jeden vollstandigen Korper (L,|-|1) und jede Isometrie ' : K — L eine eindeutige
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1.3 Vervollstdndigung 1 Grundlagen

Isometrie f : F — L, sodass das Diagramm

kommutiert.

Beweis: Sei «(K) dicht in F' und (L, | - |z) vollstdndig. Da ¢ eine Isometrie und somit injektiv ist,
ist : 7! : 4(K) — K eine Isometrie. Sei // : K — L eine Isometrie. Dann ist h := 1 017! : ((K) — L
eine Isometrie. Nach gibt es eine eindeutige Fortsetzung f : F' — L, sodass f eine Isometrie ist.
Fiir alle k € K ist dann fou(k) = hou(k) = o L ou(x) = /(). O

Tatsdchlich gilt von auch die umgekehrte Implikation. Diese ist aber fiir Weiteres nicht relevant.

Theorem 1.3.6
Sei (K,|-|) ein nicht-archimedischer Kérper. Dann gibt es einen bis auf isometrische Isomorphie
eindeutigen nicht-archimedischen Korper (IA(,| - |*) und einen Korperhomomorphismus ¢ : K — K
mit
i) o ist eine Isometrie.
i) K) € K ist dicht.
iii) (K,|-|*) ist vollstindig.
Beweis: Sei K := C(K)/N(K). Dies ist nach ein Korper. Im Folgenden wird gezeigt, dass

die Zuordnung

| : |/\ : I? g RZO
(an)n>0 + N(K) — IEI%O |an|

cin Absolutbetrag von K ist. Zuniichst wird gezeigt, dass |(an)ns0 + N(K)|* € Rsq ist. Sei dafiir
(an)nz0 € C(K). Dann gibt es fiir e > 0 ein N € N, sodass fiir alle m,n > N gilt |a, — an,| < e. Mit
[1.2.2] folgt dann | |an| — |am| [r < |an — am| < €. Damit ist (|ay|)n=0 eine Cauchyfolge in R und somit
konvergent und der Grenzwert ist nicht negativ.

Seien (an)nz0, (bn)nzo0 € C(K) mit (an — by)nzo € N(K). Dann ist 0 < lim,—q | |an| — |bn] |r <
lim,,—, 5 |an, — bp| = 0. Die Folgen (Jan|)nz0 und (|by|)n=0 haben somit den gleichen Grenzwert und
|- | ist eine wohldefinierte Abbildung und offenbar ein Absolutbetrag.

Die Abbildung | -|* ist offenbar ein Absolutbetrag.

Der Kérperhomomorphismus

K

. K
a (a)nBO‘l'N(K)

—
—

ist eine Isometrie, da |c(a)|” = [(a)nz0 + N(K)|* = lim,— |a| = |al.
Ferner ist (K) € K dicht. Sei dazu (an)nso + N(K) € K. Dann konvergiert die Folge ((am)ns0 +
N(K))mz0 = ((a0)n=0 + N(K), (a1)nz0 + N(K), (a2)nz0 + N(K),...) gegen (an)nzo + N(K), da

lim |(an)nz0 + N(K) — ((am)nz0 + N(K))|* = lim lim |a, — a,| =0.
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1.3 Vervollstdndigung 1 Grundlagen

Es ist noch zu zeigen, dass (IA(,| - |*) vollstéandig ist. Sei (A,)n>0 eine Cauchyfolge in K. Da «(K)
dicht in K ist, gibt es ap, € K, sodass 0 < [Ap — ((am)ns0 + N(K))|* < L. Damit ist die Folge
(Am—((@m)nz0+N(K)))mso eine Nullfolge in K. Also ist ((am)nz0+N(E))m=0 = (Am)ms0—(Am—
((@m)n=0+N(K)))mso0 eine Cauchyfolge. Es ist |ap —a;| = |t(ar—a)|* = |e(ag) —e(a)|” = |(ak)nz0+
N(K)—(a;)nz0+ N(K)|”. Damit ist auch (a,)n>0 eine Cauchyfolge in K. Sei A := (an)nz0 + N(K).

Dann ist

(A - Am)mBO = (A - ((am)nBO + N(K)))mZO - (Am - ((am)nZO + N(K)))mZO
= ((an = am)nz0 + N(K))mz0 — (Am — (@m)nz0 + N(K))m=o0,

wobei der erste Summand eine Nullfolge ist, weil (a,,)n=0 eine Cauchyfolge ist und der zweite Sum-
mand aufgrund obiger Konstruktion eine Nullfolge ist. Somit ist (I/(\' .| -17) vollstandig.

Zuletzt ist noch zu zeigen, dass (K, |- |*) bis auf Isomorphie cindeutig ist. Seien dazu (K| - |) ein
Korper, (IA( |-|*) und (K, |- |~) vollstéindige Kérper mit Isometrien . : K — K und 7 : K — K, sodass
W(K) € K dicht und i(K) € K dicht ist. Dann gibt es nach |1 eindeutige Isometrien f : K — K
und g : K — K sodass

)

K—M

<

K

N

Dann muss go f = idf{ und fog = id% sein. Die Korper K und K sind also isometrisch isomorph. [

-
~

) <o

Der Korper (I? ,|-1") wird Vervollstiandigung von (K, |- |) genannt.

Proposition 1.3.7
Sei (K, |-|) ein vollstandiger diskreter Korper mit Bewertung v und S € Ok ein Reprisentantensystem

von Ok /m mit 0 € S und m uniformisierendes Element.

i) Fir mg € Z und am, € S und m = mqg konvergiert die Reihe ) amm™ in K.

mz=mg

it) Jedes Element x € K ist von der Form ),
fiir fast alle m € Zg gilt a,, = 0. Insbesondere gilt

mez @mT™ mit eindeutigen Elementen a,, € S, sodass

0, am =0 fir alle meZ
v(z) = .
min{m € Z : a,, # 0}, sonst

Beweis: 1) Es gilt v(amm™) = v(am) + m = m, da a,, € O ist und somit v(a,,) = 0 gilt. Damit

it (amT™™)mzmo bzgl || = ¢7¥¢) mit ¢ > 1 eine Nullfolge in K. Die Folge (3} g QAT )nzm, ist eine

Cauchyfolge, denn fiir € > 0 und N, mit € > ¢~ Ne gilt fiir alle m > n > N.

|Z:‘imo a;m' — Z?:mo am'l, = | XL, 'y Smaxniicicmilan} < q ~)

< g Ne<e
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1.3 Vervollstdndigung 1 Grundlagen

Dabei gilt max,, 1 1<i<m{|aim’],} < ¢~ ™Y, da fiir a; # 0 ist a; € OF = Ox\m. Also ist |a;|, = 1 und
somit |a; 7|, = ¢ ".
Da K vollstindig ist, konvergiert die Reihe Y

ii) Sei x € K*. Induktiv wird nun die Existenz einer solchen Reihendarstellung fiir x gezeigt. Dazu

m
mzmo AT

m

nemg @nT". Sei mg 1= v(z) € Z. Es

wird eine Nullfolge (2 — Sp)m>m, konstruiert mit s,, = Y,
geniigt zu zeigen, dass es a; € S gibt mit v(z — s,,) > m fir alle m > mg, denn dann ist fir
€ > 0 mit N, € N und ¢ > ¢ V¢ offensichtlich |z — s,,,|, < € fiir alle m > N.. Fiir m = my gilt

v(zwr="™) = v(z) — v(x™°) = 0. Damit ist zn~™ € Oj. Es gibt also ein a,,, € S\{0}, sodass

—m my

™ — @, € m und somit v(zTT™ — @y, ) > 0 ist. Dies impliziert v(z — apm7™) > v(7™0) = my.
Gelte nun nach Induktionsvoraussetzung v(z — s,,) = m + 1 und somit v((z — sp,)7 ™+1) > 0.
Also ist (2 — 8,,)7 (MY € O und somit gibt es a,41 € S, sodass (z — s,,)7 "+ —a,, 11 € m ist.
Folglich ist v(z — spy1) = V(2 — 8 — A1 ™™ L) > m + 1.

Nun muss noch die Eindeutigkeit dieser Darstellung gezeigt werden. Zunéchst wird gezeigt, dass die
Reihe, wie in obiger Konstruktion bei mg beginnt. Dafiir wird die Gleichheit v(},, -, amn7™) =
min{m € Z : a,, # 0} bewiesen. Sei dazu n = min{m € Z : a,,, # 0} < co. Dann gilt fir alle m > n,
dass a,,m™ € " T1Of ist. Da nach 7"+ Oy eine abgeschlossene Menge in K ist, konvergiert

die Folge (Z?lnﬂ i) mzns1 in 71Ok Dann ist

v} amm™) = v(a,m" + mz;n am ™) = min{v(a,n"), V(mgn ™)}

= n = min{a,, # 0},
MEZL

da a, € O, also v(a,) = 0 und v(};
Seix = ZMZWLO A, = Zm?Wo by ™™ mit ayy,, by, € S. Fir z = 0 sind fiir alle m € Z die Koeflizienten
G, by, gleich Nully da v(z) = v(0) = 00 = min{m € Z : a,, # 0} ist.

Sei nun x # 0. Es gilt (amg — bymo)7™° = X, -, (b — )7 und deshalb gilt v((am, — bpmo)7™) >

mg. Somit ist Gy, — b, € M, da aber ap,,bny, im Reprisentantensystem S von O /m liegen, ist

mon @mT™) = n + 1 ist Also muss die Reihe bei mg beginnen.

Gmo = bm,. Induktiv folgt nun, dass a,, = by, fiir alle m > my ist. O

Lemma 1.3.8
Sei (K, |- |) ein nicht-archimedischer Koérper der Charakteristik 0 mit Bewertungsring Ok und
char(Og/my) = p. Sei Oz der Bewertungsring der Vervollstindigung K von K. Dann ist

OK/pOK = OE/pO§
Beweis: Betrachte die Zuordnung

/: Og/pOx — (’)g/p(’)k
a+pOk — a)+pOgz,

wobei ¢ wie im Beweis von definiert ist. Die Behauptung ist, dass ¢’ ein Ringisomorphismus ist.
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1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungskérper 1 Grundlagen

Seien a + pOk, b+ pOr € Ok /pOr mit (a) + pOz = 1(b) + pOy. Dann ist

va) +pOp =1(b) +pOp < (a—b)izo + N(Ok) € pOs
BT |(a=bizo + N(Ox)|» < Iyl
< lim, . ]a—bl =|a—0b| <|p|

< a—bepOk.

Also ist o/ eine injektive Abbildung. Sei y + pOg € O /pOs. Da nach t(K) dicht in K liegt,
liegt ¢(Of) dicht in Oz. Damit existiert eine Folge (t(a;))i>o mit a; € Ok, dessen Grenzwert y ist.
Fiir € = |p| gibt es damit ein N € N, sodass fiir n > N gilt |¢(a,) — y|* < |p|. Somit gilt fir ay € Ok
, dass t(ay) =y mod pOy. Es folgt U(any +pOk) = t(an) +pO0sz =y +pOz. Somit ist ! surjektiv.
Die Linearitét folgt aus der von «¢. U

Lemma 1.3.9

Der Ring Ok ist genau dann vollstdndig, wenn K wvollstindig ist.

Beweis: Sei zunéchst O vollstdndig. Sei dazu (zy,)n=0 eine Cauchyfolge in K = Quot(Ok). Da
jede Cauchyfolge bzgl. eines Absolutbetrags beschrinkt ist, gibt es ein y € K mit |z,| < |y| fur alle

n € N. Damit ist y=!

Zn eine Cauchyfolge in Ok mit Grenzwert z’. Die Folge (z,)n>0 konvergiert
somit gegen yx’.
Ist K vollsténdig, so ist auch Ok vollstindig, da der Bewertungsring nach [I.2.13] abgeschlossen ist.

O

Lemma 1.3.10
Seien K © F zwei nicht-archimedische Korper, wobei der Absolutbetrag von F eine Fortsetzung des

Absolutbetrags von K ist. Liegt K dicht in F', so sind ihre Vervollstandigungen isometrisch isomorph.

Beweis: Der Korper F ist die Vervollstandigung von K, da fir ¢ : F — F der Korperhomomor-
phismus ¢|g : K — F die Eigenschaften i) bis iii) in erfiillt. Daher sind F und K isometrisch

isomorph. O

1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungs-
korper

Ziel dieses Abschnitts ist die Fortsetzung des Absolutbetrags | - | eines vollstindigen Korpers K

auf einen Erweiterungskorper L mit [L : K] = n. Diese ist eindeutig und hat die Gestalt |z|f :

{/INL K (z)], wobei Np i die Normfunktion ist.

Sei (K, | -|) ein nicht-archimedischer Korper mit Absolutbetrag | -|. Ist V ein K —Vektorraum, dann
ist eine Abbildung || - || : V' — Ry¢ eine Norm von V|, wenn sie fir alle v,w € V und alle z € K

folgende Eigenschaften erfiillt:
i) ]| =0v=0

i) [|zoll = =] [[o]l
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iii) v + w|| < max{|Jv|], [|w]]}.

Beispiel 1.4.1
Sei (K, |- |) ein nicht-archimedischer Koérper. Dann ist offenbar

I+ K[X] - Rso
‘ObiXi = MaXeqo,.. my1|bil}-

eine Norm von K[X].

Die Norm in Beispiel heifit Gauf3-Norm.

Lemma 1.4.2
Fiir die Gauf-Norm gilt || fgll = [|f]] llgl| fir alle f,g € K[X].

Beweis: Seien f = " (5, X" und g = 3" ¢; X" mit minimalen ¢,! € N, sodass ||f|| = |by| und
lg]| = |ez| ist. Dann ist fg = 31" " e X® mit es = >)>_obs—pc, und by = 0 fiir ¢ > n und ¢; = 0 fiir
t > m. Der I-te Summand des Koeffizients e,4; = Zg:é bg+i—rcy ist byc;. Fiir alle iibrigen Summanden
von €44 gilt |bgyi—rcr| < |bgci|, denn fiir r < 1 ist |c.| < |¢], also |bgti—rer| < |bger| und fir r > 1
ist [bgr1—r| < |bgl, also |bgyi—rcr| < |bgey|. Damit ist |egyi| = max,eqo,. .. g+13{|bgi—rcr|} = |bgcr]-
Dariiberhinaus ist |es| < |egqq] fiir alle s € {0,...,m +n}, da |es| < max,eq,... s3{|bs—rcr|} < [bgci]

ist. Insgesamt folgt die Behauptung, denn

n+m
= esX°||=  ma es|} =le = |bger] = |b = .
ISoll =133 X"l = max (el} = e = el = ol = 11 g
O
Zwei Normen || - ||; und || - ||2 von V heiflen dquivalent, wenn es C, D € R.q gibt, sodass C||v||; <
[|lv]]2 < DJJv||: fiir alle v e V gilt.
Lemma 1.4.3
Zwei dquivalente Normen induzieren die gleiche Topologie.
Beweis: Seien || - ||; und || - ||2 4quivalente Normen des (K, |- |)—Vektorraums V. Dann gibt es
C,D € R.g, sodass C||v||1 < ||v|l2 < D||v||1 fir alle v € V ist. Sei nun U € V bzgl. || - ||1 offen

und x € U. Dann existiert ein € > 0, sodass U 2 B, (7,¢) = {ye V:|lr —ylh <e} 2{yeV:
[z —yll2 < Ce} = By}, (z, Ce) ist. Die andere Inklusion folgt analog. O

Proposition 1.4.4
Sei (K, |- |) ein nicht-archimedischer und vollstindiger Korper und sei V ein
n—dimensionaler normierter K-Vektorraum. Dann sind alle Normen von V dquivalent und V' ist

vollstindig.
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Beweis: Sei By = {v1,...,v,} eine Basis von V und sei || > | %i¥;||max = max {|z;|} mit
i=1,...,n

x; € K fiur alle ¢ € {1,...,n}. Offensichtlich ist || - ||max €ine Norm von V. Sei || - ||1 eine beliebige

Norm von V und sei D := max;=1, . ,{||vi||1}. Dann ist ||}/, 2|1 < maxi=1, o {||vil|1]zi]} <

max;=1, n{|vi|1} max{|z;|} = D|| Z?:l Z;Vi||max. Die andere Abschétzung wird nun induktiv tiber

yeeey

die Dimension des Vektorraums gezeigt. Ist die Dimension gleich 1 so wéahlt man C' = ||v1||; und V ist
vollstindig, da K vollstandig ist. Gelte nun die Behauptung fiir Vektorrdume der Dimension kleiner
n. Sei V; das Erzeugnis von By, = {v1,...,0;—1,Vit1,...,Un}. Dann ist V; bzgl. der Einschrankung
auf || - || nach Induktionsvoraussetzung vollstdndig und somit abgeschlossen in V. Dann sind auch
die Nebenklassen V,? := v; + V; offensichtlich abgeschlossen. Folglich ist auch | J;_, V; abgeschlossen.
Wegen 0 ¢ |-, VO ist V\ Ui, VY eine nicht-leere offene Menge. Es gibt also eine Umgebung von
0, deren Schnitt mit (J_, V,° trivial ist, d.h. es gibt ein € > 0, sodass |jw; + v;||1 > € fiir alle

w; € V; und alle 4 € {1,...,n} ist. Nun setze man C := €. Sei x = Y, ; z;0; # 0. Dann gilt
fir [z,| = maxi—1__n{|lz:|} die Ungleichung || =}y = [[ 3L, Fruilli = ¢, da 371, £t € V)2 ist.
Insgesamt ergibt sich ||z]|1 = Clz,| = C||Z||max-

Alle Normen sind dquivalent, denn fiir zwei Normen || -||; und ||-||2 von V und Cy,Cs, D1, D2 € R.g
mit

Cillolly < [[ollmax < Dilfo[h und Colvllz < [[o]lnax < Da|lv]2

fiir alle v € V folgt %Hfu”l < )]z < %Hv”l. Es ist noch zu zeigen, dass V vollstandig ist. Wegen
geniigt es zu zeigen, dass V bzgl. der Maximumsnorm vollstindig ist. Sei also (3}, viacgm))mzo

eine Cauchyfolge bzgl. || - ||max- Dann gibt es fiir € > 0 ein N € N, sodass fiir alle my,ms = N gilt
I viay™ = S o™l = 120y 0i(@™) = 20™) lma
= maxi—y {2 — 2"} <€
Also gilt insbesondere 2™ — 2{"™?)| < ¢ fiir alle i € {1,...,n}. Damit ist fiir alle i € {1,...,n} die

Folge (acl(-m))m>0 eine Cauchyfolge in K und ist somit konvergent. Sei x; der Grenzwert der Folge

(m

(x; ))mg(]. Dann ist offenbar >, v;z; der Grenzwert der Folge (3", Uixgm))mg[) . Der Vektorraum

V ist vollstéandig. O

Lemma 1.4.5
Sei R ein Ring mit Eins.

i) Fir f=%",a;X" und g= %" b;X" € R[X] mit an, by, # 0, by, € R* und m < n gibt es ein
de R[X] mit 0 < deg(f — dg) < n.

it) Seien f,g € R[X], wobei der Leitkoeffizient von g in R* liegt. Dann gibt es r,¢ € R[X], sodass
f = ég +r mit deg(r) < deg(g)) ist.

Beweis: i) Sei d = ;= X"~"™. Dann ist

deg(f —dg) = dEg(ZO a; X' — ()X 'Zo b X")
B n—1 = n—1
= deg(an X"+ Y ;X' —an X" — Y (£2bip_mX")) <n.
i=0 i=n—m "

ii) Fiir den Fall deg(g) > deg(f) werden r = f und ¢ = 0 gewéhlt.
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Nun wird induktiv gezeigt, dass fir f, g € R[X] mit deg(g) < deg(f) Polynome r, ¢ € R[X] existieren
mit f = ¢g+r, sodass deg(r) < deg(g) ist. Fir den Fall deg(f) = 1 mit f = a1 X +ao und deg(g) =0
mit g = by € R* ldsst sich f darstellen durch f = ¢g + r mit ¢ = ‘;—;X und 7 = ag. Ist deg(g) =1
mit g = b1 X + by, wobei by in R* liegt, so lasst sich f darstellen durch f = ¢g + r mit ¢ = ‘g—ll und
r= —% + ag.

Sei deg(f) = n = deg(g). Es gibt nach i) ein Polynom d € R[X] mit deg(f — dg) < n. Ist deg(g) <
deg(f — dg), so gibt es nach Induktionsvoraussetzung Polynome ¢',r € R[X]| mit f —dg = ¢'g + r,
sodass deg(r) < deg(g) ist. Damit ist f = ¢g + r mit ¢ = ¢’ — d. Ist deg(g) > deg(f — dg), so wihlt
man r = f —dg und ¢ = d. Damit ist f = ¢g + r. O

Theorem 1.4.6
Sei (K, |-|) ein nicht-archimedischer vollstandiger Korper und O sein Bewertungsring mit mazimalem

Ideal m. Bezeichne mit ¢ die Abbildung

P O[X] - O/m[X]
Ma Xt - Y (a; +m)X
i=0 i=0
Sei f € O[X] mit o(f) = gh, g,h € O/m[X] und gcd(g,h) = 1. Dann gibt es eine Zerlegung f = gh
mit g, h € O[X], sodass deg(g) = deg(g), p(g) =g und ¢(h) = h ist.

Beweis: Sei d = deg(f) und m = deg(g). Damit ist d — m > deg(h). Da ¢ surjektiv ist, gibt es
90, ho € O[X] mit ¢(go) = 7, ¢(ho) = h und deg(go) = m und deg(hg) < d—m. Da g und h teilerfremd
sind, gibt es a,b € O[X], sodass ¢(agyg + bhg) = (1) = 1 in O/m[X] ist. Es gilt o(f) = ©(g0)e(ho).
Damit liegen die Polynome f — goho und ago + bhg — 1 in m[X]. Sei A bzgl. | - | das Maximum unter
den Koeffizienten dieser Polynome. Das Ziel ist es Polynome, p;,¢; € O[X] mit deg(p;) < m und
deg(q;) < d —m zu finden mit

n—1

gn1:=go+ Y, pil\'
i=1

n—1
hn—l = hO + Z Q1A’Lv
i=1

sodass f = gn—1hn—1 mod (A™)[X] ist. Falls dann die Aussagen

i) die Folgen (g,)n=0 und (hy)n=o konvergieren in O[X]
i) (,50(A") =0

gelten, so folgt fir die Grenzwerte g und h der Folgen (g,,)n=0 und (hy,)nso0, dass

lim, o f — gn—1hn—1 = f — gh = 0 ist und das Theorem ist bewiesen.

Zunéchst werden 1) und ii) gezeigt, unter der Annahme, dass p; und ¢; existieren.

i) Die Folge (gn) ist eine Cauchyfolge in O[X]: Seien m,n € N mit n > m, dann ist |g, — gm| =
|pnA™ + ... + prmr1 AL Fiir die Koeffizienten a; des Polynoms g,, — g, gilt max;{|a;|} < |[A™F1,
da A™*! in jedem Koeffizienten vorhanden ist und alle iibrigen Faktoren in O liegen und somit
bzgl. | - | < 1. Die Folge (|A|™)m=0 ist eine Nullfolge und somit sind die Folgen der Koeffizien-
ten von (gn)n=o0 Cauchyfolgen. Da O € K gilt, konvergieren diese, und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von O liegen die Grenzwerte in 0. Da die Grade von gy und den p; beschrénkt sind, ist
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g:= (37, i) + go € O[X]. Gleiches gilt fiir die Folge (hy)n>0.

ii)Sei = € [,5((A"). Angenommen es gilt 2 # 0. Das bedeutet, es gibt ein € R, sodass |z| = r ist.
Da (JA|")n=0 eine Nullfolge ist, gibt es ein n € N, sodass |A|™ < r = |z|. Dann ist = ¢ (A™). Dies steht
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Im Folgenden wird nun induktiv gezeigt, dass f = g, _1hn,—1 mod (A™)[X] gilt. Fiir n = 1 gilt nach
Konstruktion deg(gg) = deg(g) und f — goho € (A)[X], da alle Koeffizienten a; von f — goho nach
in (A) liegen, da A maximal gewédhlt wurde. Sei nun fir n > 1 die Kongruenz f = g,—1hn—1
mod (A™)[X] erfiillt.

Nun werden p;, g; € O[X] konstruiert, welche die Induktionsbehauptung erfiillen. Es sei dabei ange-
merkt, dass gilt

f =gnh, mod (A"TH[X]
< f = gn—lhn—l + An(gn—lq” +pnhn—1) mOd (An+1)[X] (1)
© gn-1qn + hn—lpn = gogn + hOpn = Ain(f - gn—lhn—l) mod (A) [X]

Sei fr, := A™"(f — gn—1hn—_1) € O[X]. Die Polynome f — goho und ago + bho — 1 liegen in m[{X]. Da
A das Maximum der Koeffizienten dieser Polynome bzgl | - | ist, folgt mir dass goa + hob =1
mod (A)[X] ist. Damit ist goaf, + hobfn = fn, mod (A)[X]. Der Leitkoeffizient des Polynoms gq ist
eine Einheit, da deg(go) = deg(q). Nach ii) gibt es somit ¢, p, € O[X], sodass bf, = qgo + pn
mit deg(p,) < deg(go) = m gilt. Dadurch ergibt sich

g()(afn + hO‘]) + hOpn = fn mod (A)[X] (2)

Durch das Streichen der Koeffizienten, die im von A erzeugten Ideal liegen, dndert sich nichts an
. Bezeichne das Polynom af, + hgg nach Eliminierung dieser Koeffizienten mit ¢,. Es gelten
deg(fn) < d, deg(go) = m und deg(hopn) <d—m +m =d.

Angenommen deg(g,,) > d—m. Dann ist deg(gog.) > m+d—m = d. Wegen (2)) muss sein Leitkoeffizi-
ent in (A) liegen. Dies steht im Widerspruch zur Definition des Polynoms g,,. Also gilt deg(q,,) < d—m.
Es gibt also p; und ¢;, die (1) erfiillen. O

Korollar 1.4.7
Sei (K, |- |) ein vollstindiger und nicht-archimedischer Korper und sei f = Y  a; X" € K[X] ein
normiertes und irreduzibles Polynom mit f(0) € O. Dann ist f € O[X].

Beweis: Es wird zunéchst gezeigt, dass max;=o,.,{|a;|} = max{|aol,|an|} fir ein irreduzibles Po-
lynom f = > ,a; X" € K[X] gilt. Sei |a,| = max;=o,... »{|a;|} mit r minimal. Dann liegt das Polynom
g = a% =3 g—iXi in O[X] und ist weiterhin irreduzibel. Angenommen max{|ao|, |an|} < |a.|.
Dann ist % =X"(1+ a;—:lX + ...+ X""") mod m[X], wobei r ¢ {0,n}. Die Polynome X" und
(1+ “Z%X + ...+ 2 X"") sind offenbar teilerfremd und keine Einheiten. Das ist aber ein Wider-
spruch, da keine Polynome existieren, die erfiillen.

Fiir ein normiertes, irreduzibles Polynom f = Z?:o a; X" € K[X] ist dann max;—o__ n{la;|} =

max{|ag|, |an|} = 1. Damit ist f € O[X]. O

Fiir das folgende Theorem sind ein paar Erkenntnisse der Koérpernorm und ganzer Elemente eines

Rings notwendig. Diese sind [4] und [5] entnommen. In den Beweisen werden nur Hinweise auf die
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Literatur gegeben.

Sei R € S eine Ringerweiterung. Ein Element s € S heifit ganz iiber R, falls ein normiertes Polynom
f(X) e R[X]\{0} existiert, sodass f(s) = 0 ist. Die Menge aller iiber R ganzen Elemente in S heifit
der ganze Abschluss von R in S und wird mit ES bezeichnet.

Lemma 1.4.8

=S
Fiir eine Ringerweiterung R € S ist R~ ein Unterring von S.

Beweis: Siehe [4] S.8. O

Lemma 1.4.9

Sei L|K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n.
i) Fiir a e K gilt Npjg(a) = a™.

ii) Sein = qr, wobei r der Separabilititsgrad von L|K ist und f; € Homy (L, K) mitie {1,...,r}
alle K-Homomorphismen von L nach K sind. Fiir a € L gilt Ny (a) = ([ ;_; fi(a))?.

iii) Fiir a € L sei m(X) = X% + ...+ ap € K[X] das Minimalpolynom von a und v = [L : K(a)].
Dann, ist Ny (a) = (—1)"ag.

w) Ist LIK eine Galoiserweiterung, so ist Npjr(a) = | loeqa(r ) o(a)-

Beweis: i) Siche [] §4.7 Lemma 2 (i).
ii) Siehe [5] §4.7 Satz 4.
iii) Siehe [5] §4.7 Lemma 2 (ii) und Lemma 3.
iv) Folgt sofort aus ii), da der Separabilitatsgrad und der Grad der Korpererweiterung gleich sind. [J

Theorem 1.4.10

Sei (K, |-|) vollstandiger und nicht-archimedischer Korper und sei L|K eine endliche Korpererweite-
rung vom Grad n. Dann ist |l|;, := {/|Npk(1)| die eindeutige Fortsetzung von |-| auf L. Insbesondere
ist (L,|-|L) vollstindig.

Beweis: Sei O der Bewertungsring von K bzgl. |- | und 0" sein ganzer Abschluss in L. Sei ferner
ze 0" und g(X) = X1+ a? X9 4+ a9 € O[X] mit g(x) = 0. Fiir f € Homg (L, K) ist auch

f(x) ein ganzes Element, da

0=g(x) = f(g(x)) = f(2)" +a (f(2))" " +... +ao.

Nach ist 0" ein Ring. Sei ¢ der Inseparabilititsgrad von L|K. Das Element Npx(z) =
(erHomK(L,?) f(x))? liegt in K und wegen seiner Ganzheit in 0" Bs liegt sogar in O. Ange-
nommen Ny x(z) € K\O. Sei h(X) := X¢+ X b1 +... 4+ by € O[X] mit o(Npx(x)) = 0. Das
Polynom k(X) := X + (be—1 + be’%x) +...+ W) liegt offensichtlich in O[X]. Dariiberhinaus

Npik
ist k(Npjx(2)) = 0, da k(Npx(x)) = % ist. Dies wiirde aber bedeuten, dass das additive
Inverse von b._1 + NiTI:?I) + ...+ W in K\O. Dies ist ein Widerspruch, da O ein Ring ist.

Damit wurde gezeigt, dass 0" c {leL:Npg(l) e O} Nun wird die umgekehrte Inklusion gezeigt.
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Sei dazu x € L* mit Ny g (z) € O und f := X" + 3/~ a; X’ € K[X] sein Minimalpolynom iiber K
und [L : K(x)] = s. Dann ist nach iii) Npjx(r) = (=1)"ag € O. Dann ist ag € O. Mit
folgt, dass f € O[X] und somit x € Or. Damit gilt

0" ={leL: Nyx(l) € O}. (3)

Die ersten beiden Bedingungen eines Absolutbetrags erfiillt | - |1, offensichtlich. Es ist also nur noch
die verscharfte Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien dazu a,b € L mit |a|p < |b|r # 0. Dann ist
|5]2 < 1. Wegen ist ¢ € 0" . Damit ist auch sofort T+1le 0" Mit gilt dann die Implikation
|3l < 1= |§+1]L < 1. Also gilt folgende Implikation |a|r, < [b|r = |a+b[z < [b]z = max{|a|z,[b|L}.
Da nach i) Nk (k) = k™ fiir alle k € K ist || eine Fortsetzung von K auf L mit Bewertungsring
o".

Nun wird gezeigt, dass | - |1, eindeutig ist. Sei dazu |- |k eine weitere Fortsetzung mit Bewertungsring
O’ und maximalem Ideal m’. Angenommen es gibt a € @L\O’ . Dann ist |a|x > 1, also a=! € O'. Sei
f=X%+ Z;tol b; X* das Minimalpolynom von a iiber K. Dann ist b; € O fiir alle 4 und somit gilt
1=-— Z?:o bi(a™t)" € m’. Dies ist ein Widerspruch, da m’ keine Einheiten enthélt. Somit gilt o' co.
Sei m das maximale Ideal von @L. Die Menge m’ N 5L ist ein von Null verschiedenes Primideal von
0" und somit gilt m=m'n 0" c . Dies ist dquivalent zur Implikation |a|;, < 1 = |a|x. Mit
folgt die Aquivalenz der beiden Absolutbetrige. Da |k| = |k| = |k|x fiir alle k € K gilt und wegen
ein s € R.¢ gibt, sodass |l|r = || fiir alle [ € L, ist s = 1 und die Absolutbetrége gleich. Mit
[[-44] folgt die Vollsténdigkeit von L. O

Korollar 1.4.11
Sei (K,| - |) ein vollstandiger und nicht-archimedischer Kérper und sei L|K eine algebraische Kor-

pererweiterung. Dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung von |- | auf L.

Beweis: Da jede algebraische Erweiterung die Vereinigung seiner endlichen Teilerweiterungen ist,
geniigt es die Aussage fiir den endlichen Fall zu betrachten, also [[.4.10] O

Lemma 1.4.12
Sei L|K eine Galoiserweiterung mit [L : K| = n. Dann ist jedes Element der Galoisgruppe eine

Isometrie.

Beweis: Fiir alle « € L einer Galoiserweiterung L|K gilt nach iv)
Nrjr(2) = [1,eqai(rx) o(2). Damit ist mit der Normfortsetzung aus|(1.4.10lund o’ € G := Gal(L|K)

o' (@) = {/INux (@' (@) = (I [[ood' @)= ([I]]o@)]= el

oeG oeG

Lemma 1.4.13
Sei (K, |-|) ein vollstindiger, nicht-archimedischer Korper, K € L € K und o € K separabel iiber L.
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Seien a 1= a1, o, ...,a, € K die Nullstellen des Minimalpolynoms m von « diber L. Gilt fir € K
die Abschitzung |a — | < min{|a — a;| : 2 < i < n}, so ist L(a) € L(B).

Beweis: Im Fall n = 1, also a € L gilt obige Inklusion fiir alle 3 € K. Sei also n > 2 und
B e K mit a ¢ L(B). Sei ferner L'|L(3) der Zerfillungskérper des Minimalpolynoms m’ von « iiber
L(f). Damit ist L'|L(8) eine Galoiserweiterung vom Grad > 2. Da m' das Polynom m teilt, ist
(0(a))oecai(rL(s)) eine Teilfamilie von (a;)ieq1,....ny und da ord(Gal(L'|L(B))) = [L' : L(B)] = 2 ist,
gibt es ein o € Gal(L'|L(B)) fir ein ig € {2,...,n} mit o(a) = a;,. Die Nullstellen oy, ..., a, sind
paarweise verschieden, da m separabel ist. Da L(8)¢/(Z'IL(5) = [,(8) und Elemente der Galoisgruppe

Isometrien sind, ist

6 = aiy| = |8 =o(a)] = lo(B—a)| = |8 - al

Damit ist

min {lo — o} < |a — ;| < max{la = [, |8 — a;l} =[5 —al.
2<i<n

Korollar 1.4.14

Sei (K, |-|) ein vollstindiger, nicht-archimedischer Korper. Seien ferner K € L € K, a € K separabel
dber L und m € L[X] sein Minimalpolynom iber L. Es gibt eine nur von o abhdingige reelle Konstante
e > 0, sodass jedes normierte Polynom f € L[X] vom Grad n := deg(m) mit ||f — m|| < € eine
Nullstelle 5 € L(a) besitzt mit L(8) = L(«), wobei || - || die Gauf-Norm ist.

Beweis: Seien f(X) = H?:l(X -Bi) =2 b; X und m(X) =[], (X —a;) = P a; X mit
Bj, 0 € K = L. Dann ist
(= Bj) = f(a) = f(a) —m(a). (4)

1

J

Offenbar ist M := max{|a|’: 0 < i < n} = max{1,|a|"}. Wegen gilt

n

[Tla=8;1=1> (b — a)a’| < ||f — ml| M.
j=1 =0

Sei jo € {1,...,n} mit |a—f;,| < |a—p;]| fur alle j € {1,...,n}. Dann ist |a—B;,|" < H;’:l la—p5;] <
|If —m||M und somit o — Bj,| < ||f —m||» M=. Fiir f mit ||f —m|| < M~ (min{|a — ;] : 2 <i <
n})™ = € gilt nach L(a) € L(By,)- Da [L(B,,) : L] < deg(f) = n = [L(e) : L] ist, gilt sogar
Gleichheit. O

Lemma 1.4.15
Sei (F,| -|) ein nicht-archimedischer Korper. Ist F' separabel abgeschlossen, so ist F algebraisch

abgeschlossen.

Beweis: Sei F separabel abgeschlossen. Zunéchst wird gezeigt, dass F dicht in F liegt und an-
schlieflend, dass F separabel abgeschlossen ist. In Charakteristik 0 ist F*? = F, also F' = F. Sei also
char(F) =p > 0 und a € F. Da F separabel abgeschlossen ist, ist die Kérpererweiterung F|F rein-
inseparabel. Damit existiert ein m > 0 mit a = o?” € F und X?" — @ ist das Minimalpolynom von

a tber F. Im Fall m = 0 ist a € F. Sei also m = 1 und € € R. SeiferneraleFmit0<|a1|<%

25



1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungskérper 1 Grundlagen

und f(X) := XP" 4+ a; X —a. Da a; # 0 ist, gilt ged(f(X), f(X)) = ged(X?" + a1 X —a,a1) = 1.
Das Polynom f ist also separabel. Mit F’ wird der Zerfallungskorper von f bezeichnet. Da F se-
parabel abgeschlossen und K'|K eine separable Korpererweiterung ist, ist ' = F. Damit gibt es
B; € Fmit f(X) = g’zl(X — B;). Insbesondere ist ]_[f:l(a — ;) = f(a) = a1 und somit ist

?:1 la — B3] = la1a| < €. Dies impliziert die Existenz eines j € {1,...,p™} mit |a — ;| < e. Der
Korper F' liegt demnach dicht in seinem algebraischen Abschluss. Nun wird gezeigt, dass F separabel
abgeschlossen ist. Sei E|Z3 eine endliche separable Kérpererweiterung und 0.B.d.A. eine Galoiserwei-
terung. Fiir x € E sei m(X) = X%+ ag_1 X% +... 4 g sein Minimalpolynom iiber F. Angenommen
x liegt nicht in F. Dann ist d > 1. SeienAx = I1,%9,...,2xq die Nullstellen von m. Da F in F dicht
liegt sind nach die Korper Fund F ismorph, also ist F < F. Damit gibt es B; € F mit
min {Je —z;]"}*

Y
Jmax ({2}

loa; — Bi]" <

(5)

fiir alle 0 < i < d — 1, da wegen der Separabilitit von m alle Nullstellen z; verschieden sind und
somit ming<j<a{|z — x|} # 0 ist. Seien by, ..., by die Nullstellen von f(X) := X¢ + 851 X9 ! +
...+ Bo € F[X]. Da F algebraisch abgeschlossen ist, ist f(X) = H?ZI(X —b;) € F[X]. Damit

ist H?Zl(a: —b;) = f(z) = f(x) — m(z) = Zg;ol(ozi — Bi)zt. Durch das Anwenden der starken
Dreiecksungleichung folgt

li[|ff—b'|A < max {Ja; = Bi|"} max {(jz|")} < min {Jo 5"}

1 T ogica 1t T T ogia 2<j<d J ’

Daher gibt es ein ¢ € {1,...,d} mit |z — b;|" < minogj<ca—1{(|z —z;|"}. Sei j € {2,...,d}. Dann gibt
esein o € Gal(E|l3) mit o(z) = z;. Dab; € F < F, ist o(b;) = b; und somit o(z — b;) = xj —b;. Nach
sind Elemente aus Gal(F |I3 ) Isometrien und somit gilt

|t —z;|* = |z —b+b —x;|" <max{|x—b]|",|o(z—0b)|"}

= |z —b]" <|v—xz4".

Damit muss d = 1 sein, also x € E. Also ist Fist separabel abgeschlossen.
Im Folgenden wird gezeigt, dass F algebraisch abgeschlossen ist. Ist char(F) = 0, so gilt auch
char(F) = 0 und somit F = (F)*P = F, da F separabel abgeschlossen ist.

~

Sei also char(F) = p > 0. Da (F')*? separabel abgeschlossen ist, liegt dieser Kérper dicht in seinem

algebraischen Abschluss (ﬁ )sep = F'. Nach [1.3.10 sind ihre Vervollstdndigungen isomorph und es

— o~

ergibt sich die Gleichung F= (F)ser = F = F. Damit ist F € F C F=F und somit F = F. O

Lemma 1.4.16
Sei (K,|-|) ein vollstindiger, nicht-archimedischer Kérper und K € L € K, sodass L algebraisch

abgeschlossen ist. Dann gilt K°P € L und L ist separabel abgeschlossen.

Beweis: Sei a € K*°P. Dann ist  auch separabel iiber L. Sei ferner m € L[ X] sein Minimalpolynom
iiber L. Da L algebraisch abgeschlossen ist, gilt m(X) =[T—, (X — ;) mit g = o, a,...,a, € L.
Wegen der Separabilitdt von m gilt sogar aq,...,a, € L L. Sei C, := max{l, |a1],...,|an|}. Es
gibt B1,..., 8, € L, sodass fiir alle i € {1,...,n} die Abschitzung |o; — ;] < & mit € wie in
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1.4 Fortsetzung des Absolutbetrags auf einen Erweiterungskérper 1 Grundlagen

da L dicht in L liegt. Fiir f(X) := [T, (X = 5;) € L[X] wird nun induktiv nach n > 1 die Giiltigkeit
der Ungleichung
lf = m]] < O} max{la; — Bi : 1 Si<nf<e (6)

gezeigt. Fiir n = 1 ist

lor — B1] < max{l, |041|}|041 Bl
Ci max{|a; — Bi] : 1 <i < 1}.

(X = B1) = (X — )|

Gelte nun ({6 fiir alle natiirlichen Zahlen < n. Fiir alle i € {1,...,n} gilt die Ungleichung |a; — 3;] < 1.
Per Konstruktion der f; gilt nédmlich |a; — ;] < &=. Im Beweis von [1.4.14] war zu sehen, dass

min{|a—a;|:2<i<n}"”
max{1,[c|"}

€= ist. Die starke Dreiecksungleichung und eine Fallunterscheidung liefert

e minf{|a — a;| 2 < i < n}”

Crn max{l,|a|"} max{1, |ay|, ..., |a,|}"*

Damit ist ||(X — o) — (X — 8i)|| = |ai — Bi]| <1 < ||X — oy]|- Mit der starken Dreiecksungleichung
folgt

IX =8l = [[(X=8)— (X =) + (X = )| = [|X — i
= max{l,|o|} < Chy1.
Es gilt
n+1 n+1 n+1 n+1
[TX =)= [I(X=8) = (X —al)(_H(X—ai)—H(X—ﬁi)) -
1=1 =1 :nQ 1 =2 7
+( - a) T (- 5.
n+1 n+1 n+l
Sei g 5= (X = a)( 1] (X = ) =TT (¥ = 8)) und b s= (8 = ) T (X = B,). Fiir g gilt nach

Induktionsvoraussetzung

gl < IIX — enfmax{l, |as],... [om 41|} max{la; — Bi : 2 <@ <n+ 1}
< Cpt1Cppymaxf|a; — fi| 1 2<i<n+1}

= COrflimax{lo; — Bi| :2<i<n+1}
. Wegen (|1.4]) gilt fiir h
n+1 41
1Pl =15 = an TTIX = Bill < 181 = aa |Gy
Durch Anwenden von || - || auf folgt

|f —mll| max{||gl[, [[n][}

max{C/' | max{|a; — B : 2 <i <n+1}, 00 B — aq}

= Cpfimax{la; — B 1<i<n+1}

<
<

Damit gilt (6)). Nach [1.4.14] besitzt f eine Nullstelle 8 € L(a) mit L(a) = L(f). Alle Nullstellen von
f liegen aber in L und somit ist L(«) = L, also liegt « in L. O
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1.5 Projektiver Limes 1 Grundlagen

1.5 Projektiver Limes

Sei I eine Menge mit Halbordnung <, sodass fiir alle 7,j € I ein k € I existiert mit ¢ < k und j < k.
Ein projektives System ((M;)icr, (fij)i Jez) von Objekten desselben Typs (von Mengen, Gruppen,
Ringen) tiber I ist eine Familie (M;);e; von ObJekten desselben Typs (Mengen, Gruppen, Ringen) M;
mit Morphismen (Abbildungen, Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen) f;; : M; — M;
ftr alle 4,7 € I mit 7 < j, sodass gilt:

i) fu =idy, firalleie ]
if) fir alle 4,5,k € I mit i < j <k gilt fir = fij o fin-
Sei ((M;)ier, (fij) e ) ein projektives System iiber I. Dann heifit
i<j
lim M; := {(mi)ier € HMz : fij(my) = mi}
iel i€l
projektiver Limes zum projektiven System ((M;)ier, (fij)i.er).
Proposition 1.5.1
Sei ((M;)ier, (fij)iser) ein projektives System tber I und N ein Objekt desselben Typs (Menge, Grup-
1<)

pe, Ring) mit Homomorphismen g; : N — M; fir alle j € I, sodass fijog; = g; firi,jel miti<j

gilt. Dann gibt es genau einen Homomorphismus g, sodass das Diagramm

g .
N— > limM,
iel
prj
9i
M;

mit pr;((m;)ier) = m; fir alle j € I kommutiert.

Beweis: Sei n € N und
g: N — limM;
iel
n = (gi(n))ier
Es gilt g;(n) = fij 0 g;(n) fir alle ¢, j € I mit ¢ < j. Damit ist g wohldefiniert.

Angenommen es gibt § # g , sodass das Diagramm

g .
N—2 slim M,
iel
prj
95
M;

kommutiert. Dann gibt es n € N mit (x;);er = §(n) # g(n) = (¥i)ier, d.h. es gibt ein ¢ € I mit z; # y;.
Dann ist pr; o §(n) = x; # y; = pr; o g(n) = g;(n). Dies widerspricht der Kommutativitét. O
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1.5 Projektiver Limes 1 Grundlagen

Lemma 1.5.2
Der projektive Limes eines projektiven Systems von Ringen, Gruppen, etc ist bzgl. der komponenten-

weise Verkniipfung(en) ein Ring, Gruppe, etc.

Beweis: folgt unmittelbar. O

Lemma 1.5.3
Sei R ein Ring und (M;) en eine Familie von R— Untermoduln von M, sodass Mo 2 My 2 My 2 ...

und set x + M; := {x +y:ye M;} die Nebenklasse von x € M fir j € N. Dann definiert die Menge
v = {U € M : fir alle x € U existiert ein j € N, sodass x + M; C U ist }
eine Topologie auf M.

Beweis: Es gilt offensichtlich &, M € 7).
Seien L € 7 und @ € |Jyop, U. Dann gibt es ein Uy € L und ein k € N, sodass z € Uy und
x4+ M, € Uy © Jpyey U ist.
Fir Uy, Us € 7 ist auch Uy n Uy € Ty, denn fir x € Uy n Uy € )y gibt es 4,5 € N mit x + M; € U
und x + M; € Uz. Dann gilt © + M, 53 € Ur 0 Us. O

Sei p eine Primzahl. Ist M = R und sind die M; = p’ R, so heiit 7 p-adische Topologie. Die durch
den p-adischen Absolutbetrag induzierte Topologie auf einem Bewertungsring O der Charakteristik
Null ist die p-adische Topologie, da fiir z € Ox = Rund € > 0 ein N € N mit 0 < |p"| < € existiert
und somit By (z,€) 2 B|_|p(x,pN) ={ye Ok :2—yepNOk} =2+ pNOk. Analog gilt:

Lemma 1.5.4

Sei O ein diskreter Bewertungsring, mit seinem mazimalen Ideal m = (7). Dann entspricht die in
definierte Topologie mit O 2 m 2 m? 2 m® 2 ... genau der durch den Absolutbetrag induzierten
Topologie.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir z € O und ¢ € N\{0} gilt 2+ m/ = {y € O : |[zx —y| <

q7j+1} - B(I,qij‘kl), wobei |x| = qfu(z;). Dann ist

yeB(x,q ) e v@-y>j-1 e v@-y)=j

= r—yem & yex+ml.

Lemma 1.5.5
Seien R und S Ringe und sei 9 : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist ¢ bzgl. der p-adischen
Topologie auf R und S stetig.

Beweis: Sei V' € S offen und sei z € 97!(V) € R. Das bedeutet ¥(x) € V. Damit gibt es ein n € N
mit J(z) +p"y € V fiir alle y € S. Fiir alle m € R ist somit J(x +p"m) = I(x) +p"I(m) e V. 9 1(V)
ist offen, da = + p"R € 9=1(V). O

Sei R ein Ring und (M) ey eine Familie von R—Untermoduln von M wie in m Dann heif}t eine
Folge (x;);j=0 mit z; € M Cauchyfolge, wenn fiir alle j € N ein N € N existiert, sodass fiir alle
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m,n = N gilt x,, — 2, € Mj.

(x5);=0 heilt konvergent, wenn ein x € M existiert, sodass fiir alle j € N ein N € N existiert, sodass
fiir alle n > N gilt * — x, € M;.

M ist vollstandig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Lemma 1.5.6
Seien R, M, (M;)jey wie oben und sei f;; : M/M; — M/M;, m + M; — m + M;. Dann ist

) ein projektives System.

((M/M;)ien, (fij) iger
Beweis: Es gilt offensichtlich fi; = idy/p,. Sei @ < j, dann gilt M; 2 M; und damit ist fi;
wohldefiniert und offenbar gilt fir = fij o fr flr i <j < k. O

Proposition 1.5.7
Sei ((M/M;)en, (f”)]seJN) das projektive System wie zn und set

g: M — limM/M,
1eN
m = (m =+ Mi)i}O-

Dann gelten
i) g ist genau dann injektiv , wenn [ M; = 0 ist.
ieN
it) M ist genau dann beziglich der Topologie mm vollstindig, wenn g surjektiv ist.

Beweis: Offensichtlich ist g ein R-Modul Homomorphismus. Aussage i) gilt, da offenbar ker(g) =
Njen M ist.
Sei g surjektiv und sei (z;);=0 eine Cauchyfolge in M. Sei j € N. Dann gibt es N; € N, sodass fiir
alle n > Nj gilt x,, — 2y, € M;. Damit wird die Folge (2., + M;)m>o0 in M/M; stationir. Die Folge
y = (zn; + M;);z0 liegt in lim M /M;, da fiir i < j und n > max{N;, N;} gilt
1eN

fj,-(mNi +Mz) = INi +Mj = Tp +Mj = xNj +Mj.

Da g surjektiv ist, gibt es ein x € M mit g(z) = y. Somit ist g(x) = (z + M;);j>0 = (xn, + Mj);>0,
also liegt fiir alle j € N die Differenz z — zn, in M;. Fiir alle j € N und fir alle n > N; gilt
T =T, =T —TN; +TN; — Tn € Mj;. Damit ist x € M der Grenzwert der Folge (z;);x0.

Sei nun M vollstandig und sei (x; + M;);=0 € lim,_ M /M;. Nach Definition des projektiven Limes
ist x; —x; € M; fur alle ¢ < j. Fir n,m > j gilt somit z,, — 2, = 2, — x; + T; — Ty, € M;. Damit
ist die Folge (x;);=0 eine Cauchyfolge in M und konvergiert in M. Sei = sein Grenzwert. Fiir j € N
wiéhle n > j mit * — x,, € M;. Dann ist * — x,, + ©, — 2; € M;. Also ist x + M; = x; + M; fiir alle
j € N und somit ist (z; + M;);z0 = (x + M;);20 = g(x). O
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Korollar 1.5.8
Fiir einen vollstindigen diskreten Bewertungsring O mit seinem mazimalen Ideal m ist der Ringho-

momorphismus
O — limO/m"
neN

roo— (r—i—m”)n;o

ein Ringisomorphismus.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus [I.5.7] und [I.5.4] O
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2

Tilting eines perfektoiden Korpers

In diesem Kapitel wird aus einem perfektoiden Korper K der Charakteristik 0 mit char(O/m) = p

ein perfektoider Koérper der Charakteristik p konstruiert, der sogenannte Tilt von K. Fiir eine Menge
Sc K ist |S]:={|s| : se€ S}

Die Grundlage fir dieses Kapitel bildete die Vorlesung ,p-adic Galois representations

“ von Herrn

Prof. Dr. Kohlhaase.

Sei (K, |-]) nicht-archimedischer Koérper mit char(Og/m) = p. Er heifit perfektoid, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

i)
ii)

iii)

K ist vollstandig
|KX| o R;O dicht

Ok /pOk — Ok /pOk, x+— xP ist surjektiv.

Beispiel 2.1

i)

ii)

Sei p,n die Gruppe aller p”—ten Einheitswurzeln und p,» die Gruppe aller Einheitswurzeln,
dessen Ordnung eine p—Potenz ist. Dann ist die Vervollstdndigung K := Qp[up=] ein perfek-

toider Koérper.

Es ist Qp[ip=] = U,»1 Qplapn], wobei nach [4] Satz 7.13 gilt
[Qp[ppn]: Qp] = (p— 1)p™~1. Nach ist fiir x € Qp[ppn] dann

1 .
1|0, (upn] = [ Nay [upnig, (€)1

Also ist [K*[x 2 U, 117_@*1)#Z ) piZ[%], wobei pZ[%] C Rq dichte Teilmenge ist, denn
log, : R>o — R ist ein Hom6éomorphismus und Z[%] C R ist dicht. Der Beweis dazu ist analog
zum Beweis der Dichtheit von Q € R. Damit ist nach [6] Lemma 1.3.6 (c) fiir log‘;1 R —
R>g, z+— p® die Menge 1og;1(Z[%]) = p”lv] dicht in loggl(R) = Rxo.

Nach [.3.§ und [4] Satz 2.3 gilt

Ok /pOk = OQp[u,,n]/pOQp[upw] = Lplpip= /Pyl p1p=]

welches eine F,—Algebra ist. Da der Frobenius auf F, surjektiv ist, geniligt es zu zeigen,
dass die Erzeuger der F,—Algebra, also die Restklassen aller ¢ € pp» im Bild der Abbil-
dung Z,[pp=/pZp[pp=] = Zplpp=]1/pZplpp=], x +— 2P liegen. Dies ist gewdhrleistet, da

fpe = lpn, (> (P surjektiv ist.

Die Vervollsténdigung des separablen Abschlusses C,, = /,S;?p ist ein perfektoider Korper.

—

Da C, 2 Qp[up~] ist |Cplc, dicht in Rxq. Nach ist Oc,/pOc, = Ogser /pOgser. Wegen
char(Q;?) = 0 gilt QP = Q,, wobei Q, der algebraische Abschluss von Q, ist.

Damit ist QP — Q,;P, z > 2P offensichtlich surjektiv, da fiir y € Q;°" eine Nullstelle des
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Polynoms f(t) := t¥ —y in Q;°" als Urbild gewihlt werden kann. Aufgrund der Multiplikativitét
des Absolutbetrags gilt die Surjektivitdt der Abbildung OQZW — (’)Q;w, x — zP, und diese

induziert einen surjektiven Ringhomomorphismus OQ;ep /pOQ;GP — OQ;ep /pOQgep, T xP.

Sei K ein perfektoider Korper. Dann definiert man

Ok = lim Ok /pOx = {(an)nz0 € | [ Ox/pOx : af 1 = an}.

z—xP nz0

Fiir die komponentenweise Operation ist dies ein Ring der Charakteristik p.

Proposition 2.2
Sei K ein perfektoider Korper.

i) Seia = (an)nz0 € O mit a, = o, +pOr . Dann existiert der Grenzwert der Folge (a2 ),=o in

Ok und ist unabhdngig von der Wahl der o, . Im Folgenden gilt die Notation a¥ := lim,,_,.. aﬁn.

it) Die Abbildung
#: Oy — Og
a - a”

ist multiplikativ und erfillt o + pOx = ag fiir alle a € O .

iti) Die Abbildung
OKb - OK*’

r — P

ist bijektiv, d.h. O ist perfekt.

w) Sei lim Ok = {(an)nz0 € [ 1,9 Ok : a} 1 = an}. Die Abbildung

x—zP

lim O — O
punny
xr—>xP

(@n)nz0 = (an +POK)nz0

ist eine multiplikative Bijektion mit der inversen Abbildung a = (ap)n=0 — ((ar%")#)n;o.

Beweis: 1) Seien (an)nz0, (bn)nz0 € Og» mit a,, = b, und @, + pOk = a,, By +pOk = b,. Dann
ist o |, = a;,, mod pOk und 3%, = B, mod pOk. Mitfolgt (af )P =aP" mod p"t1Ok.
Fiir 3, gilt dies analog. Da char(Ox/m) = p ist p € m und somit |p| < 1. Damit sind (a2 ),=o und
(82" =0 Cauchyfolgen und somit konvergent. Da o, — 3, € pOf gilt mit dass a2 = pP"
mod p"t1Ok ist und es folgt die Gleichheit der Grenzwerte.

ii) Sei ab = (anbp)n=0 € Oxs. Dann ist (ab)# = lim,, ,, a2 B2 = a#b#, da (a2 )pz0 und (B2 )n=0
konvergieren.

Nach Definition ist a?” = aq fiir alle n € N, also a2 — ag € pOf fiir alle n € N. Damit ist (a? —
ap + pOk)n=o0 konstante Nullfolge in Oy und somit ist lim,, ., afL" —ag € pOk.

iii) Da char(Og») = p ist © +— 2P ein Ringhomomorphismus. Sei ¢ = (an)nz0 € Og» mit 0 = a? =
(ab,al,...) = (af,ap,a1,...). Damit ist a = 0.

Sei b = (a1, az,...) € Ogs». Dann ist b = a.
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L
T

iv) Sei a = (an)n=0 € O und a,, = a, + pOg. Dann ist a?™ = (an, ap41,...). Es ist zu iberprifen,
ob ((aﬁ)#)nzo € lim Ok ist. Es gilt
—

xzP

1 . m . m41 1
(a7 F)#)P = ("111_151% Urem)’ = lm oy gy, = (a7m)*

L
T

also ((a?™)#),=0 € lim Ok. Die Hintereinanderausfiihrung
«—

zr—>zP

O — lim Og — Ok
—
x—xP

(@)nzo = (@) #)zo = (@7)# + pOx)nso,

ist die Identitdt, da wegen ii) ((af%")# + pOK)nz0 = (an)n>o ist. Damit ist die Abbildung surjektiv.
Seien «, 5 € @mer Ok mit oy, +pOx = By + pOx fiir alle m > 0. Mit folgt a,, = ozf,::rn =
ﬁ::rn = fBm mod p"t' Ok fiir alle m,n > 0. Damit ist o, = By, fiir alle m > 0, da (1,5, p" Ok =

0. O

Proposition 2.3
Sei K ein perfektoider Korper.

i) Die Abbildung
| ) |b : OKb d RZO
a s |a”|
ist ein nicht-archimedischer Absolutbetrag.
it) Es gilt |Ok| = |Ogsy-

iti) Fir a,be O, ist genau dann |al, < |b],, wenn aOg» S bO .

i) Erfillt p> € O die Gleichung |p°|, = |p|, dann ist die Abbildung

OKb/pbOKb g OK/pOK
(@n)n=0 +pbom = ap

ein Ringisomorphismus.

Beweis: i) Man wéhle fiir jedes Folgenglied des Nullelements 0 € Og» den Reprédsentanten 0 € K.
Dann sieht man leicht, dass |0], = |0%| = |0| = 0 ist. Sei nun andererseits a € O mit |a|, = |a¥| = 0.
Da | - | ein Absolutbetrag ist, ist a# = 0. Fiir alle n > 0 gilt nach ii), dass ((aﬁ)#)pn =a" = 0.
Der Ring Ok ist ein Integritdtsbereich. Also folgt fiir alle n > 0, dass (ar%")# = 0 iist. Aufgrund der
Bijektivitit der Abbildung in[2.2]iv), ist a = 0.

Die zweite Eigenschaft eines Absolutbetrags ist wegen der Multiplikativitat der Abbildungen # und
| - | erfiillt.

Seien a = (ap)nz0 = (n + POK)nz0, b = (bn)nz0 = (Bn + POk )n=0 € O». Dann ist |a + b, = |(a +
b)#| = [limy, o (o, + 5n)pn| = limy, o |an + ﬁn|pn < limy o0 maX{|an|pn7 |5n|pn} = max{als, |b]y }.
ii) Die Inklusion |Og»|, € |Ok| gilt offensichtlich.

Sei o € Og\{0}. Da K perfektoid ist, liegt |K*| dicht in R~q. Daher gibt es A € Ok, sodass |p| <
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IA| < 1. Sei m € N mit [A\™*1| < |a] < |A™]. Da |A] < 1 ist, ist offensichtlich [A] < |A="*| und wegen
la| <A™ ist |[A"™a| < 1. Nach Voraussetzung ist die Abbildung O /pOx — Ok /pOk, =+ P
surjektiv und damit gibt es 7,6 € Ok, sodass A"« — 6P, A — 4P € pOf ist. Somit ist |A — 4P| < |p|.
Dariiberhinaus ist |y?| > |p|, denn angenommen es gelte |4?| < |p|. Dann ist |A| = |A — P + 7| <
max{|A — 7|, |7?|} < |p|- Dies widerspricht aber der Ungleichung |p| < |A|. Mit folgt somit
insgesamt [A| = |A — P + 4P| = |97 = |7

Auf dieselbe Art erhilt man |A\""«| = |0[P.

Mit diesen beiden Gleichungen folgt |o| = |y"d|P. Dies ldsst sich induktiv fortsetzen, sodass nach

n—maliger Ausfithrung § konstruiert wird, mit |a| = |3|P". Wihle n € N grof genug, sodass |p| <
|8 ist. Dies ist moglich, da |B] = ”W und lim,, ”W = 1 ist. Es geniligt nun zu zeigen,
dass |B] € |Ogs|, ist. Im Folgenden wird b € O konstruiert mit |b, = |5]. Setze By := S und
bo := Bo + pOx. Wegen der Surjektivitit von Ok /pOx — Ok /pOk, x +— aP erhdlt man eine
Folge b = (bn)nz0 = (Bn + POk )nzo mit b), = b,. Also ist b € Og». Da fiir alle n € N gilt
pr" =B =By mod pOx , ist [b# — B| = |limy . B8 — B| = limy, e |82 — B] < |p|. Insgesamt ist
also [bly = (%] = [b# — 5 + | = max{|i* — B, 3]} = |8] € [Op].

iii) Seien a, b € Ogv mit aOgv S bOy». Fiir den Fall, dass a = 0 ist, gilt die Behauptung offensichtlich.
Dieser wird im Folgenden ausgeschlossen.

Es existiert ¢ € Oy mit a = be. Mit i) folgt, dass |a|, = |bel, < |blp|c], < |bly, da wegen ii) ||, < 1 ist.
Seien nun a,b € Oy mit |a], < |b], und «, = (aTl")#,ﬁn = (le")# fiir alle n € N. Mit
ii) folgt, dass |ag| = |al, < |b], = |Bo|- Die Folgen (ap)nz0 und (Bn)n=o liegen nach iv) in

lim Ok. Da die Funktion f(z) := x auf Rx( monoton wachsend ist, folgt fiir alle n € N, dass

z—xP

|| = |o¢0|z%" < |ﬂo|ﬁ = |Bn| ist. Mit folgt, dass fiir alle n € N ein v, € Ok existiert,
sodass o, = Ynfy ist. Dariiberhinaus ist v,0, = o, = o ., =L 180, = 4P, B,. Folglich gilt
fir alle n € N die Gleichung v, = 7%, da O ein Integritatsbereich ist. Fiir v := (75 )nz0 und
¢:= (Yn + POk )nso folgt aus a = B aufgrund der Multiplikativitdt der Abbildung aus iv), dass
a = bc und somit aOp» S 0O ist.

iv) Sei p” € O mit |p’|, = |p|. Da Ok /pOk — Ok /pOk, x +— aP surjektiv ist, ist es moglich, jedes
ag € Ok /pOf fortzusetzen, sodass (a,)n=0 in Ok liegt. Daher ist Oy» — Ok /pOk, (an)nz0 — ao

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Der Kern dieser Abbildung ist

{a € Oks : ap =0} {a€ Ok : a™ € pOk}
= {a€ O :lal, = |a*| < pl = ]}
l;) pbOKb

Also gilt die Isomorphie. O
Korollar 2.4

Oy ist ein Integrititsbereich und |- |, : Ogv — R ist zu einem nicht-archimedischen Absolutbetrag
auf K* := Quot(Op) fortsetzbar. Dariberhinaus ist |K°|, = |K| und O = {x € K* : |z|, < 1}.

Beweis: Seien a,b € Oy mit ab = 0. Dann ist |ab|, = |al,|b], = 0 in Rsg. Somit ist entweder
|al, = 0 oder [b], = 0 und folglich a = 0 oder b = 0. Offensichtlich definiert ||, := % einen nicht-

archimedischen Absolutbetrag auf K”.
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2 Tilting eines perfektoiden Koérpers

Es gilt

K"}, {lzllyl, " - 2 € Ok, y € Opa\{0}}
{riro:r1 €Oy, 2 € |OK"\{O}|;1}

3 riry i€ Okl € |0K\0} 71} = |K],

ii)

wobei fiir eine Teilmenge A von R.q bedeutet A~ := {x e Rog: 2 ! € A}.
Offensichtlich gilt die Inklusion Oy, C {z € K’ : ||, < 1}. Sei z € K” mit |z|, < 1. Es gibt y, 2z € Oy,
sodass x = yz~ ! ist. Folglich ist wegen iii) y € 20g». Daher ist € Ogs. O

Proposition 2.5
K" ist ein perfekter Korper mit char(K®) = p. Beziiglich |-|, ist er vollstindig. Wegen ist (K, |-|,)
daher ein perfektoider Korper.

Beweis: Da O» perfekt ist und char(Og) = p, gilt dies ebenfalls fiir seinen Quotientenkorper.
Nach geniligt nun noch zu zeigen, dass Oy vollstdndig ist. Dazu werden zwei Félle unterschie-
den. Zunéchst wird die Behauptung fir den Fall char(K) = p # 0 und im Anschluss fiir den Fall
char(K) = 0.

Sei char(K) = p # 0. Dann ist die Charakteristik des Restklassenkorpers ebenfalls p und es gilt
Ok /pOk = Ok. Nach Voraussetzung ist die Abbildung Ok /pOx = O — Ok = Ok /pOk, x— aP
surjektiv. Damit ist Ok perfekt und somit ist auch K perfekt. Damit ist der Ringhomomorphismus
Og» = Ok /pOk = Ok, (an)ns=0 — ao surjektiv. Dariiberhinaus ist er injektiv und eine Isometrie.
Fiir (an)nz0 € Ogs mit (an)nz0 — 0 gilt fiir alle n € N, dass 0 = ap = a?" und somit a,, = 0 fiir alle
n € N ist.

Wegen [2.2)ii) gilt |(an)nzols = |(an)fsol = laol.

Setzt man die Abbildung Oy — Ok /pOk = Ok, (an)ns0 — ag auf K fort, so erhdlt man einen
isometrischen Isomorphismus (K”, |- |,) — (K, |-|). Da K perfektoid ist, ist K” bzgl. | - |, vollstéindig.

Sei nun char(K) = 0 und sei a(™ := (a%m))nzo € Oy fiir alle m € N, wobei (a(™)),,=¢ eine Cauchyfol-
ge ist. Sei n € N beliebig. Dann gibt es ein N € N, sodass fiir alle m, m’ = N gilt [a(™ —a(™)], < |p[*"

ist.
Fiir b = (by )0 € {2 € Opes : |2], < p|P"} gilt |p| = |b7" |, = |(b77 )#]. Es gilt also (b77)# € pOx und
wegeniv) ist by, = (b7 )# + pOx = (bn,bns1,...)* + pOgs = 0. Damit ist auch b, = 62" " =0

fur alle k e Nmit 0 < k < n.
Fiir die k—ten Folgenglieder von a(™ — a™) mit 0 <k <n gilt demnach fiir alle m,m' > N, dass
(al™) —a(m), = a,(gm) - a,(cm ) = 0ist, also gilt a,(gm) = a,(cm ). Dan beliebig ist, wird (a,(gm))m;o statio-

nér fir alle k € N. Sei a;, := lim,,, a,(cm) € Ok /pOxk. Man wihle m grofi genug, sodass aj, = a,(cm) und

pr1 = a,(ﬁ)l ist. Dann ist af_ ; = ( ,(Q:)l)p = a,(cm) = ay,, weil (™ € Op. Damit ist a 1= (az)r=0 € Of»
der Grenzwert der Folge (a(™),,>0. Denn sei dazu ¢ > 0 und n € N mit |p|’" < e. Dann gibt es ein
N > 0, sodass fiir alle m > N gilt a'/™ = a,,. Mit[2.2]ii) folgt 0 = a7 —a,, = ((a'™ —a)7™)# +pOx
und somit ((a(™) — a)ﬁ)# e pOk, also |((al™ — a)ﬁ)#| = |(al™ — a)v%n < |p|. Dies impliziert
jal™) —al, < [pl”" <. O

Definition 2.6
Ist (K,|-|) ein perfektoider Korper, so heifit (K°,|-|,) der Tilt von K.
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2 Tilting eines perfektoiden Koérpers

Ist char(K) = p # 0, so sind (K,|-|) und (K”,|-|,) isometrisch isomorph. Im Beweis von ist

dieser Isomorphismus angegeben.

Lemma 2.7
Seien K und L perfektoide Korper der Charakteristik O und sei o : K — L ein stetiger Korperhomo-

morphismus. Dann ist

o’ Oy — Op
(o + pO)nzo (o(an) +pO)nz0

ein stetiger und injektiver Ringhomomorphismus. Ist o eine Isometrie, so ist auch o eine Isometrie.

Beweis: Damit ¢” wohldefiniert ist, muss zunéichst gewihrleistet sein, dass o(Og) in Oy, liegt.
Sei z € Ok mit |z| < 1. Dann gilt wegen der Stetigkeit von o
nh_r)r}ﬂa(x )= U(Jl_{%% ) =0(0) =0.
Damit ist (o(z)™)n=0 eine Nullfolge und somit ist |o(x)| < 1.
Sei z € O, also |z| = 1. Angenommen es gilt |o(x)| # 1. Dann ist (o(2"))n0 oder (o(z71)™),»0 eine
Nullfolge. Die Folgen (2™),>0 und (z7"),>0 sind keine Nullfolgen. Dies widerspricht der Stetigkeit
von o.

Damit ist die Einschrinkung o : Ox — Oy, ein Ringhomomorphismus und somit ist o” wohldefiniert

und offenbar ein Ringhomomorphismus. Das Diagramm

2.2kv
(n)n=0 lim OK O
(0(n))nzo lim 0,22 0,

kommutiert, wobei die Abbildungen lim Ok — lim Or und lim Ok — Oy injektiv
<z xP <—zxHxP <z
bzw. bijektiv sind. Damit ist auch o ein injektiver Ringhomomorphismus.

Sei nun o : K — L eine Isometrie und sei (o, + pOk )n=0 € O». Dann ist

n

|(o(an) + POK)nzols = [(0(an) + pOx)nz0)7| = [limy s o ()7
|o(limy, o af)| = [limy o F | = |(an + pOs)nzoly-

|0° (an + POk )nz0)ls

Der Ringhomomorphismus ¢” ist also ebenfalls eine Isometrie. O

Da 0" : O — Oy, ein injektiver Ringhomomorphismus ist, lésst sich dieser zu einem Kérperhomo-

morphismus ¢ : K? — L” fortsetzen. Dieser heift der Tilt von o.
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Lemma 2.8

Die Zuordnung

fiir perfektoide Korper K ist funktoriell.

Beweis: Offensichtlich gilt die Gleichheit (idg)® = idys. Seien f und g isometrische Kérperhomo-
morphismen, sodass die Verkniipfung f o g sinnvoll ist. Dann ist offensichtlich (f o g)* = f>og’. O

Lemma 2.9

Ist K ein perfektoider Korper, so ist K" ein perfektoider Korper.

Beweis: Der Kérper K ist vollstéindig. Da K’ perfektoid ist, ist |(K”)*|, dicht in Rs¢ und somit

liegt nach Definition von | - |* die Menge |(K?)*|* dicht in Rsg. Es ist also noch zu zeigen, dass die
Abbildung
Og/p(?g 20~ - O=~= O:/p@:
KK K K K Kb

r +— P

surjektiv ist. Das zeigt man wie in ii). O

Theorem 2.10
Sei K ein perfektoider Korper. K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn K algebraisch

abgeschlossen ist.

Beweis: Sei K algebraisch abgeschlossen und E|K > eine endliche Korpererweiterung. Da K’ nach
perfekt ist, ist die Korpererweiterung separabel. Es kann 0.B.d.A angenommen werden, dass
E|\K b eine endliche Galoiserweiterung ist, da sich endliche Korpererweiterungen zu einer normalen
Korpererweiterung erweitern lassen. Sei 2 € F. Es wird nun gezeigt, dass = in K° liegt, denn dann
besitzt K? keine echte algebraische Erweiterung und ist somit algebraisch abgeschlossen. Falls z nicht

! multipliziert, wobei y € K”\{0} und |z|, < |y, ist. Sei also 0.B.d.A, z € O

in O liegt, wird es mit y~
und m(X) = X4 +ald=D x4 1 449 das Minimalpolynom von z in K. Das Polynom m zerfillt
in E in Linearfaktoren und seine Nullstellen sind Galoiskonjugierte von z. Nach [[.4.12]sind Elemente

der Galoisgruppe Isometrien und somit liegen die Galoiskonjugierten ebenfalls im Bewertungsring O

und folglich auch die Koeffizienten a(?, ..., a4~ Da sie Elemente in K” sind, liegen sie in Og». Sei
al) = (a(j))nzo € Oy = @y.—»yp Ok /pOx und m,, := X% + aVxd1y el e Ok /pOk[X].

Sei ferner B, := {z € Og/pOk : my(z) = 0}. Da nach Definition (ag}rl)” = (aSi)) fiir alle j €
{0,...,d —1} gilt, ist BY | :={bP | : byy1 € Byg1} S By, fiir alle n € N. Dadurch ist

B:= l(in By, = {(bn)n>0 : by, € By, und b | = by, fiir alle n € N} € Opn,

y—yP

wobei ((Bp)nen, (fij)i<jen) mit frn @ Bpm — By, by — bﬁ;n_n = b, offensichtlich ein projektives
System ist. B ist die Menge der Nullstellen von m. Wenn nun gezeigt werden kann, dass B nicht leer

ist, so muss aufgrund der Irreduzibilitdt des Minimalpolynoms m dieses vom Grad 1 sein und folglich
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2 Tilting eines perfektoiden Koérpers

ist £ € Ogv. Damit wire K > algebraisch abgeschlossen, da keine echte algebraische Erweiterung
existiert.

Sei fiir n € N das Polynom m,,(X) = X+ (s (d- 1))Xd T+ 4 (a (0)) € Ok [X] mit o) +pOg = a¥
und definiere C,, := {z € K : my(z) = 0}. Diese Menge ist endlich. Da K algebraisch abgeschlossen

ist, zerfallt m,, in Linearfaktoren. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese in Ox[X] liegen, also
C, < Ok. (8)

Sei im Folgenden || - || die Gauf-Norm aus Kapitel 1. Da m,, ein normiertes Polynom in Og[X] ist,
ist ||mn|| =1 und da [|X — B]| > 1 fiir alle 8 € K ist, gilt

L= [l = ITTX =8I = T Tl =)l

und somit || X — B;|| <1 fiir alle 8;. Damit gilt (8).
Sei A,, := {ozpdf1 +pOk : @ € Chyg-1} S Ok /pOk. Dann ist A,, € B, fir alle n € N. Denn sei «
Nullstelle des Polynoms m,, y4_1. Es gilt

ma(a® ™ +p0K) = (@ )+ (@) (P T + L+ () + pOx
d

- d—1 d—1 d—1 7 0 d—1
D L () L (s L SN (A RS LS )
d—1 d—1 _ d—1 0 d—1
+(0‘51+d21ad hp +"'+(a5’%‘v)>d71)p +pOk
_ d—1
o +0‘n+d7104d T+, +045LOJZ(1 DP 4+ pO0k

a1 (a)P +pOK = 0.

Damit ist A,, eine endliche nicht-leere Teilmenge von B,,. Dariiberhinaus ist

AP C A, (9)

Sei dazu a?" + pOgk € A1 mit a € Cp 4 4. Dann ist

Mntd-1(a?) +pOx = mppa-1(a? + Ok)
= (@) ol ) (@)l Ok

(ad)? + (“ D@1+ () )P+ pOK

= (a? +a ) ad=t 4 .. +a£lo+)d)p+p(9K

(Mnta(a

My ))p+p(9K—O

Das Element my,+q—1(a?) liegt also in pOx. Sei Mnya—1(X) = []gec,,, (X — £)t mit geeigneten
positiven ganzen Zahlen ¢g. Dann ist ZﬂeCner_l tg = d und [[4.¢ o — B)5 € pOk. Sei B €

Chig_1 mit |o? — | < |aP — B] fiir alle € Cpyq_1. Dann ist

n+d—1(
of =Bl*< [T la”=p1" <|pl,
BeChnia—1

und somit gilt |af — B| < |p|5, also ist o? — B € (Ok, wobei ¢ eine Nullstelle von X¢ — p ist. Das
Polynom X? — p zerfillt in K[X], da K algebraisch abgeschlossen ist. Dariiberhinaus liegt ¢ in Ok,
da p in Ok liegt. Mit dem Ring O und dem Ideal (O folgt mit a?’ — de_l € pOk und somit
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ist

(@ +pOR)P = o +pOx = ¥ + pOx € Ay,

da B € Cppg—1. Damit gilt @[)

n 2
Sei A}, := (V,,50 Ah4m- Da A, 2 AP | 2 AP, eine Kette endlicher nicht-leerer Mengen ist, so

ist auch A/, eine endliche nicht-leere Menge. Es gibt eine natiirliche Zahl j(n) mit A, = AL "

n+m
alle m = j(n). Da fiir alle m > 0 die Inklusion Af;ilrm C AP" gilt, ist (A,.,)P S A, Es gilt sogar

Gleichheit, denn fiir m > max{j(n), j(n + 1)} gilt A}, = AZ} = AP 7" — (AP" )P = (A, )P,

fir

Insgesamt gelten die Inklusionen

A" := lim A/, € lim A4, € lim B, = B,

y—yP y—yP y—yP

bzgl. der projektiven Systeme ((Ay)nen, (fij)i<jen) und ((A7 )nen, (fij)i<jen) mit f,, wie bei B. Es
geniigt also zu zeigen, dass A’ eine nicht leere Menge ist. Da die Abbildungen f,,, wegen A/ =
(A’ )P""" surjektiv ist, lasst sich ein Element in A’ konstruieren. Fiir z,, € A’ wird z,11 € A/,

gewdhlt mit «? | = x,,. Damit liegt (,,)n>0 in A’ und somit in B.

Sei nun K’ algebraisch abgeschlossen. Angenommen es gibt eine endliche Kérpererweiterung E |K
mit [E : K] =d > 2. Gilt char(K) = p > 0, so ist K = K’, und es ist nichts zu zeigen. Wir nehmen
daher ohne Einschréankung char(K) = 0 an. Damit ist E|K eine separable Korpererweiterung und
somit gibt es ein y € F mit F = K(y). Durch Multiplikation mit einem geeigneten Element aus
K\{0} kann man y € Op wihlen. Wie oben sei 0.B.d.A. F|K eine Galoiserweiterung. Dann liegt das
Minimalpolynom m(X) von y in Og[X]. Im Folgenden wird ein Element konstruiert, das sowohl in
O liegt, als auch eine Nullstelle von m ist. Das wird der Irreduzibilitdt von m widersprechen.

Nach i) gibt es ein p” € Ok mit [p°|, = |p| = p~'. Wegen O /p* O = Of/pOx iniv)
gibt es ein normiertes Polynom f(X) € O [X], sodass das Bild von f(x) + p’O» unter dem durch
Og» /pbO kv = Ok /pOk induzierten Ringhomomorphismus zwischen den entsprechenden Polynom-
ringen das Polynom m(X)+pOf ist. Da K” algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das Polynom f(X)
in Linearfaktoren, es gibt also by, ...,bq € K” mit f(X) = H?Zl(X —b;). Unter den Nullstellen gibt
es ein b;, € Og», denn aus der Annahme, dass alle Nullstellen nicht in Og» liegen, folgt aus Abso-
lutbetragseigenschaften, dass f(0) = i]_[fzo b; ¢ O ist. Dies widerspricht aber f(X) € O [X].
Sei y := bfg € Ok. Da m(X) in K[z] irreduzibel ist, ist m(y;) # 0. Das Bild unter dem obigen
Ringhomomorphismus von b;, + p* O ist b?s +pOk = y1 + pOx. Da f(bs,) + P’ Oxs = 0 ist, ist
sein Bild m(y1) + pOxk ebenfalls 0 und somit ist m(y;) € pOk. Damit gilt wegen m(y1) # 0 die
Ungleichung 0 < |m(y1)| < |p|. Wegen |K| = |K”|, gibt es ein a; € K” mit |ai|, = |m(y1)|. Da
K" algebraisch abgeschlossen ist, zerfallt das Polynom X% — ay in Linearfaktoren und somit gibt
es ein by € K’ mit b¢ = a;. Wegen |K"|, = |K| gibt es ein ¢; € K mit |¢;| = by, und somit ist
ler|¢ = |m(y1)| # 0. Insbesondere ist ¢; # 0. Sei my := ¢7%m(c1 X + y1). Dieses Polynom ist of-
fensichtlich normiert und vom Grad d und ist irreduzibel, denn angenommen es gibt ein Polynom
f(X), dessen Grad groBer ist als 0 und m(c; X + y1) teilt. Dann teilt f(c; (X — 1)) das Polynom
m(c (1 X +y1 —y1)) = m(X), was aber der Irreduzibilitit von m(X) widerspricht. Dariiberhinaus
gilt |m1(0)| = |e1] " ¢m(y1)| = 1. Damit ist m;(0) eine Einheit in Ok. Seien \q,...,\; die Null-
stellen von m;(X) in K und K’ := K(\y,...,\q). Da my irreduzibel ist, gibt es o; € Gal(K'|K)
mit o;(A;) = A1. Elemente der Galoisgruppe sind nach Isometrien und somit haben alle
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Nullstellen den gleichen Absolutbetrag. Es gilt 1 = |m(0)| = 5:0 |A;| und somit haben alle Null-
stellen Absolutbetrag 1. Das Polynom m4(X) liegt in Ox[X]. Induktiv fortschreitend konstruiert
man(yn)n>1, (¢n)n=1 in Ok und eine Folge (my,)n>¢ normierter, irreduzibler Polynome m,, € Ok [X]
vom Grad d mit mg(X) = m(X),0 < |en]? = [mn_1(yn)| < |p| und m,(X) = ¢ %my—1 (e, X +yy,) fiir
alle n > 1. Es gilt z := erzl(l_[;:ol ¢i)yn € Ok, denn die Folge (ZZZI(H;:OI ¢i)Yn)s>1 konvergiert
in Ok, da O vollstindig ist und sie offensichtlich eine Cauchyfolge ist, da |c;..c,| < |p|? und y, in
Ok liegt. Es wird gezeigt, dass z eine Nullstelle von m(X) ist. Dabei wird die Gleichheit

m(ci..cnX + C1oCn1n + -+ crya +y1) = cf..clm, (X) (10)

hilfreich sein, welche per Induktion gezeigt wird. Fiir n = 1 ist m(c1 X +y1) = cfe;m(a X +y1) =
cfm(X). Es gilt

cf.cimp(X) = cd.clezim, 1(cnX +yn)

= cf.cd mu 1(caX +yn)
m(cr..Cno1(cnX +yn) +C1.Cn2Yn-1+ ... + 192 + Y1)
= mci.cnX +cr.Cp1yn + ...+ c1y2 + 11).

Mit folgt nun
|m(cr..Cnyni1 + C1oCn1Yn + ... 12 +41)| = |c‘f..cﬁmn(yn+1)| < |p|”+1.

Wegen der Stetigkeit von O — Ok, = — m(x) gilt

m(z) = lim m(cr..cnyni1 + ... +c1y2 +y1) = 0.

n—>a
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3 Ring der Wittvektoren

Im vorherigen Kapitel wurde aus einem perfektoiden Korper ein perfektoider Kérper der Charakteris-
tik p konstruiert. Das néchste Ziel ist die Konstruktion eines perfektoiden Korpers der Charakteristik
0 aus einem perfektoiden Korper der Charakteristik p. Dafiir wird im folgenden Kapitel der soge-
nannte Ring der Wittvektoren eingefiihrt, der bei dieser Konstruktion eine grofie Rolle spielt.

Auch hier bildete die Vorlesung ,,p-adic Galois representations “ von Herrn Prof. Dr. Kohlhaase die

Grundlage.
Das Polynom ®,,(Xo,...,X,) = >"_, pinn_i € Z[Xo, X1, ...] heifit das n—te Wittpolynom.

Bemerkung 3.1
Es gelten ®o(Xy) = Xo und

(DnJrl(X(h e 7Xn+1) = (I)n(Xga cee 7X£) +pn+1Xn+1 = Xoan +pq)n(X17 s 7Xn+1)~

Lemma 3.2

Sei A ein kommutativer Ring, m,n € N und ag, ..., an,bo,...,b, € A. Dann gelten:
i) Fiir alle i € {0,...,n} mit a; =b; mod p™A ist ®;(ag,...,a;) = ®;(bg,...,b;) mod p™TA.
it) Die Umkehrung von i) gilt, falls p-1 kein Nullteiler in A ist, d.h. A — A, a — pa ist injektiv.

Beweis: i) Dies wird induktiv iiber n gezeigt. Sei n = 0 und a9 = by mod p™A. Dann ist $g(ag) =
ag = by = Dg(by) mod p™A.
Gelte nun die Aussage fir n und fir alle ¢ € {0,...,n + 1} sei a; = b; mod p™A. Dann gilt nach

Induktionsvoraussetzung
®,(ab,...,a2) =&, (bf,...,bP) mod pmT"TIA,
da nach die Kongruenz a? = 0¥ mod p™*! A gilt. Insgesamt ergibt sich also mit [3.1

Dpi1(ao, ... ans1) = @p(al, ..., a2) +p"Mayy = @,(05, ..., b2) + " bt
= ®py1(bo, ... b)) mod p" A,

da p"la, 1 = p" b1 mod pm LA,

ii) Auch hier wird die Behauptung induktiv iiber n gezeigt. Sei n = 0 und ®o(ag) = Po(by) mod p™A.

Dann ist offensichtlich ag = by mod p™A. Gelte nun die Aussage fiir und sei p - 1 kein Nullteiler. Da

nach Induktionsvoraussetzung fiir alle 7 € {0, ...,n} die Kongruenz a; = b; mod p™A gilt, folgt mit

fiir alle i € {0,...,n}, dass a =07 mod p™T1A. Mit i) folgt

®,(ab,...,a2) = &, (bf,...,bF) mod pmTITTA, (11)
Nach Voraussetzung gilt ®,,,1(ag, ..., an1) = Pry1(bos - .-, bpr1) mod p™ "+ 1A und somit ist we-
gen [3]]
O, (af, ... ah) +p" " apy — @u(bf, .. b)) = p " bpsg € pTHITAL
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Insgesamt ergibt sich mit (TI)), dass p" ™! (an+1 — byy1) € p™ " 1 ist. Da p- 1 kein Nullteiler ist, ist

Ani1 —bny1 € pPA, also apy1 = by mod p™A. O

Sei A ein kommutativer Ring. Dann ist AN := [], y = {(a¢,a1,...) : a; € A} bzgl. der komponen-
tenweise Addition und Multiplikation ein Ring. Ferner werden folgende Abbildungen definiert:

fa + AN AN (ag,a1,as,...) — (a1,a9,...)

va : AV — AV (ag,a1,a0,...) — (0,pag,pai,...)

o, : A=A (ag,a1,az,...)— ®,(a0,...,a,)

by AN S AN (ag,a1,a0,...) = (Pplag, ..., an))nz0

Lemma 3.3

Sei A ein kommutativer Ring.
1) Ist p- 1 kein Nullteiler, so ist ® 4 injektiv.
it) 4 ist bijektiv, wennp-1e€ A*.

Beweis: 1) Induktiv wird gezeigt, dass aus (P, (ag, - .., an))nz0 = (Pn(bo, - - -, bn))n>0 die Gleichheit
a; = b; fiir alle ¢ = 0 folgt. Fir n = 0 gilt ®o(ag) = Po(bo) und somit ag = by. Gelte nun a; = b; fir
alle i < n. Nach Bl ist

®,(ag,...,an,) = P,_1(ah,....al_)+p"a, und
D, (bo,...,bn) = Pp_1(bf,...,00_1) +p"b,
Nach Induktionsvoraussetzung ist ®,_1(ab,...,al ;) = ®,_1(b5,..., b ;) und somit p"a, = p™b,.

Es gilt a,, = b,,, da p - 1 kein Nullteiler ist.

ii) Sei nun dariiberhinaus p - 1 invertierbar und u = (u,)n=0 € AY. Definiere induktiv

Dann ist ®4((an)nz0) = u, da

=

én(a()» e an) = (I)nfl(a‘(l)), s 70’57171) +pnan
=@, 1(ab,....;al_ ) +p"(up — @p_1(a,....ab _)p™"
=Un .

Proposition 3.4
Seien A ein kommutativer Ring und B € A ein Unterring von A, ®a((an)nz0) = (Un)nz0 und sei
die Abbildung A/B — A/B, a' + B — pa’ + B injektiv. Fiir m > 0 sind dann ug, ..., u,, € B, genau

dann, wenn ag,...,a, € B.

Beweis: Eine Implikation wird induktiv iiber m bewiesen. Fiir m = 0 ist ag = up und die Behaup-
tung ist klar.

Gelte nun wug,...,u, € B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann aq,...,a,,—1 € B. Ferner ist
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A p™ = U, — Pry_1(al),...,al ;) € Bund da a + B — pa + B injektiv ist, folgt a,, € B.
Seien nun ay,...,a, € B. Es folgt v, = ®,(ag,...,a,) € B fur alle n € {0,...,m}, da ®,, ein
ganzzahliges Polynom ist. O

Proposition 3.5
Sei v : A — A ein Ringendomorphismus mit ¢(a) = a? mod pA fir alle a € A.

i) Seien ag,...,an—1 € A, u; = ®;(ag,...,q;) firalleie {0,...,n—1} und u,, € A. Dann existiert

genau dann ein a, € A mit u, = ®,(ag,...,a,), wenn Y(uy_1) = u, mod p"A ist.

i) A" := ®A(A) ist ein Unterring von AN, welcher sowohl fa, als auch va invariant ist. Insbe-

sondere gilt A" = {(un)n=0 € AN : (uy) = tuny1 mod p" LA fiir alle n = 0}.

Beweis: 1) Es gilt

o(un-1) = @(@p-1(ao,...,an-1)) = Pn_1(v(ao), ..., p(an-1))
g @, _1(af,...,al ;) mod p"A.
Die Gleichung
up = ®plag,...,an) = ®p_1(ak,...,al )+ a,p”

ist Aquivalent zur Kongruenz u, = ¢(u,—1) mod p™A.
ii) Seien a := (a,)n=0 € AV, b := (by)n=0 € A’ mit ®4(a) = b. Damit ist b, = ®,(ao,...,a,) fir alle

n = 0. Wegen i) ist dies dquivalent zu ¢(b,—1) = b,, mod p™A. Demnach folgt die die Gleichheit
A" = {(un)ns0 € AV : o(up) = upi1 mod p" A fiir alle n > 0}.

A" ist offensichtlich multiplikativ und additiv abgeschlossen und ist somit ein Unterring von AN,
Seien a € A’ und b := fa(a). Dann gilt fiir alle n € N, dass ¢(a,) = any1 mod p"TtA ist. Dies
impliziert

o(bn) = @((fa(@)n) = (an+1) = an+2

=bpy1 mod p"t2A.

Damit ist ¢(b,) = b,1 mod p"*t!'A und somit ist b e A’
Seien a € A" und b := v4(a) = (0, pag,pay,...). Dann gilt wieder fiir alle n > 1, dass p(a,) = an+t1
mod p"*!A ist. Es folgt

@(bn) —bnt1 = @((va(a))n) — (va(@))nt+1 = ¢(Pan—1) — pan
= pplan—1) —a,) € pp"A = p"T1A.

O
Mit der gewohnlichen Ringstruktur auf AN ist ®4 kein Ringhomomorphismus, denn fiir A = Z ist
DA((1,1,..)) +Pa((1,0,...) =(2,24+p,...) # (2,2P +p,...) = P4((2,1,...)). Im Folgenden wird
eine Ringstruktur auf AN konstruiert, sodass ®4 : (AN, neu) — (AN, alt) ein Ringhomomorphismus

ist.
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Proposition 3.6

Sei A = Z[Xo, X1, .., Yo, Yi,...] und X := (X0, X1,...),Y = (Yo, Y1,...) € AV.
i) Dann gibt es eindeutige Elemente S = (S,)n=0, P = (Pp)nz=0,1 = (In)n=0, F = (Fp)nso € AY,
sodass gilt
PA(S) = PA(X)+ Da(Y),
Pa(P) = Pu(X)-Pa(Y),
Du(I) = —Du(X),
PA(F) = fa(®a(X)).
ii) Es gilt Su, Py € Z[Xo, .., Xn, Yo, ... Y], In € Z[Xo, ..., X,] und
Fn € Z[X07 cee 7Xn+1]'
iit) Fir allen >0 ist F,, = X? mod pA.
i) Es gelten
Py(Xo, Yo) = XoYo,
P (X0, X1,Y0, Y1) = X1+ XYY +pXiY,
So(Xo, Yo) = Xo + Yo,
S1(Xo, X1,Y0, Y1) = Xi+Y1+ (X5 + Y] — (Xo +Yo)P).

Beweis: i) Nach [3.5|ii) ist ® 4 (A"Y) ein Unterring von AN, und somit sind ® 4 (X)+®4(Y), ®4(X)-
®4(Y) und —® 4(X) Elemente in ®4(AY). AuBerdem ist fa(®4(X)) ein Element in ®4(AY). Damit
existieren S, P, I und F € AN. Da p in A kein Nullteiler ist, ist wegen ® 4 injektiv und somit sind

S, P, I und F eindeutig bestimmt.
ii) Es gelten

u? = ®,(80,...,) = Pn(Xo,. .., Xn) + @n(Yo,. .., Yn) € Z[Xo, ..., Xn, Yo, ..., Ya]
ul’ D, (Po,...,Py) =2,(Xo,...,Xpn) @, (Yo,...,Y,) €Z[Xo,...,Xn,Yo,..., Y]
ul d)n(IO,..., ) = 0 (Xo,. .., Xn) € Z[Xo, ..., Xp]
up = P (Fos. s F) = (fa(@a(Xo, X1, )
= (I)n+1(X0,...7Xn+1) EZ[Xo,...,Xn+1]
Da die Abbildung A/B — A/B, a+ B — ap + B mit B = Z[ Xy, ..., X,,Yy,...,Y,] injektiv ist,

folgt mit dass Sy, P, € Z[Xo, ..., Xn, Yo, ..., Yo, In € Z[Xo,...,X,] und F,, € Z[Xo, ..., Xnt1]
sind.

iii) Da @, (Fp, .. ., Fi) = @y 1(Xos o Xng1) = Pu(X2, .o, XE) 4" 1 X,y st gilt Dy (Fp, ..., Fy) =
O, (XF, ..., XP) mod p"tA. Wegen folgt, dass F,, = X? mod pA ist.

iv) Es gilt Py(Xo,Yy) = XoYp, denn

o (Po(Xo, Yo))

< PO(X07}/0)

Ebenso ist

o (So(Xo, Yo)
&  S(Xo,Yo)
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3 Ring der Wittvektoren

Fiir das zweite Folgenglied des Produkts gilt

Oy (Py(Xo, X1, Y0, Y1) = ©1((Xo, X1))P1 (Yo, Y1)

Po(Xo,Yo)? + pPi(XoX1Y0, Y1) = (X§ + pX1)(YY + pY1)
pP1(Xo, X1, Y0, Y1) = —X0Yy + X0V + pXgYi + pXa Yy +p* X Y3
P (X, X1,Y0,Y7) = Xé)Yl + X1pr + pX1Y7.

¢

¢

¢

Die Berechnung fiir S;(Xo, X1, Yo, Y1) verlauft ahnlich. O

Lemma 3.7

i) Fiir alle n e N ist S,,(Xo, X7,..., X2" Yy, YP..,YP") € Z[X,Y] homogen vom Grad p".

i) Fiir alle n € N ist P,(Xo, X?,..., XP" Yo, YP.,YP") € Z[X,Y] eine Summe von Monomen

XY™ = X0 XY LY mit mo Ay = P =l 4 ..+,
d.h. Py(Xo, XY, ..., XE" Yy,...,YP"

P st homogen vom Grad p™, sowohl als Polynom in X, als

auch als Polynom in'Y .

Beweis: i) Das Polynom Sy(Xo,Yy) = Xo + Y ist homogen und vom Grad p° = 1.
Aufgrund der Definition der Addition und einer Eigenschaft von ®,, gilt

n

p S (X()a a"'ann’7Y0>-~'7Y7f’)
+ B 1(So(Xo, Y0)P, -, Suo1(Xo, ..., XE N Yo,...,YP" )P)

n—1 >
n

= 0,(Xo,...,X2") +®,(Yy,...,YP").

Die Summe @, (Xo,..., X?") = Z?:()pi(Xfi)p"ii
analog fiir ®,,(Yp,...,YP"). v v
Nach Induktionsvoraussetzung ist S; := S;(Xj, .. sz , Yo, .. qu,) homogen und deg(S;) = p* fiir

alle i < n—1. Nun ist ®,_1(So, .., 5%_;) = 21 01 pi(SPP "

=3" ,p'X? " ist homogen vom Grad p". Dies gilt

n—1—i

= 3" PSP " Dadeg(SP" ) =pn
und anﬂ homogen ist, ist ®,,_1(SF,...,S%_;) homogen vom Grad p" und somit ist

ann(X07 e 7X£n7}/ba .. '7an

") vom Grad p", da das Monom p"X?2" ein Summand der Summe

®,,(Xo, ..., XP") ist, aber kein Summand der Summe
®,_1(Sh,....SP_)e Z[Xo,...,Xn-1,Y0,...,Ys_1]. Dariiberhinaus ist es homogen, da Summen ho-
mogener Polynome gleichen Grades homogen sind.

ii) Aufgrund der Definition von P,, und einer Eigenschaft von ®,, gilt

P Po(Xo, XV, XE" Yy, .., YR
+ q)n—l(PO(XOaYE))pv'"7Pn—1(XOa---aX£71 )
= &,(Xg,...,XP")-®,(Yo,...,YP").

n—1

Yo, o, Y27 )

n

Wie in i) sind auch hier die Summen ®,(Xo, ..., X2") und @, (Yp, .. Yp") homogen vom Grad p™.
Das Produkt dieser Summen ist eine Summe von Monomen mit a”X Yp mit 7, j < n und oy, € Z.
Nach Induktionsvoraussetzung ist P; := P;(Xo, . . X Yo, .. Yp ) eine Summe von Monomen
XS"O..XZMYOmZ’..}QM; mit mo + ... +m; =p" =my + ... +m] fir alle i < n.

Damit ist ®,,(P,...,P?

1 . n—i . . n—i . .
P ) =>1g p'P’  eine Summe von Monomen mit deg(P ) =p't" " =

p" sowohl in Xg, ..., X,_1, als auch in Yy, ..., Y,,_1. Damit folgt die Behauptung. O
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Sei B ein kommutativer Ring mit 1. Im Folgenden wird gezeigt, dass die Abbildungen

®B BN x BN — BN
((an)nZOa(bn)nZO) = (Sn(af))'"aan7b0a"'abn))n20
GO BY x BN — BN

((an)nZOa (bn)nzo) = (Pn(a07 sy Gpybo, . bn))nzo

Ringoperationen auf BY definieren. BN mit diesen Verkniipfungen wird mit W (B) bezeichnet.

Theorem 3.8

Sei B ein kommutativer Ring mit 1.

i) (W(B),®s,®p) ist ein kommutativer Ring mit dem Nullelement Oy (py := (0,0,...) und dem

Einselement 1y gy := (1,0,0..). Das inverse Element zu (bn)nzo0 ist (In(bo, - - -, bn))nz0-

ii) Die Abbildung ®p : W(B) — B ist ein Ringhomomorphismus, insbesondere auch die Abbildung
B, W(B) = B, (bn)nso > ®m(bo,- .., bm) mit m = 0.

iti) Ist p : By — Ba ein Ringhomomorphismus kommautativer Ringe, dann gilt dies auch fir die
Abbildung
W(p) : W(B1) = W(Bz2), (bn)nz0—= (p(bn))nzo0-
Beweis: i) Zunéchst tiberpriift man, ob W(p) fiir einen Ringhomorphismus p : B; — By bazgl
beider Abbildungen additiv bzw. multiplikativ ist. Sei dazu f € Z[Xo, ..., X,,] und by, ..., by € By.
Dann gilt aufgrund der Homomorphieigenschaft von p, dass p(f(bo,...,bm)) = f(p(bo),- .., p(bm))

ist. Damit ist also

W(p)((an)nz0 @ (bn)nz0)) = W(p)((Snlao, ... an;bo;. - bn)nz0)
n(p(ao), - plan), p(bo), - -, p(bn))nz0 (12)

(p) (an)nZO @ W(p) (bn)nZO-

I
Sw =

Beziiglich © gilt dies analog.
Dariiberhinaus ist W(p)(1w(g,)) = (o(18,),p(0B,),...) = (15,,0B,,...). Nach Definition von ®p
und Op gelten

Pp((an)nz0 @B (bn)n=0) = ®B((an)nz0) + L5 ((bn)n=0)) (13)

=0
(I)B((an)nzo @B (bn)nZO) = (I)B((an)nZO) : ‘I)B((b )nZO))'

Sei By := Z[(Xp)pen]- Da Bj ein freier Z—Modul ist, d.h. B ist torsionsfrei, ist p kein Nullteiler und
somit ist die Abbildung ®p, : W(B;) — BY nach [3.3|1) injektiv. Damit ist

(an)nz0 OB, ((bn)nz0 @B, (¢n)nz0) = ((an)nz0 OB, (bn)nz0) @B, ((an)nz0 OB, (cn)nz0),
da wegen und der Ringaxiome in BY gilt:

@B, ((@n)nz0 OB, ((bn)n=0 ®B, (cn)n=0))
= (1)31 ((an)n20 OB, (bn)nBO ®B, (an)n20 (O): (Cn)néo)'

Auflerdem gelten offensichtlich wegen der Injektivitdt von ®p,, dass (an)n=0 ®5, (0B, )nz0 = (an)nz0

und (an)nz=0 ®5, (15, )nz0 = (@n)ns0 sind, wobei zu beachten ist, dass nach Definition von ® 4 stets
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D4((0)r=0) = (0)p=0 und P4((1,0,0,...)) = (1,1,1,...) gilt. Ebenso veerbt sich die Assoziativitét

auf W(By).
Das inverse Element der Addition fiir ein (b, )n>0 ist (Z(bo, - - -, bn))n=0, da
P, ((bn)n=0 @B, (n(bo,---,bn))nz0) = Pp,((bn)nz0) + (Pp, (In(bo, :0n))n=0

Il
KA
S
—
—
S S
y
— 3
3
%
(==}
~

Damit ist (W(B1),®s,,®p,) ein kommutativer Ring mit 1.

Dap: By = Z[(Xp)ses] = B, Xp — bein surjektiver Ringhomorphismus ist, ist auch W (p) surjektiv.
Wegen und W(p)(lw(s,)) = lw(s), ist (W(B),®s,Op) ein kommutativer Ring mit 1.

ii) Wegen und ®,,(1,0,...,0) = 17" + 3", pi0P" ™" fiir alle n > 0 folgt die Behauptung.

iii) Dies gilt wegen (12). O

Definition 3.9

Der Ring (W(B),®p,®p) heit Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in B.

Die Subtraktion wird mit

©p : W(B) x W(B) - W(B), ((an)n=0,(bn)n=0) — (an)nz0® (In(bo,--.,bn))n=0 bezeichnet.
Falls keine Verwechselung moglich ist, wird ®g, ®p,Op mit ®,®, © bezeichnet. Ist b = (bg, by,...) €
W(B), dann heiit ®,,(by,...,b,) die n—te Phantomkomponente von b.

Die Abbildung Fp : W(B) - W(B), (bn)nzo— (Fn(bo,--.,bn))n=0 heilt Frobenius.

Die Abbildung Vg : W(B) —» W(B), (by)n=o0— (0,bo,b1,...) heift Verschiebung.

Lemma 3.10
Seien By, By kommutative Ringe mit Fins und sei p : By — By ein Ringhomomorphismus. Dann

kommutieren die folgenden Diagramme

W (B) —22 . BN W(B) —22 - BN
P R
W(B) —— B W(B) B
W(B1) —2> W(By) W(By) —2e W (By)
wmi iww wml iww
W(Bs) - W(B2) W(Bs) - W(B).

Beweis: Das erste Diagramm kommutiert aufgrund der Konstruktion der Polynome F,.
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Sei (an)n=0 € W(B). Dann ist

vpo Pp((an)nz0) = vB((Pn(ao,--.,an))n=0)
p(I)n 1(@0,.. anfl)a n>0
0, n=>0
n=0
B p®n_1(ag,...,an-1) +0p", n>0
0, n=>0
B nz=0

(O ap, Ay, - - ~))n>0
= @B((O7a07a17...)) = @BOV((an)nzo).

Damit ist das zweite Diagramm kommutativ.
Fiir die Kommutativitit des darauffolgenden Diagramms sei (ay,)n=0 € W(B1). Dann gilt wegen der
Ganzzahligkeit der Polynome F,, in dass

W(p) o Fp,((an)nzo = W(p)((Fn(ao, .- an))nz0) = (Fn(p(ao),- -, pan)))n=0
= FBz © W(p)((an)nko)'

Nun wird gezeigt, dass das letzte Diagramm kommutiert. Sei dazu (ay,)n=0 € W(B1). Dann ist

W (p) o Va, ((an)n=0) W(p)(0, a0, a1,...) = (p(0), p(ao), p(ar), - ..)

= Vi, o W(p)((an)nz0)-

Proposition 3.11

Sei B ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gelten:
i) Fp ist ein Ringendomorphismus von W (B).
it) Vg ist bzgl. der Addition in W(B) ein Gruppenhomomorphismus.
i) Fiir alle be W(B) gilt (Fp o Vg)(b) = pb:= @, b.
w) Fiir alle a,be W(B) ist Ve(a ® Fg(b)) = Vi(a) ®b.
v) Fir alle be W(B) gilt Fg(b) = b := (O!_, b mod pW(B).

Beweis: i) Sei wieder By = Z[(Xp)pen] und p: By — B, Xj + b. Dann ist ®p, : W(B;) — BY
injektiv. AuBerdem gilt wegen der Homomorphieeigenschaft von ®p, : W(B;) — BY und fz, : BY —
BY', dass

q)Bl o FBl(xG')y) @ fB1 © CI)Bl(‘r@y) = fBl O(I)Bl(x) + fBl o(I)Bl(y)
B0 &y, 0 Fp, () + ®p, 0 Fp, (y) = ©p, (Fp, () ® Fp, (y))

ist. Also gilt Fp,(x ®@y) = Fp,(x) ® Fp,(y). Analog zeigt man, dass Fp, und ® kommutieren.
Dariiberhinaus ist F'g, (1w (p,)) = lw(s,), wegen

(I)Bl © FB1(]-W(B1)) = fBl © (I)Bl(]-W(B1)) = fBl(]-BT) = 1B$ = q)Bl(]-W(B1))'
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Daher ist Fp, ein Ringhomomorphismus. Da nach die Gleichung Fg o W(p) = W(p) o Fp, gilt
und W (p) surjektiv ist, ist auch Fp ein Ringhomomorphismus.

ii) Auch hier gilt wie in i) die Gleichung ®p, o Vg, (zt ® y) = ®p, (Vp, (z) @ Vi, (y)). Aufgrund
der Injektivitdt von ®p, ist Vp, bzgl. der Addition auf W (B;) ein Gruppenhomomorphismus. Die
Giiltigkeit der Gleichung Vg o W(p) = W (p) o Vg, gilt wegen und die Surjektivitat von W(p)
impliziert, dass Vg bzgl. der Addition auf W (B) ein Gruppenhomomorphismus ist.

iii) Sei b = (by)nz0 € W(B1). Wegen gilt dann:

@5, (Fp, oVp, (b)) = [, o®p oV (b) = fp, ovs, o P, (b)
fB1 ((O, q)o(bo), @1([)0, bl), .. )) = (pq)o(bo),pq)l(bo, bl), .. )
p(®p, (b)) = ©5,(pb).

Es folgt somit Fp, oVp, = pb furallebe W(By). Sei a = (an)nz0 € W(B). Dann gibt es ein b € W (By)
mit W(p)(b) = a. Insgesamt ergibt sich wieder mit

FpoVp(a) = FpoVpoW(p)(b) =FpoW(p)oVp,(b)
= W(p)o Fp, o Vp, (b) = W(p)(pb) = pW (p)(b) = pa.

iv) Fiir a = (an)n>0,0 = (bn)n=0 € BY gilt

vg(afp(b))

vE((an)n=0(b1,ba,bs,...)) = vp((aob1, a1ba, asbs,...))
= (0,pagb1, paibs, pazbs, .. .)

(0, pag, pay, pas, - ..)(bo, b1, ba, . ..)

vg(a)d.

(14)

Diese Gleichheit impliziert aufgrund der Multiplikativitédtvon vp,

(I)Bl (VBl (a‘ O] Fbl (b)))

CI)Bl (VBI ((Z)) O] (I)Bl (VBl © FBl (b))
vB, (®B,(a)) ©vp, (fB, © P5, (b))
vB, (®5,(a)) © Pp, (b) = @5, (Vs, (a) Ob).

= 0

Aufgrund der Injektivitdt von ®p, ist Vg, (a © Fp, (b)) = Vi, (a) ©®b fir alle a,b € W(By).
Seien z,y € W(B) und a,b € W(B;) mit W(p)(a) = 2 und W(p)(b) = y. Dann ist

Ve(z OB F(y)) = Ve(W(p)(a) O FpoW(p)(y))
= Ve(W(p)(a) ©p W(p) o Fp, (b)) = Vg o W(p)(a©s, Fs, (b))
= W(p) © VBI (a’ ®Bl FBI (b)) = W(p)(VBl (a‘) ®B1 b)

= VgoWi(p)(a) ©W(p)(b) =Vs(xz)Opy.

v) Der Ringhomomorphismus ¢ : By — Bi, Y, .5 aXy = D5 X}, wobei alle, bis auf endlich
viele Koeffizienten a; null sind, erfiillt die Kongruenz ¢(a) = a? mod pB; fir alle a € By. Diese
folgt aus dem binomischen Lehrsatz, dem Kleinen Fermatschen Satz und der Tatsache, dass p den
Binomialkoeffizienten (z) fiir alle k € {1,...,p — 1} teilt.

Mit [3.5]ii) folgt

Dp, W(B)) = {(un)nzo€ Bll\l t@(up) =Upy1 mod pn+lBl}

50



3 Ring der Wittvektoren

Sei be By und a = (an)ns0 = ®p, (b). Mit folgt
©p, (F(0) ©) = fp, 0 @p, (b) — @5, (b) = fp,(a) — @ = (ans1 — A} )nzo-
Damit sind (an)n=0 und fp,(a) — a” Elemente in ®p, (W (B)) und somit gelten

p(a,) = aP mod pBy,

(p(an) = Gp41 mOdanrlBl-

Dies impliziert a,+1 —af, = p(a,) —¢(a,) =0 mod pB; fir alle n = 0. Sei ¢, € By mit a,,41 —aP, =
pcy,. Dann ist

PCnt1 — pp(cn) = ania — P(ani1) — (aiﬂ —p(an)?).
Dabei gilt a, 42 — @(ans1) € P2 By. Wegen und a1 — ¢(a,) € p" 1By ist ab 1 —¢(a,)? ein
Element in p"*2B;. Dann ist auch pc,.1 —py(c,) € p" 2 B. Da p kein Nullteiler ist, ist ¢,41 —@(c,) €
PR,
Damit ist ¢ = (¢n)nz0 € @5, (W(B1)), d.h. es gibt d € W(B;) mit ®p,(d) = c. Dann ist

Qp, (F(E) © l;p) =pPp, (d) =®p, (pd)

Aufgrund der Injektivitit von ®p, gilt F(b) © b? = pd € pW (B1). Da W (p) surjektiv ist, gibt es ein
be W(B) mit W(p)(b) = b. Dann folgt

Fp(b)obw

O
Sei B ein kommutativer Ring mit 1 und V die Verschiebung auf W (B). Fir m > 0 wird die Menge
Im(V™) = {(bp)nz=0 € W(B) : bg = .., bjp—1 = 0} mit V,,,(B) bezeichnet.
Es gilt W(B) = Vo(B) 2 Vi(B) 2 ... und (1,5 Vin(B) = 0. Wegen ii) und iv) sind fiir alle
m > 0 die Mengen V,,(B) Ideale.
Der Ring W (B)/Vy(B) heifit Ring der Wittvektoren der Linge m und wird mit W,,(B) be-

zeichnet.

Lemma 3.12

Sei B ein kommutativer Ring mit Fins und m > 1.
Z) Fiir (bn)nZO € W(B) st (bn)nZO = (bo, ey bm—la 0, O, .. ) @ (0, - 70, bm7 bm+17 .. )

it) Die Abbildung

B™ — W,(B)
(bo,...,bm_l) = (bo,...,bm_l,0,0,...)(-BVm(B)

ist bijektiv.
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Beweis: i) Es gilt fiir alle k € N

(bk(bo,...,bm,ho,...,())+q>k(07...,07bm,...7bk) =<I)k(b07...,bk),

da
Dp(bg,...,br), 0<k<m
(I)k(b(),...,bm_l,o,...,()) = m—=1 .
p'o? 0<m<k
1=0
0, 0<k<m
q)k(07 . 307 bm7 5 bk) = k L k—i
Sy, m<k
Damit ist

Dp((bo,---sbm-1,0,0,...)®(0,...,0,bp,bys1,--.))
= ®p((bo,..-,bm-1,0,0,...)) +Pp((0,...,0,b, byt1,-..))
(®r(boy .-y bim—1,0,...,0)) k=0 + (Px(0,...,0,bm,...,bk))k>0
= ®p((bo,--,bm—1,bm,bms1;---))-
Die Behauptung gilt somit fiir By = Z[(X)sep], da die Abbildung ®p5, nach nach i) injektiv ist.
Sei wieder p: By — B, X +— b und
b = (bos -+ s bm-1,0,...),0 = (0,...,0,bp,bms1,...) € W(B). Wegen der Surjektivitdt von W (p)
gibt s & = (%0,...,Zm-1,0,...),% = (0,...,0,Zm,Tms1,...) € W(By), sodass W(p)(Z) = b und
W (p)(&) = (b). Folglich ist

b®pb

W(p)() @8 W(p)(Z) = W(p)(z ®s, Z)

= W(p)((l‘o, o Tm—1,Tmy Tm+15 - - )) = (b07 c 'ubm717bm7bm+17 c )

ii) Die Abbildung ist surjektiv, da mit i)

(bo, b1, b2y . ) @ Vin(B) = (boy. b1,0,...)® (0,0, by, bis1s-..) ® Vin(B)
(b0, -+ bm1,0,...) ® Vin(B)

gilt und somit (b, ..., bmy_1) im Urbild von (bg, b1,...) ® V,,(B) liegt.
Sei (bg, .-y bm-1,0,...) @ Vin(B) = (co,---,Cm-1,0,...) ®V,,(B). Dann gibt es
(0,...,0,bpm,bimt1,...) € Vin(B), sodass

(boy -3 bm—1,0,...)@(0,...,0,bp, brrt1)
2 (bo, .. ~;bm—1ab7nabm+17 .o ) = (Co, N ,cm_l,O, .o )

Somit ist b; = ¢; fiir alle ¢ < m. Die Abbildung ist also injektiv. O

Korollar 3.13
Fiir einen kommutativen Ring B mit Eins gilt B =~ W;(B).

Beweis: Mit ii) und ii) induziert ®¢ : W(B) — B einen Ringisomorphismus W7 (B) — B.
O
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Lemma 3.14
Die Abbildung 7: B - W(B), b~ (b,0,0,...) ist multiplikativ.

Beweis: Fiir das erste Folgenglied des Produktes
(b,0,...)®(c,0,...) = (Py(b,c), P1(b,0,¢,0),...),

gilt Py(b,c) = be. Es ist also zu zeigen, dass fiir alle n > 1 alle iibrigen Folgenglieder gleich 0 sind,

also

P (Xo,Y0) := Pa(Xo,0,...,0,Y5,0,...,0) = 0.

Es gilt

XUV = 9,(X0,0,...,0)9,(Y,0,...,0)
= (bn(PO(XOaYE))apl(XOa}/O),"'aPn(XOa}/O))
= 2 PP X, Yo)P" T = (Po(Xo, Yo))P" + X p'(P(Xo, o))"
=0 i=1

= XPYE X (P Y) T

1=

Somit ist 7", pi(P(Xo, Yo))*" ' = 0. Nach 3.6]iv) gilt Py(Xo,Yp) = 0.
Wegen Y7, p'(Pn(Xo,Y0))?" " = 0 folgt nach Induktion P,(Xo,Yy) = 0. O

Das Element 7(b) heifit Teichmiillerreprisentant von b € B = W(B)/Vi(B). Er wird auch mit
7(b) = [b] bezeichnet.

Lemma 3.15
((W(B)/Vi(B))izo, (aﬁ)lz];f) mit

aji: W(B)/ViB) — W(B)/Vy(B)
bOVI(B) — b®V;(B)

mit j <1 ist ein projektives System.

Beweis: Es gilt V;(B) 2 V;(B) fir j < i. Damit ist a;; ein wohldefinierter Ringhomomorphismus.

O
Lemma 3.16
Die Zuordnung
W(B) — limW,,(B)
meN
b — (b@Vm(B))mZO
ist ein Ringismorphismus.
Beweis: Da a;;(b@® Vi(B)) = b@® V;(B) ist fiir i > j, gilt (b® Vin(B))mzo € lim _ Wi, (B).

Aufgrund der komponentenweise Addition und Multiplikation in lim | W (B) ist die Abbildung

1EN
offensichtlich ein Ringhomomorphismus.

Der Kern des Homomorphismus ist [),,,~o Vin(B) = 0.
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Sei ()0 € liilmeN Win(B) und &, = (ons-- - Znn, 0,...) € W(B) mit &, ®V,,(B) = z, fur alle
n € N. Nach Definition des projektiven Limes und da nach ii) Elemente in W,,(B) eindeutig
durch die ersten m — 1 Folgenglieder des Repréasentanten bestimmt sind gilt fiir alle m < n die
Gleichheit x; , = ; , fiir alle ¢ < m. Bezeichne also x; ,, mit y; fiir alle n € N. Offenbar ist das Bild

von (Yn)n=o unter dem obigen Homomorphismus (z,),>0- O

Lemma 3.17
Fiir alle k > 1 ist Vi(B)* = p*='Vi(B).

Beweis: Die Behauptung wird mit vollstdndiger Induktion nach k gezeigt. Fiir £ = 1 gilt die
Behauptung offensichtlich. Seien a1,...,a; € B. Dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein
a € W(B) mit

PPV (@) O V(ax) = V(p"~%a) OV (ax)
V(p*2a® F o V(ay)) EID V(pF~la®az)
PPV (a®ay).

V(al)G)@V(ak) =
EI0

Theorem 3.18
Sei char(B) = p.

i) Ist b= (by)nz=0 € W(B), so ist F(b) = (b2)p=0 und pb =V o F(b) = (0,b5,0%,...).
it) Fir alle m,n = 0 ist Vi (B) © Vo (B) € Vipgn(B).
i) Fiir alle k > 1 st p*W(B) € Vi(B)* < p*~'W(B).

iv) Die Abbildung
W(B) — limW(B)/p*W(B)
keN

b = (0@p"W(B))k=o
ist ein Ringisomorphismus.

Beweis: i) Nach [3.6]iii) erfiillte die n-te Komponente von F(b) die Kongruenz F,(b) = b2 mod pB.
Da char(B) = p ist, gilt F(b) = (b2)n>0. Die Aussage iii) impliziert pb = F o V(b) =
F(O,bo,bl,...) = (O,bg,bzl),) = V(bg,bzlj,) = VOF(b)
if) Nach iv) gilt V™(a) © V™) = V™(a @ F™ o V™(b)). Aus i) folgt F" o V™™ = V™ o F™.

Insgesamt ergibt sich

V™ (a) O V(D)

V™Ma@F™o V(b)) =V™(a®V™o F™(b))
= VMo V™(F™(b)®F"(a))
= V™I(F™(b)© F™(a)) € V™t (B).

iii) In i) wurde gezeigt, dass pW (B) = V o F((W(B)) < V4(B) ist. Damit ist p*W(B) < V4(B)*. Mit
folgt nun p*W(B) < Vi(B)* = p*~'V4(B) € p* W (B).
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iv) Nach i) ist

PW(B) = {pFb:be W(B)} = {(0,..., 0,08 07 ,..): (bo,b1,..) e W(B)},

k—mal

und daher ist [,5, "W (B) = 0. Das ist aber genau der Kern des Homomorphismus.
Sei (b™ @ p*W (B))xz0 € lim, _ W (B)/p*W (B). Fiir alle k > 1 gilt

iii)

p*W(B) € Vi(B)* = Vi(B) ®..@ Vi(B) 2 Vi(B)

und somit ist W (B)/p*W(B) — W(B)/Vi(B), a® p*W(B) — a @ Vi(B) eine wohldefinierte
Abbildung und folglich auch

lim W (B)/p*W(B) — lim Wy(B)
keN keN

(@™ @pFW(B)kzo =  (a™ @ Vi)rso.

Da W(B) — lim, _ Wy(B) wie in ein Isomorphismus ist, gibt es ein b € W(B) mit (b ®
Vi(B))k=0 = (0% @ Vi.(B))x=0, also gilt fiir alle k > 1 die Kongruenz b = b*) mod Vi (B).
In dem Ring W (B)/V;(B) ® p*W (B) mit j > k gilt

bOV;(B)@p'W(B) = bV @Vi(B)@p*W(B) =v" @V;(B)@p'W(B)

Damit ist also b = b*) mod =1 (Vi (B) ® p*W(B)) fiir alle k > 1. Es geniigt also zu zeigen,
dass [);5,,(V;(B) ® p"W(B)) = p*W(B) ist, denn dann ist b — (b%%) @ p*W (B))r=0. Sei also ¢ =
AD@(0,...,0, a,(cj),a,(jll, .)€ ﬂjzk(Vj(B)@pkW(B)) mit ¢V) € V;(B) und a,ij) e B*" fiir alle j > k.
Daj >k, gilt c € V;(B)®p*W (B) € Vi(B), dh.c = (0,...,0,¢cx, Cks1,...). Firallen € {k,...,j—1}
gilt ¢, = o'y e B nach@i) . Da j beliebig gewahlt werden kann, gilt fiir alle n > k, dass ¢, € B
ist. Mit i) folgt c € p*W (B). O

Proposition 3.19
Sei char(B) = p und sei B perfekt.

i) Ist b= (bp)nso € W(B) und m > 1, so gilt b@® Vin(B) = X5 P[0 ] @ Vin(B).
it) Fir allem =0 gilt V,,,(B) = pmW(B) = V1(B)™.

Beweis: i) Es gilt

IIE

S i ] (bo,0,...) @ (0,b1,0,...)® ..® (0,...,0,bp_1,0,...)

= (bos b, b, O, .)b mod V;,(B).

i)

2]

ii) Nach i) ist die Abbildung F' : W(B) —» W(B), (bn)nz0 — (b2)n=0 €in Automorphismus, da
B — B, b b bijektiv ist. Wieder mit i) folgt

p"W(B) = (Vo F)™(W(B)) =V™o F"(W(B)) = V"(W(B)) = Vin(B).
Damit ist (V1(B))™ = (pW (B))™ = p™W (B). O
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Lemma 3.20
Sei char(B) = p.

i) Die Folge (3. ,(©1)'®c")pnz0 mit c € Vi(B) ist eine Cauchyfolge in W(B) bzgl. der Topologie,
wie in[1.5.3 mit W(B) = Vo(B) 2 Vi(B) 2 .. als entsprechende Kette von W (B)—Moduln.

it) Fir a e Vi(b) ist (a™)n=o eine Nullfolge in W (B), bzgl. der oben beschriebenen Toplogie.
iii) Fir ce Vi(B) ist Y.~ ,(©c)" inverses Element von 1@ c in W(B).
Beweis: i) Fiir j € N sei N; := j. Dann gilt fur alle m > n > Nj:
m

ded'e

=0 =0

(@) = (@) @..® ()" e V(BN = v(BY "L v;(B),

D=

da fiir s > j die Inklusion V(B)® = V,(B) € V;(B) = V(B)? gilt.

ii) Sei j € N und N, := j. Dann gilt fiir alle n > N;, dass a" € V(B)" = V,,(B) € Vn,(B) = V(B)N
ist. Wegen (),cy Vi(B) = {0} folgt die Behauptung.

iii) W(B) ist nach vollstandig, da die Abbildung

W(B) — lime Wy, (B), b+ (b@® Viy)mz=0 wegen [3.16| surjektiv ist. Damit konvergiert die Folge

meN

(X ,(B1)" ® ¢")pzo. Dariiberhinaus ist

n

(1@c)0 ) (e0) =16(e)""

=0

Da die Folge ((©¢)")n0 nach ii) eine Nullfolge ist, folgt (1@®c) @ Y.~ (Oc)’ = 1. O

Theorem 3.21
Sei B ein Korper mit char(B) = p.

i) W(B) ist ein Integrititsbereich mit genau einem maximalen Ideal V1 (B).

it) Die Zuordnung
W(B) — limW(B)/Vi(B)*
keN

b o (0@®Vi(B)")kzo
ist ein Ringismorphismus.

iti) Ist B perfekt, so ist W(B) ein vollstandiger, diskreter Bewertungsring, wobei p ein uniformisie-

—n

rendes Element ist. Fiir (by)nso0 gilt die Darstellung (bp)nz0 = Yo P"[W2 " ].

Beweis: Es gilt W(B)/V1(B) = B. Damit ist V1(B) ein maximales Ideal.
Sei b = (bn)ns0 € W(B)\Vi(B). Dann ist by # 0. Fiir a := [by'] = (by',0,...) ist a @b =
(boby ', c1,¢0,...) = 1@ c mit ¢ = (0,¢1,¢2,...) € Vi(B) nach iv) und i). Nach iii)
ist 1@ce W(B)*. Da a ebenfalls eine Einheit ist, ist auch b eine Einheit. Dies impliziert, dass V1 (B)
das einzige maximale Ideal ist.
Seien a = (0,...,0,a;,a;41,...),b=1(0,...,0,b;,bj+1,...) € W(B) mit a; # 0 # b;. Dann ist

a®b=Vi((ai,...))®Vi((b;,...)).
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Im Beweis von|[3.18]ii) wurde die Gleichheit Vi((a;, ...))@V?((bj,...)) = Vi+I(Fi(a;,.. )OF!(b;,...))
gezeigt. Damit gilt insgesamt

a®b = Vi((ai,...))@Vi((by,...)) = Vi*ti(Fi(as,...) © Fi(b;,...)

BI8 it q J @ i J i J ot
V(@O ) = V(@Y )) = (0, 0 b ) # 0.

Somit ist W(B) ein Integritatsbereich.

ii) Das folgende Diagramm

lim W (B)/ph =W (B)

keN
A
/ As
A2

W(B) —— 2~ limW(B)/Vi(B)*

N
A3
A4
lim W (B)/p*W (B),

keN

ist kommutativ, wobei A1, A2, A3 wie in sind und A4 und A5 wegen iii) durch p*W(B) ¢
Vi(B)* < p*1W(B) induziert werden. Nach iv) sind A\; und A3 bijektiv. Damit ist Aso)4 bijektiv
und somit ist A5 surjektiv. Sei (wy @ V1 (B)¥)r>0 € ker()s). Dann ist 0 = (wy @ p* W (B))s=0. Dies
impliziert wy € p*~'W(B) fiir alle k > 0. Nach Definition des projektiven Limes und da w4, €
p*W(B) € Vi(B)* nach i) ist, gilt fiir alle & > 0 die Gleichheit w;, ® V1 (B)* = wp 1 ®V1(B)* =
V1 (B)*. Damit ist w = 0 und somit ist A5 injektiv. Aus der Bijektivitit von A5 folgt die Bijektivitét
von As.

iii) Sei B ein perfekter Ring. Dann gilt nach ii), dass V1(B) = pW/(B) ist. Dies ist nicht das

Nullideal, da plyy(p) E18 (0,1,0,...) # 0ist. In i) wurde gezeigt, dass dies das einzige maximale Ideal

ist. Da Ay injektiv ist, folgt mit i), dass (=0 V2(B)* = 0 ist. Nach ist damit W (B) ein
Hauptidealring und somit ein diskreter Bewertungsring, wobei p uniformisierendes Element ist.

Nach i) gilt fiir b = (bu)uzo und m > 1, dass b@ Vi = S0 [0 | @ V;(B). Damit ist
b= r' b} 1 O
Der obige Beweis von i) zeigt allgemein: Ist B ein Integritétsbereich der Charakteristik p, so ist auch
W (B) ein Integritétsbereich.

Lemma 3.22

Sei B ein Korper mit char(B) = p. Dann ist char(Quot(W(B))) = 0.

Beweis: Angenommen es gibt eine Primzahl [ € N mit [ ® W(B) = 0. Dann ist IB = 0, da
B = W(B)/Vi(B) ist. Damit ist [ = p, aber es gilt [ © 1y gy = pO lw(p) = (0,1,0,...) # 0. Dies
steht im Widerspruch zur Annahme. O
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Theorem 3.23
Sei R ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit dem maximalen Ideal m und perfektem Rest-
klassenkérper k der Charakteristik p.
i) Es gibt einen eindeutigen Ringhomomorphismus v : W (k) — R, sodass y(x) = x9 mod m fiir
alle © = (Tn)nz0 € W(k) ist.

i) 7y ist stetig und es gilt Y((Tn)nz0) = Do P s(xpP") mit s k — R wie in|1.2.1/,
iti) Ist plp # 0, so ist v injektiv.
iv) Ist pR =m, so ist v bijektiv.

Beweis: 1) und ii) Zunédchst wird die Existenz einer solchen Abbildung ~ gezeigt.
Sei : R— R/m, r+— r+m. Dann ist W(«) : W(R) — W (k) ein surjektiver Ringhomomorphismus.
Sei b := (bp)nz0 € W(R). Das Element b ist genau dann in ker(WW(«)), wenn alle Folgenglieder b,, in
ker(a) = m liegen. Damit ist ®,,(bg,...,bn) = bgm + pbi™~t 4 ]021)’2’”7'_2 +... .+ 9"y, €M™l da
pemist. Fiir appg1 : R — R/m™ L rior +m™ T ist agg1 0 @4, ((bn)nso) = 0.
Dies impliziert die Inklusion ker(W (a)) € ker(, 10 ®,,). Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen
eindeutigen Homomorphismus v/, : W(R)/ker(W (a)) — R/m™*1 sodass

D QAm 1

W(R) R R/mm+1
‘IW(R)-,ker(W(f!))l /
W(R)/ker(W (a))

kommutiert.
Da W(a) : W(R) — W(k) ein surjektiver Ringhomomorphismus ist, gibt es einen Isomorphismus
0 : W(R)/ker(W(a)) —» Im(W(a)) = W(k). Dieser ist gegeben durch (b,)n>0 @ ker(W(a)) —

(b, + m),>0. Dariiberhinaus ist

do QW(R),ker(W(a))((bn)nZO) = 0((bn)nz0 @ ker(W(a))) = (b +m)nzo
= (a(bn))nBO = W(a)((bn)nZO))

Es gibt also einen eindeutigen Homomorphismus v, : W (k) — R/m™*! sodass das Diagramm

D, Qm 41

R R/mm+1 (15)

W(R)

qu(R),ker(W(a))

W(a) W(R)/ker(W(«))

|

W (k)

kommutiert.
Da & o FW(R) = fr o ®p ist, folgt ®,, o FW(R)(b) =®,,41(D).
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Fir ay m: R/m™ — R/m™, r+m™ — r+m” mit m > n ist

BIa
Ym © Fwry o W(a) =7 o W(a)o Fy(r) = amt1 0 P 0 Fyy(r)
Q41 © Prg1 = Amt1,m+2 © Ag2 0 Prngs

Am41,m+2 © Ym+1 © W(a)

Da W (a) surjektiv ist, gilt vm © Fyy(xy = Qm41,m+2 © Ym+1-
Der Frobenius Fyy(xy : W (k) = W(k), (bn)nz0 EIS) (bP)n=0 bijektiv, da k perfekt ist. Damit ergibt
sich

Om1,m+2 © Ym+1 © FV_V((ZL)-H) = Y © FV_VT()Z)

Also erfiillen die Abbildungen ~,, o FV_V(k) die Kommutativitdt des Diagramms

(m—1)

Ym—10F (k)

W (k) R/m™

\(r}\ i(lmn
Yn—10Fy 0y

R/m™

fir alle n,m € N mit m > n. Aufgrund der universellen Eigenschaft des projektiven Limes in [I.5.]

gibt es einen eindeutigen Homomorphismus 4 : W(k) — lim — R/m™, sodass das Diagramm

~
W(k) —— > lim R/mm 28 >
meN
Prn [e79)
"/nfloF‘;v((Z)_

R/m™ — R/m™

fir alle n € N kommutiert. Dann ist

aoyoW(a) aroyoW(a) =900 Fyq, o W(a) =0 W(a)

a1 0Py = Dy o W(a).
Da W («) surjektiv ist, ist a0y = ®g. Fiir z = (2, )nz0 folgt
zo = Po(z) = aoy(z) = y(z) +m.

Sei 7 : W(k) — R ein Ringhomomorphismus mit a0y = ®q. Da pW (k) < ker(PDy) ist, gilt ¥(pW (k)) <
ker(a) = m. Mit [1.2.15] folgt, dass 7 stetig ist, da F(p'W (k)) € m® fiir alle i > 0 ist. Wegen der
Stetigkeit von 7 gilt fiir alle x € W(k):

[s0)

() E%”WZ p ) = 3 pr((an ),
n=0 n=0

Da aojor = ®y07 =id, und 7 o 7 multiplikativ ist, ist s =7 o 7 nach eindeutig und damit
auch 7 mit J(z) = 37_ p"s(2f ).
iii) Sei plg # 0 und 7 ein uniformisierendes Element. Dann ist 0 # p € m = 7R. Damit gibt es ein
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e € N mit v(p) = e, wobei v die diskrete Bewertung von R ist. Fiir m € eN wird 7™ = p¢ gesetzt.

Sei (5 )nz0 € ker(7). Dann ist

s8]

0= y(@aduzo) = 3 s ) = ) aes(ar”)
n=0 n=0

Da nachdiese Darstellung eindeutig ist, ist s(xfl_n) = 0 fir alle n = 0. Mit folgt xfl_n =0,
also x,, = 0 fur alle n > 0.

iv) Sei pR = m und « € R. Dann gibt es nach eine eindeutige Darstellung z = Y. p"s(yn),
mit y, € k und s wie in da {s(z) : z € k} € R ein vollstandiges Représentantensystem von
k = R/m ist, welches die 0 enthélt. Dies impliziert die Surkejtivitit von . O

Beispiel 3.24

Die Abbildung W(F,) — Zp, (Tn)nso0 = Yo P"s(zy) ist ein Ringisomorphismus. Der Ring Z,
ist ein diskreter Bewertungsring mit seinem maximalen Ideal pZ,. Fir den Restklassenkorper gilt
Zp/pZy = Z/pZ = F),. Mit folgt nun, dass die Abbildung ein Ringisomophismus ist.
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4 Konstruktion eines perfektoiden Korpers der Cha-
rakteristik 0

Im 3. Kapitel wurde ein perfektoider Korper der Charakteristik 0 mithilfe des Tilts zu einem Kor-
per der Charakteristik p. Im Folgenden wird aus einem perfektoiden Korper F' der Charakteristik p
ein perfektoider Korper der Charakteristik 0 konstruiert, indem aus dem Ring der Wittvektoren mit
Koeflizienten des zugrundeliegenden Bewertungrings von F' ein bestimmtes Hauptideal herausfakto-
risiert wird. Es wird sich zeigen, dass der Quotientenkorper dieses Rings ein perfektoider Korper der
Charakteristik 0 ist. Basis fiir die letzten beiden Kapitel dieser Arbeit ist [7].

Sei in diesem Kapitel stets (F,| - |r) ein perfektoider Kérper mit char(F) = p. Damit ist Op ein
perfekter Ring der Charakteristik p.

Lemma 4.1 i) W(Op) ist ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal m := {(2,)n=0 € W(OF) :
|{I?()|F < ].}

ii) W(Op) ist p-adisch vollstindig, und es gilt (,on p'W(OF) = 0. Jedes Element z € W(Op) ldsst

sich als x =Y p"[af "] darstellen.

Beweis: i) Seien © = (Xn)nz0, ¥ = (Yn)n>0 € W(Op) mit |xo|r, |yo|r < 1. Dann gilt fir t Dy =
(2o + Yo, - - -), dass |zo + yo|r < max{|zo|F, |yo|F} < 1 ist. Also ist z @y € m. Sei nun z = (2, )nz0 €
W(Op). Dann ist z ©® z = (2020, - - .), also gilt |z0x0|r = |20|F|Tolr < 1, da |20|Fp < 1 und |zo|p <1
sind. Damit ist m ein Ideal.

Sei z € W(Op)\m. Da |2z9|p = 1 ist, ist zg eine Einheit in Op. Es gilt 1@[2’61]@2' =(0,...) e V1(Op),
wobel wegen ii) die Gleichheit V1(OFr) = pW(Op) gilt. Nach iif) ist Yo, (10 [z © 2)°
das inverse Element von 10 (10 [z, '] ® 2) = [25 '] © 2. Damit ist [25'] ® z € W(Op)*. Im Beweis
von wurde die Gleichung P,((X,0,...0,,Y,0,...,0)) = 0 fiir n > 0 gezeigt. Daher ist [zg] das
inverse Element von [z, ']. Damit ist z € W (Op)* und somit gilt W(Op)\m € W(Op)*.

Sei nun x € W(Op)*. Dann gibt es ein y € W(Op)* mit ztOy = (1,0,...) und somit |zo|p = 1. Also
ist W(Op) ist ein lokaler Ring.

ii) Da char(OF) = p ist, folgt mit iv), dass die Abbildung

W(Or) — lim W(Or)/p'W(OF)

r = (z+pW(Or))izo-

ein Ringisomorphismus ist und somit nach die Vollstindigkeit von W (Op) und die Gleichung
Nien P'W(Op) = 0. Nach i) gilt fiir 2 = (2,)nz0 € W(Op) die Kongruenz z = 37! pi[a? ]
mod V;,(B) und nach ii) ist Vi, (B) = p™W(B). Damit ergibt sich fiir m — oo, dass z =

—i

Yo opiat ]ist. O
Im Folgenden sei | - | wie folgt definiert:

-] - W(Ofr) — [0,1]1cR

%
Y pwa] = suplza|p.
n=0

n=0

Von nun an werden die Ringoperationen @ und ® im Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten des

61



4 Konstruktion eines perfektoiden Kérpers der Charakteristik 0

zugrunde liegenden Rings mit + und - abgekiirzt.

Lemma 4.2

i) FEs gilt genau dann |z| =0, wenn x = 0 ist.
ii) Es gilt |x +y| < max{|x|, |y|} fir alle x,y € W(OF).
iii) Es gilt |1] = 1.
w) Fir xz,y € W(Op) gilt |vy| < |z||y|. Ist y dariberhinaus eine Einheit in W (OFr), so gilt |vy| =
|zlly| = |«l.
v) Fir x € W(Op) und z € Op gilt |z[Z]] = |z||[Z]| = |z||Z|F-

Beweis: i) Ist sup,,~¢ |#n|r = 0, dann ist |z,|r = 0 fiir alle n € N, also x,, = 0 fiir alle n € N und
somit x = 0.
© " 2 o n 2 .
ii) Seien z = >"_ p"[x,] = (xo, 28,25 ,...) und y = D7 p"[yn] = (Yo, ¥1, 95 o). Nachlst
S, (Xo, XP.., XP" Yy,...,YP") homogen vom Grad p™ in Z[X,Y]. Daher gilt

|Sn($07$(5117, .. axgz"vy()v o ay'gn”F < maX{|x0|1;—s P |mn|€? ) |y0 1}‘ P |yn|1]7:’ }
Damit ist |S,, (20,25, ..., 22 ,yo,..., 42 )P "|p < maxieo, . ny{|zilF, |[vi|r}. Es ergibt sich
|l‘+y| = | Z pn[Sn(x()’x]l?’”.7$7p71",y07”.7y£n)]p7n|

nz=0

= Sup|Sn(‘r07leja'"ﬁxfln7y0a-~'aygn)pin|F
nz=0

< sup{ max {|ﬂfz|F, lyilr}}
n>0 t€{0,...,n}

= max{sup |zn|p,sup [yn|r} = max{|z], |y[},
nz0 nz0

wobei die vorletzte Gleichung wie folgt gezeigt wird:
Sei 0.B.d.A |z| = sup,,~ |Zn|F = sup,>q [yn|r. Dann ist max{sup,~q [n|F,Sup,=o [yn|r} = || und
SUD,, >0 iMaxX;e(o,... n31|%i|F, [yilF}} < |z]. Angenommen es gilt

|| >sup{ max {|a:l|p,|yz|p}} Dann ist

nz=0 1E00,...,

ol > supl_max{laidebule)} > supl_max o)
n=0 1€{0,...,n} n=0 1€{0,...,n

> sup|mn|p = |z|.
nz0
Also gilt Gleichheit.
iii) Es gilt [1| =(1,0,...)| = sup{|1|F, |O|F,. J=1
e 2

iv) Seien z = >7_ Op "r,] = (aco,xl,xQ coound y = 7 0p™yn] = (yo,y7.vh ,...). Nach
ist P,(zo,2%,...,22" yo,...,y2" ) eine Summe von Monomen 20y Ly mit mo + ...+
my, = m{ + ... +ml = p". Seien m,r € {0,...,n} mit |x,|r = max;=1,__,{|zi|r} und |y.|r =
max;—1, . n{|yi|r}. Dann gilt wegen der starken Dreiecksungleichung und der Ganzzahligkeit der

Koeffizienten von P,

|Po(zo, 28,2 yos - B ) < o |ye
< (sup |za|p)P" (sup |yn|p)P" = |zf?" |y[*"
n=0 n=0
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fiir alle n € N. Es gilt also

eyl = 1 X " Paleoaf ot o P
nz
= sup|Pa(@o,af, oot yor oy P e < fellyl
n=

Sei nun y € W(Op)*. Dann gilt nachi), dass |y| = 1 und |y~ !| =1 ist und es folgt

2| = Jayy | < Jaylly ™| = loyl < |2llyl = |a].
v) Die Behauptung folgt aus und der Multiplikativitdt von | - | . O

Da wegen [3.19]ii) ker(®o) = Vi (B) = pW(B) ist und die Abbildung ®o : W(B) = B, (bn)nz0 — bo
ein surjektiver Ringhomomorphismus ist, ist W(Op)/pW(Or) = Op, (zn)nz0 + W (OF) — z ein
Ringisomorphismus.

Ist z = (2n)n=0 € W(OF), so schreiben wir im Folgenden Z € Op fiir seine Restklasse modulo p unter
der Identifikation W (Op)/pW (OF) = Op. Es gilt also z+pW (Or) = [Z]+pW (OF) = [20] +pW (OF).

Definition 4.3
Ein Element z € W(Op) heifit primitiv, falls |z|p = % und p~1(z — [2]) e W(Op)* ist.

Beachte hierfiir:
Fiir alle z € W(Op) ist z — [2] = (0,...) € pW(Op) und W(Op) ist nach dem Beweis von i) ein
Integritétsbereich mit p) (0,1,0...) #0.

Lemma 4.4

z = (2n)ns0 € W(Op) ist genau dann primitiv, wenn |zo|p = % und |z1|p = 1.

Beweis: Sei z primitiv. Dann ist |Z|p = % und p~1(z — [Z]) e W(Op)*. Nach ﬁ iv) gilt
z = [2] =z+ [_z] = (SO('ZO’ _20)751(207217 _2070)) = (03217 o ')7

da char(Op) = p gilt. Da O ein perfekter Ring der Charakteristik p ist, gibt es genau ein x € Op mit
2P = z1. Es gilt p = FoV(ag,a1,...) = (0,dh,...). Damit ist p~' (2 — [Z]) = (277, ...). Angenommen
|21]F # 1. Dies impliziert, dass z; keine Einheit in Op ist und somit (2, 7,...) =

p1(z—[z]) ¢ W(Op)* ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei nun |z|p = 1% und |z;|p = 1. Dann ist |Z|p = L und p~1(z — [Z]) = (27%,...). Nachliegt

P
p~(z = [Z]) in W(Op)\m = W(Or)* wegen |21 "|p = |z1|zf =177 = 1. O

Ein Element z = Y, _(p"[7,] € W(Or) heifit stabil, wenn fiir alle n > 0 die Ungleichung |z,|r <

|zo|F gilt. Fiir stabile Elemente gilt also |x| = |zo|F.

Lemma 4.5

X

x € W(Op) ist genau dann stabil, wenn ein u € W(Op)* und ein zo € O existieren mit x = [zo]u.

Beweis: Sei = Y, - p"[zn] € W(OF) stabil und ug € Op. Sei z := ual und u,, = zo_lxn fiir

alle n > 0. Dann ist u,, € Op fiir alle n > 0, da |20|F = |ug "zo|r = |To|r = |Tn|F, also |‘ZL|‘§ < 1 fir
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alle n > 0 ist. Damit folgt wegen der Multiplikativitdt von 7 in

o0

3

n=0 n—=

0
20 Zf:o p"{un]

mit Y., p"[un] € W(Op)* nach da ug = 1 ist.
Sei nun = = [20] Yo p"[un] = Yoo P"[20un] mit 20 € Op und u = Y p"[u,] € W(Or)*.
Dann ist nach |uo|r = 1. Da u € W(Op) ist, folgt |un|r < |ug|r fiir alle n = 0. Insgesamt gilt

|Zn | = |2oun|F < |20|F|uolr = |zo|F. O

Proposition 4.6
Sind x,y € W(Op) stabil, so ist |xy| = |z||y| und xy ist stabil.

Beweis: Seien z,y € W (OF) stabil. In wurde gezeigt, dass 2§, 2§ € Op und u®,u¥ € W(Op)*
existieren mit = [z ]u® und y = [2§|u?. Damit ist zy = [2F2z§]u”u? mit u*u¥ € W(OF)* stabil

nach Insbesondere gilt |zy| = [(zy)olr = |Toyolr = |zo|rlyolr = |z|ly|- O

Das néchste Ziel ist zu zeigen, dass fiir ein primitives z € W(Op) jedes Element in W(Op)/zW (OF)
einen stabilen Reprasentanten besitzt.

Sei z € F mit 0 < |z|p < p~! und sei

W(‘Iop‘(zm)) q(0,n)
— —

W(OF) W(OF/EmOF) Wn(OF/EmOF)
(24)iz0 = (2; +Z"O0F)iz0 +— (; +Z™OF)iz0 + Vo (Or/Z"OF)

Viom = ker

s

U € W(Op) heifit offen bzgl. der schwachen Topologie, falls zu jedem x € U natiirliche Zahlen n

und m existieren mit z + V,, ,, € U.

Lemma 4.7

i) W(Op) ist bzgl. der schwachen Topologie separiert und vollstindig.
it Die schwache Topologie auf W(Op) stimmt mit der (p,[Z])-adischen Topologie iiberein, d.h.

U < W(Op) ist bzgl. der schwachen Topologie genau dann offen, wenn es zu jedem x € U ein
N e N gibt mit z + (p, []))N c U.

Beweis: Siehe [3] Remark 1.5.2 und Remark 2.1.5. O

Jede [z]-adische Cauchyfolge in W(Op) ist auch eine (p, [Z])-adische Cauchyfolge, konvergiert also in
W(OF) bzgl. der schwachen Topologie. Jede Cauchyfolge bzgl. |- |: W(Or) — R, > _ p"[zn] =
SUp,>¢ |Zn|F ist auch eine z-adische Cauchyfolge fiir z € Op mit |z|p = p~!, denn fiir eine Cauchyfolge
(an)n=0 mit a, € W(OF) gibt es ein N; € N mit |a, — an| < p~ fiir alle m,n > N;. Dann ist
Uy — Oy, = Zigopi[zi] mit |z;|r < p~ fiiralled > 0 fiir n,m > Ny. Mitfolgt, dass z; € ZV ist. Es
gibt also 2} € Op mit z; = 2V 2}. Damit ist a, — am = Y50 P [2V 2] = [Z]V s P'[21] € ZVW(OF).

Das bedeutet, dass jede Cauchyfolge bzgl. |- | in W(Op) bzgl. der schwachen Topologie konvergiert.
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Lemma 4.8
Sei z € W(Op) primitiv. Zu jedem Element in W(Op)/2W (OF) existiert ein stabiler Reprasentant.

Beweis: Sei z € W(Op) primitiv. Nachgibt es eine Darstellung z = [Z]+pz; mit z; € W(Op)*
Sei € W(Op). Nun wird ein spezielles Element konstruiert, das kongruent zu x mod zW(Op) ist.
Anschlieffend wird man sehen, dass dieses Element stabil ist. Seien dazu zg := x. Angenommen x;
ist fiir [ > 0 bereits konstruiert mit ; = * mod zW(Op). Dann schreibe z; = Y,"_ p"[T7,,] mit
eindeutigen Elementen 7 ,, wie inii). Man setze x;1 := > o p"[Finsr] und @141 = 3—27127 2.

Damit ist auch z;,1 =2 mod 2W(OF).

1. Fall: Es gibt ein [ € N mit |77 ,|r < p|Zio|r fir alle n > 0. Dann ist
wp = m—wnz oz =a—aaz ([F 4 pa) =2 — ez 2] - peg

= o pE - e Tz

n=0
o8]
"Tin] — Z P Ern] — w2y 2]

]

- § P [Tin] — P Z o ey SRR (16)
Sy

Damit ist

|wr1] = |[F70] — w1021 [Z]] < max{[7i5]p, 2012, 2]} = 70l .

da |z|p = p7 %, 27" = 1 und |211| = sup,=¢ |Tins1lr < p|TiolF ist, wobei letzte Ungleichung
wegen [T |r < plaio|r fir al alle n > 0 gilt. Damit ist |Ti17.,|r < [T10|F fir alle n > 0.

Wegen Tj71.0 = Tio—2Z112 - und [ZZi1]rl2 r = p Fiale < |Ziolr ist [To1olr = [Tiolr =
|ZTi51.n|F fiir alle n > 0. Das Element ;14 ist somit stabil und es erfiillt per Konstruktion die

Kongruenz ¢ = x;41 mod zW(Op).

2. Fall: Nun existiere zu jedem ! € N ein n; > 0 mit |Z;,,|r > p|Zio|r. Dann gilt nach [4.2iv) und v)

|$l712;1[§]| = |x11]|21|[Z|F = sup,=o |ZTims1|rpp™" = |Tio|F, woraus die Ungleichung
(16) 11— i
] B JlEg) - e ) < 1157 [ -
= plsup|Tiarilr = pTlsup [Tialp = p |
n=0 n=0

folgt. Die Vorletzte Gleichung von gilt wegen der Voraussetzung |Z;0|r < p|ZTiolr < [Tin|F
fur ein n; > 0. Aulerdem ist fiir alle m > 0

| | = sup |$m,n|F = Su% |zm,n+1|F = |xm,1|- (18)

nz= nz=

Mit und ist nun leicht zu zeigen, dass (3", 71,127 })ns0 eine Cauchyfolge in W(Or)
bzgl. || ist. Nach i) und geniigt es dafiir zu zeigen, dass die Abstdnde zweier aufeinander
folgender Folgenglieder beliebig klein werden. Sei € > 0. Fiir N € N mit p~"|zg| < € und fiir alle
n = N gilt

n n—1

@ ] ]
S = 3 anert] = frner'| D Jeal © 5ol < 5Vl < e
=0

=0

Damit ist (3}, 21,121 *)nzo eine (p, [Z])-adische Cauchyfolge und konvergiert bzgl. dieser Topo-
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logie gegen y := 3" x12, '

Die Folge (Z?:o xlvlzl_lz)ngo konvergiert gegen x, da (Z?:o xlﬁlzflz) —x = —Tpyq furalleneN
und (—zp)n>0 wWegen offensichtlich eine Nullfolge ist. Damit ist x = yz. In diesem Fall gilt
also z =0 mod zW(Op). Als stabiler Repréisentant kann 0 gewéhlt werden.

O

Lemma 4.9
Jedes stabile Element in W(Op), welches in einem durch ein primitives Element erzeugten Hauptideal

liegt, ist 0.

Beweis: Sei z = Y, p"[ZTn] € 2W(OF) stabil mit z = [Z] + pz1 € W(Op) primitiv und 2z, €
W(Op)* und y := 2z = > _ p"[¥n]. Dann ist T = 7oz und da [z|p = p~! ist, folgt p|Z|r = |7|F.
Auflerdem ist z = yz = y([2] + pz1) = p21y + [Z]y. Da |pz1| = 1 > p~t = |[Z]] ist, gilt nach iv)
und v)

|z = max{|pz1yl, |[Z]y[} = [pz1y] = |yl.
Das bedeutet sup,,( |Zn| = sup,,>¢ [Un|- Nach Voraussetzung ist = stabil und es gilt |z| = |Z|p. Daher
ist

ly| = sup [7n| = [Ulr = plZ|F = plz| = ply|-
n=0

Dies ist nur fiir |y| = 0, also y = 0 moglich. Somit ist auch = = 0. O

Korollar 4.10
Seien z € W(Op) primitiv und x,y € W(Or) stabil mit x =y mod zW(Op). Dann ist |ZT|r = [J|F.

Beweis: Sei w 1= x —y = Y _ p"[W,]| mit stabilen Elementen z = > _ p"[7,] und y =
> " [Unl, sodass w € zW(Op) ist. Es gilt [w,|r < max{|To|r, |Yo|r} fir alle n > 0. Ange-
nommen |[To|lp # [Yo|r. Dann ist |wo|p = max{|Zo|r, [Tolr} > 0 und w # 0 ist stabil wegen
[Wn|F < max{|Zg|F, 70|} fir alle n = 0. Dariiberhinaus liegt w in zW(Op). Dies ist ein Wider-
spruch zu [£.9] O

Sei (F,| - |r) perfektoid mit char(F) = p. Sei ferner z € W(Op) primitiv. Fiir den Rest des Kapitels
wird W(Op)/2zW (Op) mit Ok bezeichnet.
Sei z € Og. Dann gibt es nach ein stabiles Element y € W(Op) mit ¢ = y mod zW(Op). Die
Zuordnung

|‘lxk : Ox — [0,1] € Rxg

z = |yolp

ist nach wohldefiniert.
Der folgende Satz wird nun zeigen, dass Ok nullteilerfrei und Quot(Of) ein perfektoider Korper der
Charakteristik 0 ist mit Tilt F. Genauer gilt:

Theorem 4.11

i) x|k ist unabhdngig von der Wahl von y.

it) |- |k erfillt die Eigenschaften eines nicht-archimedischen Absolutbetrags auf O .
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m) Es gilt OK/pOK x> OF/EOF.

i) Ok st nullteilerfrei mit char(Ok) = 0. |- |k setzt sich zu einem nicht-archimedischen Absolut-
betrag auf K := Quot(O) = (’)K[%] fort mit Bewertungsring O .

v) Ok st bzgl. |- |k vollstindig.

vi) K ist ein perfektoider Korper.

vii) K" ist isometrisch isomorph zu F.

Beweis: i) gilt nach
ii) Genau dann ist |z|x = |y| = 0 mit y stabil, wenn y = 0 ist, da 0 = |z|x = |y| = sup,>¢ |[yn|r. Es
folgt z =y =0 mod zW(OF).
Seien z,2' € Ok und y,y’ € Ok stabil, mit z =y mod 2W(Op) und 2’ = 3’ mod z2W(OF). Nach
ist yy' stabil mit 2’ = yy’ mod zW(Op), sodass nach

2’| = [yy'| = [ylly'| = 2]k k.

Seien z,2' € Ok und y,y’ € W(Op) mit x =y mod 2W(Op) und 2’ =y mod zW(Op). Dann ist
z+2' =y+y mod 2W(OF). Als stabiler Reprasentant w = y+ 3y’ mod W (Or) wird ein Element
wie ingewéihlt, also w =0, falls z + 2’ =0 mod zW(OF), oder w = wy41 = w; — wmzl_lz mit
z = [Z] + pz1, wobei z; € W(Op)*, w; = Z;C:Op”[m] =z + 2 mod zW(Op),wy =y + 3y und
win = P [Wine1) sind, falls x + 2 # 0 in W(Ok).

Damit ergibt sich

_ _
w22l < fwaller 2] =2 w12 | <
iv) iv)
Dies impliziert |wyy 1| < max{|w;], w127 2|} = |wi| und somit |wyi1] < |Jwi] < .. < |wo| = |y + /],
nach der induktiven Konstruktion von w;+;. Daraus folgt
|z + 2|k = |w| = [wi1] < |y + ¥/ S) max{|yl, [¢'[} = max{|z|x, |2 x}.
11

iii) Nach dem zweiten Isomorphiesatz fiir Ringe gilt

Ok /pOx = (W(OFr)/z2W(OF))/p(W(OF)/2W(OF)) = W(Or)/(p, 2)
= (W(Or)/pW(Or))/z(W(OF)/pW (OF)) = OF/ZOF,

wobei die Abbildung gegeben ist durch (x + zW(OF)) + pOk — 2 + zZOp.

iv) Ok ist nullteilerfrei, denn nach i) ist genau dann zy = 0, wenn 0 = |2y|x = |z|k|y|x € R. Das
ist genau dann der Fall, wenn z = 0 oder y = 0.

Da Ok ein Integritéitsbereich ist, ist entweder char(Og) = 0 oder char(Ok) = q, wobei ¢ eine Prim-
zahl ist. Wegen iii), char(Op) = p und ist char(Ok /pOk) = char(Op/ZOF) = p. Wegen
ist char(Ok) = 0 oder char(Ok) = p.

Angenommen char(Ok) = p, d.h. p € zZW(Op). Dann gibt es ein w € W(Op) mit p = wz. Nach
gibt es die Darstellung z = [Z] 4+ pz; mit z; € W(Op)*. Wegen p = wz = w[z] + pwz; ist
w[z] € pW(Or) = {(Yn)nz0 : Yo = 0}. Da [Z|r = p~ ! und w[z] = (woz,...) = (0,...) ist w € pW (Op).
Es gibt also w’' € W(Op) mit w = pw’. Damit ist p = wz = pw’z und somit w’z = 1, da W(Op) ein
Integritétsring ist. Dies sieht man im Beweis von Das Element z liegt in W(Op)* und somit ist
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|z0|F = |Z]F = 1. Da z primitiv ist, ist dies ein Widerspruch. Also ist char(Ok) = 0.
Nach einem allgemeinen Prinzip setzt sich der Absolutbetrag |- |x auf Ok eindeutig zu einem Abso-
lutbetrag | - |k auf K = Quot(Ok) fort via

|‘|K : KZQUOt(OK) g R;o

ay ! - ok lylg

Es ist noch zu zeigen, dass O = {w € K : |w|x < 1}. Dabei ist offensichtlich

Ok € {we K :|w|g <1}

||k
lylx
sentanten von = bzw. y. Dann gibt es nach u,v € W(Op)* und z{,y} € O mit 2’ = u[z{] und

I|:

Sei w = £ mit |w|gx =

< 1. Damit ist |2|x < |y|x. Seien ' bzw. y' € W(OpF) stabile Repra-
y" = v[y,)- Das Element z{ := Z—g liegt in Op, da |z|x = |z lzolr < lylx = |yo|r. Damit ist
r= wwzy] € W(OF) und ry’ = 2’. Wegen (r + zW(OF))y = x ist w = T=rt 2W(OFp) €
W(Or)/zW(OF) = Ok.

Offensichtlich ist OK[%] C K, wobei p # 0 in K, wie oben gesehen.

Es gilt Ok /pOk = Op/zZOF # 0, da |z|r = p~!. Damit ist p ¢ OF, also |p|x < 1. Sei 2 € K und
n € N mit |p[% < |ylx < 1. Nach [L.2.12liegt p" in yOg, also gibt es ein b € Ok mit p™ = by. Das
Element % = y liegt in K und es gilt % = ;‘—S € OK[%].

v) In iv) wurde gezeigt, dass 0 < |p|x < 1. Damit ist die durch |- |x induzierte Topologie auf O
die p-adische Topologie. Sei also (z,,)n>0 eine p-adische Cauchyfolge in Ok mit ¢ = z{, + zW(OFr),
wobei z(, € W(Op). Sei a}, € W(Op) mit z,, = z}, + zW(Op) wie folgt gewahlt: falls x,, 1 = x,, wird

/
n

xl, =zl _; gesetzt. Fir x,,_1 # x,, sei N € N maximal gewéahlt mit z,, —x,_1 € pNOk. Dann gibt es
ein b, € Ok mit z,,—x,,_; = pNb,,. Schreibe b,, = b/, +2W (OF). Dann wird !, := !, _; +p™ ¥/, gesetzt.
Nach Konstruktion ist dann (2], ), eine p-adische Cauchyfolge in W (O ). Wegen[3.18iv) ist W (Op)
p-adisch vollstandig und somit konvergiert (2),)p>0 in W(Op). Sei 2’ = lim,,_,,, 2/, € W(Op). Damit
gibt es fiir N € N ein ng € N mit 2/ — 2/, € pN W (Op) fiir alle n > ng. Fiir x := 2’ + 2W(OF) € Ox
und n > ng gilt daher x — x,, = ' — 2/, + 2W(OF) € pN (W (OF)/z2W(OF) = pV Ok . Das bedeutet =
ist p-adischer Grenzwert von (z,)n>0-

vi) Da Ok nach v) bzgl. | - | vollstindig ist, ist K nach [1.3.9] vollsténdig.

Fir alle 29 € Op ist [zg] € W(Op) stabil. Damit ist |[zg] + zW(OF)|k = |zo|r und somit
|F|r € |K|k. Die umgekehrte Inklusion gilt per Definition, sodass |K|x = |F|r S Rxo dicht liegt.
Da F perfektoid mit char(F) = p ist, ist der Frobenius O — Op, x +— 2P surjektiv. Damit ist
Or/zZO0p — Op/ZO0F, x — aP surjektiv und wegen iii) auch Ok /pOx — Ok /pOk, z — aP. K ist
demnach perfektoid.

vil) Es gilt Og» =lim Ok /pOx =lim  Op/ZOp. Zunichst wird gezeigt, dass

w : O — 1(121 OF/EOF

xr = (.Q?pi"-i-EOF)n;o

ein Ringhomomorphismus ist. w ist ein Homomorphismus, da der Frobenius auf Op ein Ringismo-
morphismus ist.
Sei z € ker(w). Damit ist 2P € ZOp fiir alle n € N. Fiir alle n € N ist somit |z|r < |§|1}’: =pP".

Dadurch ist |z|p = 0, also = 0 und somit ist w injektiv.
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Sei nun (z, + ZOF)n>0 € lim Or/ZOF. Dann ist

pn+1 n

— P
Tnt1 €

Pr=(ah - xn)p ez’ Op

mit [Z|p = p~'. Da | - | ein nicht-archimedischer Absolutbetrag ist, ist (22" ),>¢ eine Cauchyfolge
in Op. Sei x :=lim,,_,, a:fl" € Op. Dieser Grenzwert existiert wegen der Vollstiandigkeit von Op. Sei

n+m

fiir n € N das Element m € N gro8 genug gewihlt mit x — ¥ € zP". Wegen der Definition von

+ n+m
lim — Op/Z0F gilt 2}, — 25 = (T}, —2n)? €ZF Op. Somit ist

n n+m n+m n n
Y 2R p P p 74
x T, =T {Ener +‘rn+m Ty, [SF OF.

Es gilt 27~ = 2,, mod ZOp. Damit ist w(z) = (2P +ZO0r)n=0 = (2, +ZOF)n>0. Die Abbildung w
ist daher ein Ringisomorphismus. Damit ist O = Op und somit auch K” = (Ox) = Quot(Op) =
F'. Es ist noch zu zeigen, dass dieser Isomorphismus eine Isometrie ist. Der Isomorphismus
iif) !
Ok» = lim Og/pOk = lim Op/Z0r — Of
bildet i = (yn + 2W(Or) + pOk )nso ab auf & = lim,,_,,. 7*" . Fiir n > 0 sei y, € W(Op) stabil mit
Yo =y, mod zW(Or). Da y/, =7, mod zOF fiir alle n > 0 folgt aus dem Beweis der Bijektivitit
. 4,?”
von w, dass = lim,,_,, ¥, und daher

lim |(57)" |r = |2
n—o

lyly = ly# |k = lim [y2 2W(OF)|x = lim |(y,,)""
n—oC n—>560

O
Damit ist also K = Quot(W (Or)/2W (OF) fiir einen perfektoiden Kérper F' der Charakteristik p
und ein primitives Element z € W(Op) ein perfektoider Korper der Charakteristik 0. Dartiber hinaus

sind K” und F isometrisch isomorph.
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Sei in diesem Kapitel stets (K| - |) ein perfektoider Korper mit char(K) = 0 und K” sein Tilt mit
char(K b) = p. Da p die Charakteristik des Restklassenkorpers ist, ist p € m, wobei m das maximale
Ideal in Ok ist. Damit ist [p| < 1. In v) wurde gezeigt, dass die durch diesen Absolutbetrag
induzierte Toplogie der p-adischen Topologie entspricht. Indem wir eventuell zu einem &quivalenten
Absolutbetrag tibergehen, diirfen wir nach im Folgenden stets |p| = p~! annehmen. Wir werden
nun zeigen, dass K bis auf isometrische Isomorphie von der Form wie in ist mit F = K°.

Proposition 5.1

i) Es gibt genau einen Ringhomomorphismus ¥ : W (Og») — O mit 9([y]) = y¥ fiir alley € O
Er ist gegeben durch 9(X_ p"[xn]) = Do al .
i) ¥ ist surjektiv.
iit) ker(v) ist ein Hauptideal und wird von einem primitiven Element z € W(Og») erzeugt.
i) Fiir jedes Element z' = (2{,21,...) € W(Og») mit |2], = p~! und 2’ € ker(9) gilt ker(d) =
ZW(Og»).
Beweis: 1) Zunéchst wird die Eindeutigkeit gezeigt und die Existenz des Ringhomomorphismus ¢
vorausgesetzt. ¢ ist nach p-adisch stetig. Sei x € W(Og») mit z = >, p"[x,]. Dann ist

0z) = (Y pwal) = ) ([wa)) = 3 Pt
n=0

Ok ist p-adisch vollstdndig, da wie im Beweis von v) der Absolutbetrag von K der p-adischen
Topologie entspricht. Damit konvergiert die Reihe ZZ’:O p "z in Ok und ¥ ist dadurch eindeutig.

Es ist noch zu zeigen, dass ¢ existiert. Dazu wird ein Homomorphismus 9 konstruiert, der 9 o [1=
(-)# erfiillt. Die Abbildung ®, : W(Ok) — Of ist nach ii) ein Ringhomomorphismus mit
D, (Vo41(0Ok)) = {0}, da V,,41(Ok) = {(xm)m>0 : To = x1 = .. = x, = 0}. Daher induziert ®,, den

Ringhomomorphismus

@, Wi1(Ok) = W(Ok)/Vos1(Ok) — Ok
(xo,...,xn,O,O,...)+Vn+1((9K) — (I)n(.il,'o,...7$n).

Nach iii) induziert qo () : Ox — Ok /pOk die surjektiven Ringhomomorphismen

W(qok,p): W(Ok) — W(Ok/pOk)

(Tn)nzo = (Tn +POK)nz0

Wn(qox,(p)): Wn(OK) - Wn(OK/pOK)
z+Vo(Or) = W(go @) (@) + Va(Ox/pOk)

Fiir n = m definiere fiir einen Ring R den Ringhomomorphismus

2+ Va(R) = x+Vn(R).
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5 Die Aquivalenz

Der Kern des surjektiven Ringhomomorphismus

n+l,n W?L( K:(p )
Wos1(0k) “S57 W (0k) "5 W, (Ok /pOk)
(Zm)mz0 + Voy1(Ok) +— (@m + POK)m=0 + Va(Ok /pOk)

ist {(zm)m=0 + Vas1(Ok) : xo, ..., zn—1 € pOk} und liegt im Kern des Ringhomomorphismus

Woi1(Ox) B O "S5 O fp" Ok,
da fiir (20,...,Tn1,Tn,...) + Var1(Ok) € ker(W,(qok,(p))) © Unt1,n)) mit z; = py; fiir alle i €
{0,...,n — 1} das Element

7 -1

D, (0, 2n) = (py0)” +p(py1)*"

n—2

+0*(py2)?” .+ (PYn—1)P + P

in p"Ok liegt wegen ppi € p'Z. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen eindeutigen Homomorphis-

mus v, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

P’ qOK ,(p™

Wis1(Ok) —— Ok

q(n+1,n)J{

bK/p"OK

Wn(OK) .
Wn(QOK,(p))\L
Wi (Ok /pOk)
Er erfillt
n_l n—i
In((@0 + pOK, .- Tn1 + POk, ...) + Vu(Ok /pOK)) = >, p'al” +p"Ok.
i=0
Definiere die Abbildung fir m > n
Tmny @ Ok/p"Ox — Og/p"Ok
r+p"Og +— z+p"Ok.
Damit kommutiert
1971, 1
(2m + PpOK)m=0 + Vi 1(Ok /pOk) Wot1(Ok /pOx) = Ok [p" 1Ok z+p" 1Ok
q(n+1,n)l
Wn(OK/pOK) d(n+1,n)
/|
(2P, + pOK )m=0 + Va(Ok /pOk) W (Ok /pOk) Ok /p" Ok z+p"Ok,

n

(19)
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da
Q(nJrl n) 019n+1((550 +pOK7...,$n +p0K7" ) + Vn+1(OK/pOK)

n+l—i +1—i
=q(nt1ln) (pr +p"H0k) = ZP +p"Oxk
7/

TL—l . n—1i
Z pat T Ok = Y Pl T 4+ pn Ok
=

=0
On((@f + POk 27,1 + POk, ...) + Va(Ok /pOk))
=9¥,0Fo q<n+1’n)((xo +p0k,...,xn +pOk,...) + Vn+1(OK/pOK))~

Mit den Ringhomomorphismen

G 2 W(O) ™S W (O0g) E W (Ok fpOx)
(@™)i20)m=0 — (@) mz0 + Va(Ok /pOK)
ist das Diagramm
W(Oxs) 5 Wyi1(Ox /pOk) (@0s- -+ s Qs+ ) + Vir1 Ok /pO) (20)
lq(nﬂ.,n)
an Wn(OK/pOK)
lF

Wn(OK/pOK) (Ozg,...,aﬁfl,...)+Vn(OK/pOK)

kommutativ, da

F o qminm © dns1(((@™)iz0)m=0)
=Fo q(n+1, n)((ag)-i)-lv asv,l-i)-lv ce ao‘iﬁgla e ) + Vn+1(0K/poK))
— (@ )r (@) + Vi(Ok pOk) = (@, ol ) + Vi (Ok /pOk)
_ (m)y
an(((a a; )i=0)m=0),

wobei vorletzte Gleichheit wegen (agm))@o € Oy fiir alle m € N und somit (ozi?l)p = oi™ fiir alle
m,n € N gilt.
Mit den Diagrammen und ist auch das Diagramm

dn+1 n+1

W(O) ——= Wni1(Ok /pOr) —— Ok /p" 1 Ok

Fo
x \L d(n+1,n)

Wi(Ok /pOk) TEE

.

Ok /p"Ok

kommutativ. Wegen der universellen Eigenschaft des projektiven Limes in[I.5.1] gibt es fiir das projek-

tive System ((Ox/p" Ok )n=0;, (q(m,n))m=n) einen eindeutigen Homomorphismus ¥, sodass folgendes
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Diagramm kommutiert

W(Oxr) —2=1im O /p' O

i€N

Prn
Y 0qn

OK/p"OK.

AuBerdem ist nach lim, Ok /p'Ok = Ok, da O vollstindig und (), oy p" Ok = 0 ist. Wie

bezeichnen mit ¢ den zusammengesetzten Homomorphismus W (O ) 3 lillieN Ok /p'Ok = Ok. Sei
((O[(m))igo)mgo € W(Og») und 2 € Ok mit 21 + pOx = o). Dann ist

n—1 )
I(((A™)iz0)m=0) + 1Ok =0 0 4 (™)iz0)mz0) = D) p' (@)™ +p"Ox
=0

fur alle n € N. Damit gilt

I([()iz0]) + " Ok = (@) + p" Ok = ((l)iz0)# + p" Ok (21)

fir alle n € N. Dazu wird noch gezeigt, warum (:17510))”" +p" Ok = ((a(o))izo)# +p"Of ist. Fur # gilt

3
i

((a<0))i>0)# = lim;_,, (x(o))pi. Die Folge ((aj(o))p — (x,(io))p”)izo liegt in p" Ok und ist eine Nullfolge,

7 7 %

denn fir m > n gilt

n n

@) = @) = (@) @Y et Ok € O,

da fiir Elemente (az(o))l-;o € O gilt (@)™ — 20 € pOy und wegen ist ((z{0)P" " )P" —
(xglo))pn € p" 1 Ok.

Da fiir alle n € N gilt, ist 9 o [[] = (1)7.

ii) Sei z € Ok. Die Abbildung Oy — Ok /pOk, (ai)i=0 > ag surjektiv, also gibt es ein yo € Oy
mit 0-ter Komponente x + pOg. Da x + pOg = y# + pOk wegen i), gilt @ — y# € pOk und es
gibt ein 1 € Og mit x — y# = px1. Ebenso gibt es y3 € Oy und z2 € O mit 1 — yfﬁ = pxo. Somit
kann man rekursiv z,, — y# = px,,.+1 fiir alle n € N definieren. Also folgt z — Y p"yl# =p" o,

fur alle n € N. Damit ist

s8]

o= 3oty 23 o) SRS )
1=0

=0 =0

iii) & iv) Zunéchst wird gezeigt, dass ein primitives Element z € W (Og») existiert, welches in ker(d)
liegt. Es gibt ein 7 € Oy mit |Z], = p~ !, da nachii) die Gleichung |Ok| = [Oks |, gilt. Damit ist
I([Z]) = z¥ € pOF, da [7%#| = |z, = p~! = |p| ist. Da ¥ surjektiv ist, gibt es ein z; € W(Op») mit
V(z1) = —z#p~! € 0. Das Element z := [z] + p2; liegt in ker(d)). Als néichstes ist zu zeigen, dass z
primitiv ist. Seien dazu x,, € Of» die eindeutig bestimmten Elemente mit z; = Z;::o p"[z,]. Dann gilt
fiir ¥(z1) € O, dass 9(z1) = Y, pal = e +p Y7 p" ¥ ist. Damit ist zf e OF = Or\pOrx,
dapd  p"~taf € pOg und ¥(21) € OF = Ok \pOx. Dies impliziert zg € O, , da |z, = lz¥] =1
ist. Nach i) gilt 21 € W(Ok»), sodass z per Definition primitiv ist.

Sei nun 2’ = (2, 2,...) € ker(9) mit |z§], = p~!. Zunichst wird die Inklusion ker(d) € /W (O ) +
PW(Opes) gezeigt. Sei dazu y = 3.7 p*[2,] € ker(9). Dann ist zff = —p > p" 'a# € pO und
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somit |zol, = |z | < p~t = |2h]5, also o € 2,Oxs. Sei W e Oy mit 29 = Wz} Damit ist wegen
ii) y — [w]z' = (zo,...) — (W2, ...) = (0,...) € pPW(Ogsv) und somit liegt y in pW(Og») +2'W(Ok-).
Nun wird ker(d) = 2'W(Og»v) gezeigt. Sei yo = z'wo + py1 € ker(d) mit y1,wy € W(Ok»). Es gilt
pI(y1) = I(py1) = I(yo — 2’wp) = 0 und somit y; € ker(Y¥) € (p, z), da Ok ein Integritdtsbereich und
char(Ogk) = 0 ist. Nun werden w, € W(Og») und 4,41 € ker(d) rekursiv mit y, = 2'w, + pyni1
definiert. Damit ist ZZ:O p w, € W(Og») und yo — 2’ Y7, p'w; = p"ly,41 fiir alle n € N. Folglich
liegt yo = 2’ Yj—y p'w; in 2'W(O). O

In[5.1]iv) wurde ein primitives Element z € W(O) konstruiert mit ker(d) = z2W (Og»). Tatséchlich

1

ist jedes 2’ = (2, 2],...) € ker() mit |z{], = p~! automatisch primitiv. Sei dazu 2z’ = [z{] + pz”

fiir ein geeignetes Element 2” = (z{, 27,...) € W(Og»). Wegen 9(z') = 0 = (2()# + p>,_ p'(z!)*

gilt p(z0)* = —(20)% — pY2 P (z!)*. Da pY/_, p'(2!)# in p?Ok liegt, folgt wegen der starken
Dreiecksungleichung p~*|z(], = [(2))#| = p~" und somit z§ € O, , also 2" € W (Oys).

Korollar 5.2

Sei F ein perfektoider Korper mit char(F) = p, z € W(Op) ein primitives Element und K =
Quot(W(Op)/z2W(OF)), wie in mit dem isometrischen Isomorphismus v : F — K°. Dann
ist die Hintereinanderausfihrung W(Op) W—S;b) W(Okv) 2 Ok die natiirliche Restklassenabbildung

y—y+zW(0p).

Beweis: Da es fir y € W(Op) eine Darstellung y = >."_ p"[y,] gibt und 9 o W (%) ein Ho-
momorphismus ist und somit p-adisch stetig, geniigt es die Aussage fiir Teichmiillerreprésentan-
ten zu beweisen. Sei y € Op. Dann ist W(¥)([y]) = (¥(v),0,...) = [¢(y)] € W(Ogs), wobei
V:0p = O, ye ([yP 1+ 2W(OF) + pOr ) nz0. Damit ist

7

AP W) = v(w)* = lim (7" + W (O)
= lim ([y] + 2W(Or) = [y] + 2W(OF).

n—o0

Vo W(4)([y])

Korollar 5.3
Sei z € W(Ogs) ein primitives Element mit ker(9) = 2W(Ogv). Dann ist der durch ¥ induzierte
Ringismorphismus 0 : W(Ogy)/2W (Ogv) — Ok eine Isometrie bzgl. | - |k auf W(Og)/2W (Ogs),
wie von [{.11}

Beweis: Sei z € W(Ogk»). Nach existiert ein stabiles Element y = Y. p"[yn] € W(Og»)
mit © —y € 2W(Og»). Damit ist |yn|, < |yo|, fiir alle n € N. Nach ist |z 4+ 2W(Ogs)|x =
ly + 2W (O = SUPpso [Ynls = |vols = lyi |- Tst yo # 0, so ist fiir alle n > 0 dr € Og. Damit
ist y = Y, 00"yl = ol Xoop"[%] = [yolu mit u := 37 p"[%2] € W(O»)* und es gilt
I(y) = I([yo])P(u) = yi¥(u) mit I(u) e O . Der Homomorphismus ¢ ist eine Isometrie, da z —y €
2W(Or) = ker(9) und

|2+ 2W (O i = Iyl | = [y 19(w)] = [9(y)| = [9(z — (x = 9))| = [9(2)].
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Lemma 5.4
Sei (F,|-]) ein perfektoider Korper mit char(F') = p und E|F eine endliche Korpererweiterung. Dann
ist auch E ein perfektoider Korper.

Beweis: Da F vollstindig ist, gibt es nach [[.4.10] eine eindeutige Fortsetzung des Absolutbetrags
auf F und F ist diesbeziiglich vollstdndig. Zur Vereinfachung wird die Fortsetzung ebenfalls mit | - |
bezeichnet. Die Menge |E| liegt dicht in Rx¢, da |F| € |E| und |F| in R dicht liegt. F ist perfekt,
da der Frobenius auf O surjektiv ist. Fiir endliche Korpererweiterungen perfekter Koérper gilt, dass

diese ebenfalls perfekt sind. Also ist der Frobenius auf O surjektiv. O

Lemma 5.5

Sei K ein perfektoider Korper der Charakteristik 0 und sei z € W(Oy) ein primitives Element mit
2W(Ok») = ker(¥), welches nach iii) existert. Seien ferner E'|K” eine endliche Korpererweite-
rung,

O := W(Og)/2W(Og') und E := OE[%]. Dann ist E tiber Og = W(Ogv)/2W(Ops) — Op eine

Korpererweiterung von K mit [E : K| = [E' : K”]. Dariiberhinaus ist E selbst perfektoid mit einem

9

isometrischen Isomorphismus E* =~ E'.

Beweis: Ein Element z € W(Ogv) € W(Opgr), welches in W(Og») primitiv ist, ist auch in W(Opg)
primitiv. Damit ist Op = W(Opg)/2W(Og) der Bewertungsring eines perfektoiden Korpers E mit
char(F) = 0, da E’ nach ein perfektoider Kérper ist und somit nach iv) auch E. Nun ist zu
zeigen, dass F ein Oberkorper von K ist.

Der Ringhomomorphismus W (O ) < W(Opg/) mit der komponentenweise Inklusionabbildung

Og» — Opgr induziert einen Ringhomomorphismus
Ok = W(05)/2W(Ogr) S W(Og)/2W(Op) = Op. (22)

Da Opg nullteilerfrei ist, ist der Kern von €2 ein Primideal. Die einzigen Primideale in Ok sind das
Nullideal und das maximale Ideal. Angenommen es gilt ker(2) = m. Da p € m ist, gilt Q(p) =
pQ(1x) = plg = 0. Dies ist aber ein Widerspruch zu char(E) = 0. Daher ist €2 injektiv E ist ein
Oberkérper von K.

Als niichstes wird [E : K] = [E' : K] gezeigt. Da K° perfekt ist, ist E'|K” separabel. Sei E”|K” der
Galoisabschluss von E’ in (K”)*?, d.h. E” sei die kleinste Galoiserweiterung, die E’ enthélt. Dann ist
O := W(Og»)/zW(Opg~) wie oben der Bewertungsring eines perfektoiden Oberkorpers L von E und
insbesondere von K. Sei G := Gal(E"|K"). Dann operiert G auf W (Og») durch y — W(o)(y) fiir alle
o€ G,yeW(Ogv) und es gilt W(Op)¢ = W(Ok»). Insbesondere gilt W (o)(z) = 2. Dies induziert
eine Operation von G auf Op, = W(Og»)/z2W (Og») durch « + zW(Og») — W(o)(z) + z2W (Op~) fir
alle 0 € G,z € W(Og).

Als néchstes wird gezeigt, dass fiir jede Untergruppe H € G die Isomorphie

L™ = (W(Ogpn)/zW (O )] (23)

gilt. Da E"|E"H eine endliche Korpererweiterung perfektoider Korper der Charakteristik p ist, gilt wie

(0]
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in die Injektivitit der entsprechenden AbbildungW (O gnyu )/zW (O gryn ) & W (Og»)/zW(Og~) =
Or. Da H auf W(Ognyu)/2W (O gnyu) trivial operiert, gilt

W(O(EII)H)/ZW(O(EH)H) = (W(O(E//)H)/ZW(O(EH)H))H ‘&) Of,

und somit

1. o

(W(O(E”)H)/ZW(O(EH)H))[5] [N 1

OH
L[p

]=L".

Um die letzte Gleichheit einzusehen, sei € L € L. Dann gibt es n € N und y € O, mit = p™"y.
Dann muss y € OF sein, da o(p~™) = p " fiir alle o € G ist, also insbesondere auch fiir alle o € H.
AuBlerdem ist Oy, ein Integritatsbereich.

Um zu beweisen, geniligt es zu zeigen, dass y in (W(O(EH)H)/ZW(O(EH)H))[%] liegt. Sei y' €
W(Opr) mit y = y' + 2W(Opr) und y' := >, .y W(o)(y') € W(Opgr). Dann gilt W(o)(y') = y' fiir
alle 0 € H und somit ist 3 € W(Ogryr) = W(Opr)?. Damit ist

ord(H)y = X ,cy W(o))+2W(Opr) =y + 2W(Opn) € W(Opnu)/zW(Opnr)

und somit

Y/ 1
Y= Grarm W AW Ownn)) € WO m)[zW (O m) 1= A,

Im Folgenden wird gezeigt, dass

Gal(E"|K") — Gal(L|K)

g = O'#

(24)

ein Gruppenisomorphismus ist mit o (x +2W (Ogn)) := W (o) +2W (Opr), wie zuvor. Dazu betrach-

tet man den Gruppenhomomorphismus

Gal(L|IK) — Gal(L’|K")

g = O'b

mit o”((an + pOL)n=0) = (o(an) + pOL)nso fiir alle (a, + pOr)n=0 € Op. Mit der Isomorphie
L’ =~ E” aus vii) lasst sich zeigen, dass die Hintereinanderausfithrungen beider Homomorphismen

jeweils Identitdten sind. Sei dazu der Isomorphismus

0: Opn 5 lim Ogn/ZO0pn — lim O0p/20p = Oy
z > (2P 4+ Z0pr)ns0 = ([2P ]+ 2W(Orr) + (9))nso
wie im Beweis von vii). Zunéchst wird gezeigt, dass
Gal(I’|K") — Gal(L|K) — Gal(L’|K")

mit obigen Gruppenhomomorphismen die Identitét ist. Sei ¢ € G und x € Opr». Dann ist
plo(@)) = ([0@)P "]+ 2W(0p) + (0)azo = (o# ([« "]+ 2W (Opn)) + (9)nz0
= (#)(([27 "]+ 2W(Opr) + (p))nz0) = (67) (¢(x)).
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5 Die Aquivalenz

Identifiziert man also L’ mit E”, folgt o = (o#)" fiir alle € L°. Damit ist ein injektiver
Gruppenhomomorphismus und G = Gal(E”|K”) kann als Untergruppe von Aut(L|K) aufgefasst
werden. Die Korpererweiterung L|LC ist Galois. Da (E”)¢ = K” und nach

1 1 1
LE = (W(Ope)[2W (O T = (W(Or)/zZW(Or)) 7] = Ok ] = K
ist, ist L|K eine endliche Galoiserweiterung mit [L : K] = ord(G) = [E” : K]. Der Gruppenhomo-

morphismus ist also bijektiv.
Fir H := Gal(E"|E") gilt

LH = (W(OWW)/zW(cf)(E")H))[%] _ (W(OE»/zW(oE,))[%J _ oE[]%] - E,

sodass auch L|E eine endliche Galoiserweiterung mit [L : E] = ord(H) ist. Insgesamt folgt

o [L:K] ordlG) [E":K"] .
B K] = [L:E] ord(H) [E":E] LB - ).

Theorem 5.6
Sei K ein perfektoider Kiorper der Charakteristik 0. Dann gilt

i) Jeder endliche Erweiterungskérper E von K ist ebenfalls perfektoid.
it) Die Abbildung
{E : E|Kendl. Korpererw. } + {E': E'|K”endl. Korpererw.}
E » B

ist Grad erhaltend und bijektiv.

iii) Ist E|K eine endliche Korpererweiterung, so ist E|K genau dann eine Galoiserweiterung, wenn

E°|K" eine Galoiserweiterung. In diesem Fall ist

Gal(E|K) — Gal(E’|K")

g = (')'b

ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis: Um das Theorem zu beweisen, wird zunichst gezeigt, dass

Bim |J (W(Ow)/W O]

E’|K" endl.

K

gilt, wobei z € W(O») = ker(d) ein primitives Element in W(Og») ist mit zW(Os) = ker(d).
Dabei ist ¥ wie in gewahlt. Nach EI ist M’ := K° algebraisch abgeschlossen. Sei M :=
W(OMI)/ZW(OM/)[%]. Nach w und den Argumenten am Anfang des Beweises von ist M ein
perfektoider Oberkérper von K = W(OKb)/ZW(OKb)[%]. Nach H gilt M* =~ M’. Dariiberhinaus ist
WegenM algebraisch abgeschlossen. E liegt in M, da W(Og)/2W(Og;) und W(Opy)/zW (Ogy)
in W(Op: g;)/2W (O i) liegen. Nun wird gezeigt, dass £ in M dicht liegt.
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Seien dazu Z;fzop"[ymo] + 2W(Opnr) € O, yo = Z;fzop"[ymo] und € > 0. Nach ist 0 <
Ip + 2W(On)|p < 1. Damit existiert ein N € N mit [pY + zW(Op)ly < p VN und € < p V.
Da O dicht in (9% liegt, gibt es ein y, € O mit lyo.0 — yoly < p~ V. Damit ist y — [y)] =
(%0.0 = Yo, - - -) und somit y — [y0] — [yo,0 — yo] € PW(Onr). Sei y1 = X7 " [yn.1] € W(Onrr) mit
v — [y6] — [Yo.0 — ¥4] = py1. Entsprechen werden v} und y» konstruiert mit |yo1 — yi|, < p~¥ und
v1 — [vi] = o1 — vi] = py2 € pW(Ownr). Auf diese Weise werden yg, ..., ¥y 1 € Ox5, Yo, .-+, YN €

N

W (Our) rekursiv konstruiert, sodass fiir y; = 3.7 p"[yn,:] die Abschitzung |yo; — ¥4, < p~ und

Y=o P W] = o P [yo — ¥+ 0" i gilt. Sei @ = 320 pI[yi] € W(Ogoyy,.yr. ) WObe

K°(yh, ..., yn_1)| K" endlich ist, da v}, ..., y_, € K’. Damit ist z + W(OKb(y;)’“”y;V—l)) € E. Es gilt

y—x = Z;-\:Ol P [yo,; —¥;]1+pNyn. Nach gibt es ein stabiles Element p = > p"[x,] € W(Oum)
mit p — Zé\:{)l P[0 — y;] € 2W(Opr). Im Beweis von ist zu sehen, dass fiir dieses konstruierte
p die Abschétzung

N—-1

| > P o =] +2W(Om)lm = ol < sup Jyon =yl <p "
j=0 nef{0,...,N—1}
gilt. Es ergibt sich
(4 + =W (On)) = (& + 2W (Orrn) s = (g — @) + =W (Oarr)|as
N—1
= [ ZO P [yo; — il + 2W(On)) + (0N yn + 2W(Onr))
j=
N—1
< max{| Y plyo; — vl + 2W(On)|ar, PN (ynw + 2W (Orr)) e} <p™ N <e.
j=0

Das zeigt, dass E dicht in M liegt. Nach ist ]/Z; ~M=M DaM algebraisch abgeschlossen
ist, ist E nach separabel abgeschlossen. E ist dariiberhinaus sogar algebraisch abgeschlossen,
da char(E) = 0 ist. Also ist £ = K.

i) Sei E|K eine endliche Korpererweiterung und E;|K eine endliche Korpererweiterung mit £ € F;
und Op, = W(Og;)/2W(Og) fiir eine endliche Kérpererweiterung £ |K > Dies ist moglich, da
nach den obigen Voriiberlegungen O = Up/ x> enar. W(Orr)/2W (Op) ist. Sei 0.B.d.A. E!|K" eine
endliche Galoiserweiterung. Nach ist ord(Gal(E}|K")) = [E}|K’] = [F1|K]. Im Beweis von
war zu sehen, dass Gal(E}|K®) = Gal(F,|K) gilt und dass F;|K eine Galoiserweiterung ist. Sei
H := Gal(F,|E) € Gal(F,|K) = Gal(F}|K”). Ebenfalls hat man im Beweis von gesehen, dass
(W(O(Ei)H)/ZW(O(Ell)H))[%] = Ef = F ist. Dieser Korper ist nach perfektoid.

ii) Die Umkehrabbildung ist

{E': E'|K” endl. Korpererw.} +— {E: E|K endl. Korpererw.}
E > (W(0p)/zW(0p))l;] ;

denn nach ilt fiir eine endliche Korpererweiterung E’|K”, dass ((VV(OE')/ZVV(OEI))[%])b >~ F
ist und nach [5.1|gilt fiir eine endliche Korpererweiterung F|K, dass (W(OEb)/ZW(OEb))[%] =~ F ist.
iii) In wurde gezeigt, dass F|K eine Galoiserweiterung ist, wenn Eb|K > eine Galoiserweiterung
ist. Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung. Seien ferner F; und H wie im Beweis von i). Damit ist
H ein Normalteiler in Gal(E;|K) = Gal(E}|K"). Daher ist die Korpererweiterung (E}) = E’|K”

eine Galoiserweiterung. O
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Fiir einen perfektoiden Korper K der Charakteristik 0 ist der Funktor (-)* nach und ei-
ne Kategoriendquivalenz von der Kategorie der endlichen Korpererweiterungen von K in die Ka-
tegorie der Korpererweiterungen von K. Die Morphismen sind jeweils die isometrischen Korper-
homomorphismen iiber K bzw. K°. Er schrinkt sich zu einer Aquivalenz von Galoiskategorien
{E|K : E|K endlich Galoissch} o {E'|K" : B endlich Galoissch} ein. Insbesondere gilt Gal(E|K) =
Gal(E"|K®) fiir alle endlichen Galoiserweiterungen E|K. Aus dem Hauptsatz der unendlichen Galois-
theorie folgt daher:

Korollar 5.7
Ist K ein perfektoider Korper der Charakteristik O, so sind die absoluten Galoisgruppen von K und

K" kanonisch topologisch isomorph:

Gal(K|K) = Gal(K*|K").

—

Der Fall K = Qp[up»] in i) wurde zuerst von Fontaine und Wintenberger in [2] bewiesen. Die

Methoden waren allerdings anders.
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