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1 Einleitung

Die vorliegende Bachelorarbeit handelt davon, reguldre Baume zu klassifizieren, die
Freiheit des Heckemoduls darauf zu beweisen und diesen Freiheitssatz im Zusam-
menhang mit Darstellungen der allgemeinen linearen Gruppe eines lokalen Koérpers
anzuwenden.

Nach dem Zusammenstellen einiger Grundlagen der Graphentheorie werden wir zu
Beginn einen Klassifikationssatz fiir reguldre Baume formulieren, der besagt, dass
fiir k € N der k-reguldre Baum Xy, bis auf Isomorphie eindeutig ist. Darauthin treffen
wir einige Vorbereitungen, um den Beweis dieses Satzes schliefflich zu erbringen. Als
Néchstes werden wir den Modul C'(X, R) der Abbildungen von der Knotenmenge
eines Graphen X in einen Ring R sowie den Heckeoperator 1" betrachten, wobei wir
Aussagen zur Freiheit und zu Eigenwerten darlegen kénnen. Um neue Erkenntnisse
zu gewinnen, befassen wir uns mit Abbildungen mit endlichem Trager, was uns zum
R[T]-Modul C.(X, R) fithrt. Als Hauptsatz dieser Arbeit werden wir dann feststellen,
dass C.(Xg, R) fiir k > 2 frei ist, was wir mithilfe von filtrierten sowie zugeordneten
graduierten Ringen und Moduln letztlich beweisen. Um diesen Freiheitssatz auf Dar-
stellungen der allgemeinen linearen Gruppe anzuwenden, werden wir fiir einen nicht-
archimedischen, lokalen Korper K die Gitter von K? studieren. Durch die Operation
von K* auf der Menge aller Gitter via Multiplikation erhalten wir Aquivalenzklassen
von Gittern, die wir als Knoten eines Graphen B verstehen und fir die wir einen
Abstands- und somit Adjazenzbegriff erarbeiten kénnen. Da sich herausstellt, dass
B der (¢ + 1)-regulérer Baum X, ist, wobei ¢ fiir die Méachtigkeit des Restklas-
senkorpers 8 von K steht, konnen wir erneut C.(Xy41, R) untersuchen. Neben der
?{Eéﬁ)(o)(R) liefert uns dies Darstellun-
gen von GLg(K). Zuletzt werden wir als Anwendung unseres Freiheitssatzes zeigen,
dass fiir jedes echte Ideal I C R[T] die Darstellung C.(Xq41, R)/1-Ce(Xg41, R) von

GL2(K) eine einfache Quotientendarstellung besitzt, was auch zu einem Ausblick

Isomorphie zur kompakten Induktion c-ind

auf supersingulire Darstellungen fiihrt.



2 Klassifikation reguliarer Baume

In diesem Kapitel werden wir mit einem Klassifikationssatz fiir reguldre Baume den
Grundstein fiir die weiteren Abschnitte der Arbeit legen. Um diesen Satz beweisen zu
konnen, benétigen wir einige vorbereitende Ergebnisse zu (regulidren) Biaumen. Da
insbesondere in der Graphentheorie die Notationen in der Literatur nicht einheitlich
sind, werden wir vorab einige grundlegende Definitionen und Resultate darlegen, die
als dem Leser bekannt vorausgesetzt werden. Daher werden wir die Aussagen in allen
Abschnitten, die den Namen ,,Grundlagen® tragen (wie im folgenden ,
nicht bzw. nur in Ausnahmeféllen beweisen.

In der gesamten Arbeit gilt, dass die natiirlichen Zahlen N die Null enthalten und
zudem werden wir die Elemente 0 und 1 h&ufig mit einem Index versehen, um zu
notieren, woher sie stammen. Falls wir diesen aus verschiedenen Griinden (Redun-
danz, bessere Lesbarkeit etc.) weglassen, ist dennoch stets aus dem Zusammenhang

ersichtlich, um welche Elemente es sich handelt.

2.1 Grundlagen der Graphentheorie

Definition 2.1. Ein Graph X ist ein Tupel X = (V(X),E(X)), wobei V(X) eine
nicht-leere Menge, die sogenannte Knotenmenge (engl. vertices), und E(X) eine

Menge, die sogenannte Kantenmenge (engl. edges), ist, mit der Eigenschaft
E(X) C{M | M CV(X) mit |M| = 2}.

Wir schreiben manchmal uw ~ v (sprich: u und v sind adjazent bzw. benachbart)
fir u,v € V(X), falls {u,v} € E(X).
Der Graph X heifst endlich, falls {V(X)} < 0.

Bemerkung 2.2.

i) In der Literatur werden diese Graphen oftmals ,einfache“ Graphen genannt
und wir wollen durch [Definition 2.1| die Begriffe , gerichtet”, ,,Mehrfachkante

und ,,Schleife* fiir diese Arbeit ausschliefen.

ii) Ist ein Graph endlich, so ist die Kantenmenge als Teilmenge der Potenzmenge

der endlichen Knotenmenge ebenfalls endlich.

Definition 2.3. Sei X ein endlicher Graph, dann definieren wir die Adjazenzma-

trixz von X als die Matriz A(X) := (Au,v> Ve € {0, LIV i
u,ve

A 1 falls {u,v} € E(X),

)

0 sonst.



Bemerkung 2.4.

i) Da {u,v} = {v,u} fiir alle u,v € V(X) erfiillt ist, gilt stets A(X) = A(X)7T, was

bedeutet, dass die Adjazenzmatrix symmetrisch ist.

ii) Da {u} ¢ E(X) fur allew € V(X) gilt, ist A, ,, = 0, weshalb alle Diagonaleintrage

der Adjazenzmatrix 0 sind.
Im Folgenden seien X und Y stets Graphen und n € N>j.
Definition 2.5.

i) Eine Abbildung v : V(X) — V(Y) heift Homomorphismus von Graphen,
falls sie die Eigenschaft

{u,v} € E(X) = {v(u),y(v)} € E(Y
erfillt.

it) Dariber hinaus nennen wir v einen Isomorphismus von Graphen, falls v

zudem bijektiv ist und
{u,0} €B(X) & {(u),1(0)} € B(Y

gilt.

iii) X und Y heiffen isomorph (in Zeichen: X = Y ), falls ein Isomorphismus

zwischen X und Y existiert.

Definition 2.6. Sei x € V(X) ein beliebiger Knoten, so definieren wir den Grad

des Knotens x (auch Knotengrad oder Valenz genannt) durch

deg(x ‘{{u v} € E( )‘xe{u,v}}‘

Bemerkung 2.7. Der Knotengrad eines Knotens = € V(X) ist somit die Anzahl
der Kanten, die x mit anderen Knoten verbinden. Da wir ausschlielich einfache

Graphen betrachten, ist dies also die Anzahl der Nachbarn von x, d.h. es gilt
deg(z ‘{UEV ‘uwx}‘

Definition 2.8. Sei k € N.

i) X heifit lokal endlich, falls jeder Knoten nur endlich viele Nachbarn besitzt,
d.h. falls deg(z) < oo fir alle x € V(X)) gilt.

i1) X heifit (k-)reguldr, falls jeder Knoten gleich viele (genau k) Nachbarn besitzt,
d.h. falls deg(x) = k konstant ist fir alle v € V(X).



Definition 2.9.

i) Ein Weg w in X ist eine endliche Folge von benachbarten Knoten, das heifst
w=(x1,...,oy) mit &; € V(X) fir i = 1,...,n und {x;,z;iv1} € E(X) fir
i=1,...,n—1. Die Linge des Weges w ist die Anzahl der Kanten im Weg,

also n — 1, und wir sagen w ist ein Weg von x1 nach x,,.

it) Ein Kantenzug (auch Pfad) in X ist ein Weg w = (x1,...,xy), bei dem jeder

Knoten nur einmal passiert wird, d.h. xz; # x; fir alled,j € {1,...,n} miti # j.
iii) Ein Weg w = (z1,...,2,) in X heifst geschlossen, falls x1 = x,, gilt.

iv) Ein geschlossener Weg w = (x1,...,x,) in X heifst Zyklus, falls n > 4 gilt und

(x1,...,2n—1) ein Kantenzug ist.
v) X heifst kreisfrei, falls X keinen Zyklus enthdlt.

vi) X heifit zusammenhdngend, falls fir jedes Paar u,v € V(X) ein Weg von u

nach v in X existiert.
vii) Sei x € V(X) ein beliebiger Knoten, so definieren wir die Zusammenhangs-

komponente von x durch

C(x) := {u € V(X) | es existiert ein Weg von x nach u}.

Definition 2.10. Der Abstand zweier Knoten wird definiert durch die Funktion
d:V(X) x V(X) - NU{oo} mit

l lls v e C(u),
d(u.v) = falls v (u)
oo sonst,

wobei | die Linge eines kiirzesten Weges von u nach v ist.

Bemerkung 2.11. Mit unserer Definition eines Weges erhalten wir insbesondere
d(u,u) = 0 fiir alle u € V(X). Zudem bemerken wir, dass ein kiirzester Weg schon
ein Kantenzug sein muss, da er andernfalls durch Auslassen des Teils zwischen dem

sich wiederholenden Knoten verkiirzbar wére.

Definition 2.12.

i) X heifst Teilgraph von'Y, falls V(X) C V(YY) und E(X) C E(Y) gilt.

it) X heifit induzierter Teilgraph von 'Y, falls X ein Teilgraph von Y ist mit

{u,v} €e E(Y) = {u,v} € E(X)

fir alle u,v € V(X).



Lemma 2.13.

i) Jede Zusammenhangskomponente ist (betrachtet als induzierter Teilgraph des ur-

springlichen Graphen) ein mazimaler zusammenhdngender Teilgraph.

it) X ist genau dann zusammenhdngend, wenn X aus genau einer Zusammenhangs-

komponente besteht.

Beweis: Auf V(X) kénnen wir eine Aquivalenzrelation definieren, wobei zwei Kno-
ten genau dann in Relation stehen, wenn zwischen ihnen ein Weg existiert. Die
Aquivalenzklassen dieser Relation sind genau die Zusammenhangskomponenten. Da-
raus folgt die Aussage des Lemmas (vergleiche auch Theorem 2.2.1 aus Kapitel 2.2
von [Ore62,, S. 23 f.]). O

Definition 2.14. Fin Baum ist ein zusammenhdngender kreisfreier Graph. Wir

nennen Knoten mit Grad 1 Bldtter, alle anderen Knoten heiflen innere Knoten.

Im Folgenden werden wir uns noch einige spezielle Graphen als Beispiele anschau-
en, von denen wir manche spéter benutzen bzw. diese wiedererkennen werden. Wir

beachten dabei, dass die Einschrankungen an n € N nachfolgend oftmals variieren.

Definition 2.15. Sein € N>i. Der Pfad Py, ist ein Graph mit n Knoten und n—1
Kanten definiert durch

V(Py) :={x1,...,zn} und
E(Py) := {{zj,ziy1} ’ i=1,...,n—1}.

Definition 2.16. Sei n € N>3. Der Kreisgraph C,, ist ein Graph mit n Knoten

und n Kanten definiert durch

V(Cp) :=A{x1,...,zn} und

E(Cp) = {{zi, i1} |i=1,....n— 1} U {{zn, 21} }.
Definition 2.17.

i) Ein vollstandiger Graph ist ein Graph, in dem jeder Knoten mit jedem ande-

ren Knoten durch eine Kante verbunden ist.

it) Sei n € N>1, so definieren wir den Graphen K,, mit n Knoten und (g) Kanten
durch

V(K,) = {z1,...,2n} und
E(Ky) = {{zs,2;} | 1 <i<j<n}



Lemma 2.18. Sein € N>1, so ist jeder vollstindige Graph X mit |[V(X)| = n bis

auf Isomorphie eindeutig bestimmt, genauer: isomorph zu K, .
Beweis: Jede Bijektion v : V(X) — V(K,,) ist ein Isomorphismus von Graphen. [J
Definition 2.19. Sein € N>y. Der Sterngraph S,, ist ein Graph mit n+1 Knoten
und n Kanten definiert durcz

V(Sn) :=={zo,x1,...,2n} und

E(Sn) = {{wo, zi} ‘ i=1,...,n}.

Definition 2.20. Ein Graph X heifst bipartit, falls es eine disjunkte Zerlegung
V(X) = V4 U Va der Knotenmenge gibt, sodass fir alle Kanten {u,v} € E(X) gilt:

(ueVinve W) V(ueVanv e ).

Definition 2.21. Seien m,n € N>;. Der vollstindige bipartite Graph K, , ist
definiert durch

V(EKpn) := V1 U Vs, wobei Vi und Vo bel. Mengen mit |Vi| = m,|Va| =n und

)

E(Kpmn) := {{u,v} | ueVi,ve Vo).

Bemerkung 2.22.

i) Alle oben genannten speziellen Graphen sind, dhnlich wie in|Lemma 2.18] jeweils
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

ii) Es gilt S, =2 Ky, und K, p, = Ky .

2.2 Klassifikationssatz

Da wir uns im Laufe der Arbeit mit dem universellen Heckemodul auf reguldren
Baumen befassen wollen, miissen wir diese Graphen zuvor genauer verstehen. Dabei
stellt sich heraus, dass die Forderungen an ein solches Objekt so stark sind, dass die

Form eines reguldren Baumes genau vorgegeben ist. Préziser formuliert bedeutet das:

Satz 2.23 (Klassifikationssatz). Fir k € N existiert bis auf Isomorphie genau ein
k-reguldrer Baum, den wir in dieser Arbeit stets mit Xy bezeichnen wollen.

Ferner gilt:
(CL) XO = Kl,
(b) X; =Koy,

(¢)  Firk > 2 ist Xy nicht endlich.



Beweis: k= 0: Sei X ein 0-reguldrer Baum. Da X ein Graph ist, gilt V(X) # 0,
also existiert 1 € V(X). Aufgrund der 0-Regularitidt kann x; keinen Nachbarn
haben und da X als Baum zusammenhéngend ist, kann es auch keinen anderen
Knoten in X geben. Somit erhalten wir V(X) = {z1} und E(X) = (. Per Defini-
tion von K gilt also schon X = K; und somit haben wir im Fall £ = 0 die Existenz

(K ist nattirlich auch kreisfrei), die Eindeutigkeit sowie Aussage @ bereits bewie-
sen. Zur Visualisierung betrachten wir den Ausschnitt fiir £ = 0 in |Abbildung 1

k =1: Sei X ein l-reguldrer Baum. Da X ein Graph ist, gilt V(X) # (), also existiert
xz1 € V(X). Aufgrund der 1-Regularitit hat 21 genau einen Nachbarn zy. Damit
haben x1 und xo bereits jeweils genau einen Nachbarn, weshalb es keinen weiteren
Knoten in X geben kann, da X ansonsten nicht zusammenhéngend wére. Somit
erhalten wir V(X) = {21,22} und E(X) = {{z1,32}}. Per Definition von Kj
gilt also schon X = Ko und somit haben wir im Fall £ = 1 die Existenz (Ko ist
natiirlich auch kreisfrei), die Eindeutigkeit sowie Aussage @ bereits bewiesen.
Hierbei betrachten wir zur Visualisierung den Ausschnitt fiir £ = 1 in

k > 2: Dieser Fall erfordert einen deutlich héheren Aufwand, da insbesondere die

Eindeutigkeit formal anspruchsvoller ist. Der Beweis hiervon wird sich somit noch
iiber den Rest von erstrecken.

Die Existenz von X beweisen wir, indem wir einen k-regulidren Baum durch suk-
zessives Hinzufiigen von Knoten und Kanten konstruieren. Dazu starten wir mit
einem Knoten zp € V(Xj), den wir als ,Wurzel“ bezeichnen, auch wenn wir spé-
ter feststellen werden, dass dieser anhand seiner Eigenschaften nicht von anderen
Knoten unterscheidbar ist. Um die k-Regularitéit erreichen zu kénnen, fligen wir
nun k£ Nachbarn von xg hinzu, also z1, ...,z € V(Xj) sowie {xg, x;} € E(Xy) fiir

i = 1,...,k. Bis zu diesem Punkt erhalten wir also den Sterngraph Sj, was wir

auch in [Bemerkung 2.24| wiedererkennen werden. Als Nichstes betrachten wir fiir

jedes i € {1,...,k} den Knoten z;, der derzeit ein Blatt ist, da er nur den Nach-
barn x( besitzt, und fiigen jeweils k — 1 weitere Nachbarn hinzu, damit auch dieser
Knoten den Grad k erhélt. Da der Graph allerdings als Baum kreisfrei werden soll,
diirfen wir keinen der vorherigen Knoten dafiir verwenden. Somit fiigen wir weitere
Knoten =/ zu V(Xy) hinzu mit {z;, 2/} € B(X}) fiir j = 1,...,k — 1. Zur Visuali-
sierung betrachten wir den Ausschnitt fir & = 2 sowie k£ = 3 in Da
auf diese Weise immer wieder Knoten mit Grad 1 entstehen, wird der Vorgang fiir
jedes Blatt des bis zu einem beliebigen Zeitpunkt erhaltenen Graphen iteriert. Fiir
die Existenz bleibt also nur zu priifen, dass aus unserer Konstruktion tatsédchlich

ein k-reguldrer Baum entsteht:



k-reguldr: Zur Wurzel z¢ wurden im ersten Schritt & Nachbarn hinzugefiigt und
spater auch keine weiteren, weshalb sicher deg(zg) = k gilt. Jeder andere Knoten
war in irgendeinem Konstruktionsschritt ein Blatt und erhielt darauthin & — 1
zusétzliche Nachbarn, danach aber keine weiteren. Somit hat auch jeder andere
Knoten den Grad k.

zusammenhéngend: Seien x,y € V(Xj). Per Konstruktion gibt es einen Weg von

xg nach z sowie einen Weg von x¢ nach y. Durch Umkehren des ersten Weges und

Anhéngen des zweiten erkennen wir, dass auch ein Weg von x nach y existiert.

kreisfrei: Wir haben bei der Konstruktion schon bemerkt, dass wir stets neue Kno-
ten hinzufiigen, um die k-Regularitdt zu erfiillen, und dabei vermieden, dass ein
Zyklus im Graph entsteht.

Nun ist uns auch schon Aussage klar, da in der Konstruktion von Xj; immer
wieder k—1 neue Knoten hinzugefiigt werden, wobei k—1 > 1 gilt. Diese sind dann
selbst Bléatter und verhindern somit, dass das Verfahren abbricht. Fiir den Beweis

der Eindeutigkeit von X, im Fall £ > 2 bendtigen wir einige Voriiberlegungen.

-

k=0 " k=1 P
[ ] *—@

k=2 x% X9 Zo I .CC%

k=3

Abbildung 1: Konstruktion von X



Bemerkung 2.24. Fiir jeden Knoten x € V(X}) ist der induzierte Teilgraph von
X, mit Knotenmenge {y € V(X) ‘ Y~ az} U {x} isomorph zum Sterngraph Sj.

Beweis: Da X}, ein k-reguldrer Graph ist, erhalten wir fiir jedes x € V(X)
[{y e VXN [y~ ) Ufa}| = [{y e VXi) [y~ o} + [} =k + 1

und da Xj, als Baum zudem kreisfrei ist, gilt fiir alle y1, 42 € {y € V(Xj) } y~x}
Y1 % yo. Bilden wir nun z auf den Knoten zy € V(S) ab und die k£ Elemente aus
{y € V(Xp) ‘ y ~ x} auf bijektive Weise auf die Knoten x1,..., 2, € V(Sg),
so konnen wir mit den zuvor festgehaltenen Eigenschaften nachrechnen, dass wir

tatsdchlich einen Isomorphismus von Graphen erhalten. O

Lemma 2.25. Sei X ein Baum und seien x,y € V(X) mit x # y. Dann existiert

in X genau ein Kantenzug von x nach y.

Beweis: Existenz: Da X als Baum zusammenhéingend ist, existiert ein Weg w von
x nach y, d.h. w = (z1,...,2p) mit n € N>g, z; € V(X) fir i« = 1,...,n und
{zi,xiy1} € E(X) fir i = 1,...,n — 1 sowie insbesondere z; = = und z,, = y. Sind
die Knoten nicht bereits paarweise verschieden, so existieren i, € {1,...,n} mit
i # j und x; = x;. Wir kénnen stets ¢ < j annehmen und betrachten dann im Fall
Jj # n wegen {z;,zj11} = {xj,zj41} € E(X) den Weg (x1,...,2, Tjy1,. .., Zn),
im Fall j = n (und somit ¢ # 1 da = # y) wegen {x;_1,z,} = {zi—1,2;} € E(X)
hingegen den Weg (z1,...,x;—1,xy). Dieses Verfahren iterieren wir solange, bis wir

tatséchlich einen Kantenzug von x nach y erhalten.

/
m

so definieren wir

Eindeutigkeit: Seien w = (z1,...,2,) und v’ = (2},...,2z),) mit n,m € N>y Kan-

/

tenziige in X von x nach y. Angenommen x,,_1 # x,,_q,

l::max{ie {1,...,n—1} ‘ Jje{l,...,m— 1} mit mizx; }
Da z; = z = 1z, existiert das Maximum und wir erhalten zudem ein eindeu-
tiges I’ € {1,...,m — 1} mit 2; = z},, da andernfalls w’ kein Kantenzug wire.
Nun bildet @ := (21, %141, Tn—1, Y, Ty 15 Tpy_95- -, T4 1, ) einen geschlosse-
: / / / :
nen Weg in X, sodass (i, Ziq1, -+ Tn—1, Y Ty 15 Try_2,- -+ Ty ) ein Kantenzug

ist, wobei wir Letzteres wie folgt sehen: xz;, zj11,...,2n—1,y sind als Teil von w

/ /
m—11Tm—25 -+

und y,x LTy 41 hingegen als Teil von w’ paarweise verschieden. Per
Definition von [/ und !’ kann aber (ausgenommen von y) auch kein Element aus der
ersten Liste in der zweiten auftauchen. Des Weiteren enthélt w wegen | < n — 1
sowie I’ < m —1 und daher z; # y # x}, mindestens drei Knoten: Es kann namlich
nicht / =n — 1 und ' = m — 1 gelten, da dann x,_; = 2; = x}, = x,_; unserer

Annahme widerspricht, weshalb wir mit x,_; oder z/, _; mindestens einen vierten



Knoten in @ finden. Wir erhalten also einen Zyklus in X und somit einen Wider-
spruch. Also gilt z,—1 =/, _; und induktiv folgt, dass alle Eintrage von w und w’

und somit auch n und m tbereinstimmen, also w = w’'. O

Definition 2.26. Sei X ein Graph. Ist zg € V(X)) ein beliebiger Knoten und n € N,

dann definieren wir die Sphdre um xqg in X mit Radius n durch
Sn(zo, X —{er ‘dxwo —n}

Bemerkung 2.27. Zwar haben wir S, (29, X) nur als eine Knotenmenge definiert

und nutzen diese in unserer Notation auch meist nur in der Form, meinen aber im

Grunde mit Blick auf [Definition 2.32 den induzierten Teilgraph von X mit dieser

Knotenmenge. Zudem werden wir spater oft zur besseren Lesbarkeit die Argumen-
te g und X weglassen, wenn diese aus dem Zusammenhang ersichtlich sind. Wir

beachten dabei, dass wir die Kurzform S,, nicht mit dem Sterngraph verwechseln.
Beispiel 2.28.

i) Fir n = 0 ergibt sich So(xo, X) = {z0}.

ii) Fiir n = 1 ergibt sich Sy(zg, X {:U e V(X ‘ €T ~ xo}

Lemma 2.29. Sei X ein Baum. Firn > 1 existiert zu jedem x € S, (xo, X) genau

ein Nachbar in S,,_1(x0, X), den wir mit T bezeichnen.

Beweis: Fiir x € S,,(xg, X) existiert per Definition ein Weg von z nach x der Lange

n, der aufgrund von [Bemerkung 2.11|ein Kantenzug ist. Dieser ist laut [Lemma 2.25
eindeutig, weshalb auch der vorletzte Knoten dieses Kantenzuges eindeutig ist. Die-

ser ist der gesuchte Nachbar x von z, fiir den wir mit ebendiesem Weg ausgenommen

der letzten Kante schon d(Z,z9) = n — 1 einsehen konnen. O

Lemma 2.30. Sei X ein k-requldrer Baum. Fir k > 2 und n > 1 gilt

’S CL‘o, ‘—k’ ) _1.

k- regular

Beweis: L.A.: |Sl|—){x€\/ ’xwxo}‘ kE=k(k—1)1
LV.: Die Gleichung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n > 1.

L.S.: Wir miissen |S,+1| = k(k — 1) zeigen. Dazu zeigen wir zunéchst mit der
Notation aus [Lemma 2.29| die folgende Gleichheit:

Swin = | ({z e VOO |2~ 0} \ (). (2.1)

YESn
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C: Fiir x € Sp4q ist ¢ € S, mit x ~ z und =z # ;7, da wir andernfalls den
Widerspruch n + 1 = d(z, z9) = d(Z, o) = n — 1 erhalten.

D: Seixz € V(X) mit  ~ y fir ein y € S, und = # y. Da aus Letzterem folgt, dass
x ¢ Sp—1, da y laut [Lemma 2.29| der einzige Nachbar von y in S,,_; ist, erhalten
wir d(xo,z) = d(zg,y) + 1 = n + 1 aufgrund der Eindeutigkeit von Kantenziigen

aus und damit auch der Eindeutigkeit von kiirzesten Wegen.

disjunkt: Angenommen x € V(X) erfillt y; ~ = ~ yo und y3 # x # yo fiir
Y1, Y2 € S,. Wie zuvor folgt x € S,11, weshalb wir durch Anhéngen von z an
den kiirzesten Weg von zy nach y; sowie an den kiirzesten Weg von zy nach ys
zwei Kantenziige von xg nach x erhalten, die nach iibereinstimmen.
Somit folgt insbesondere y; = 2.

Nun erhalten wir wegen Gleichung (12.1))

Suial = > [{z e V) o~ g\ (3] TET Y -

YESy YES,

= (k—1)[Sul X (k= 1) - k(k —1)"' = k(k —1)" O

Aus den soeben betrachteten Argumenten geht zudem hervor:

Korollar 2.31. Sei X ein k-regulirer Baum. Fir k > 2, n > 1 und y € S,(xg, X)
gilt stets

{:JcEV ]:Cfvy} {xESnHSUm ‘QCN?J}U‘@}

was fiir y bedeutet, dass abgesehen von dem eindeutigen Nachbarn y € S,,—1 (g, X)

die anderen k — 1 Nachbarn in Sp11(xo, X) liegen. O
Definition 2.32. Sei X ein Graph. Ist xg € V(X)) ein beliebiger Knoten und n € N,

dann definieren wir die Kugel um xg in X mit Radius n durch

By (zo, X —{:UGV ‘dmmo <n}

Bemerkung 2.33.

i) Fiir B, (xo, X) gilt [Bemerkung 2.27 analog. Fiir 2,y € B, (genauer eigent-
lich z,y € V(B,), doch dies wollen wir schliefilich zu Gunsten der Lesbarkeit
vernachlissigen) mit {z,y} € E(X) gilt auch {z,y} € E(B,).

ii) Per Definition erhalten wir schon B,, = U Si.
=0

iii) Aus|Punkt ii), [Lemma 2.30|sowie [Punkt i)|von [Beispiel 2.28|ergibt sich fiir einen

k-regularen Baum mit k£ > 2

Bal =Y [Sil =1+) k(k—-1)""
=0 i=1
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iv) Bop C By C ... ist eine aufsteigende Kette von Mengen, was wir direkt an der

n n+1
Definition oder mit wegen B, = |JS; C S; = By fiir allen € N
i=0 i=0
sehen.
v) Fir einen zusammenhéngenden Graphen X gilt V(X) = J B, da einerseits

neN
B, C V(X) fiur alle n € N erfiillt ist und andererseits fir z € V(X) stets

d(z,zp) < oo gilt, weil X zusammenhéngend ist.

Mit diesen Voriiberlegungen wenden wir uns wieder dem Beweis von zu,
bei dem uns noch die Eindeutigkeit im Fall k£ > 2 fehlt:

Seien X und Y beliebige k-regulire Baume sowie 29 € V(X ) und yo € V(Y') beliebige
Knoten. Wir miissen nun X 22 Y zeigen, d.h. wir suchen eine bijektive Abbildung
v:V(X) = V(Y), die

{z,2'} e E(X) & {'y(x),*y(m’)} e E(Y) (2.2)

erfiillt. Wir werden ~ induktiv konstruieren und dabei mit vy(zg) := yo starten. An-
schaulich bedeutet dies, dass jeder Knoten die Rolle von x( in unserer Konstruktion
von Xj einnehmen kann, also alle Knoten eines k-regulidren Baumes die gleichen
Eigenschaften besitzen.

Wir beginnen damit, eine Folge von Abbildungen 7, : B,(z0, X) — Bpn(v0,Y) zu

definieren, die die folgenden Eigenschaften fiir alle n € N erfiillen:
(a) /yn}Bn,1(xo,X) = Tn-1 (falls n 7& 0)7
(b) 7y, ist bijektiv,

(c) {z,2'} €E(Bu(z0,X)) & {m(@),m(2)} € E(Bu(yo,Y)).

L.A.: Wegen [Punkt i)| von [Beispiel 2.28|ist durch ~o(zo) := yo die Abbildung

Y0 : Bo(zo, X) = So(z0, X) = {zo} — Bo(y0,Y) = So(y0,Y) = {vo}

bereits definiert und bijektiv. Die Eigenschaft @ wird hingegen erst fir n > 1
relevant und Eigenschaft ist trivialerweise erfiillt, da fiir n = 0 keine Kanten

in den beiden Teilgraphen existieren. Aufgrund von [Punkt ii)| aus [Beispiel 2.2§|
erhalten wir By(zo, X) = So(z, X) U Si(z0, X) = {zo} U {2z € V(X) | = ~ z}
und analog fiir yg und Y. Wegen Eigenschaft @ setzen wir 71 (zg) := yo und
erhalten Eigenschaft @ und |(c¢)|durch eine beliebige Bijektion der iibrigen Knoten.

Dies haben wir bereits in [Bemerkung 2.24 gesehen.

L.V.: Sei fiir ein beliebiges, aber festes n € N> die Abbildung +,, bereits definiert

und besitze die Eigenschaften und
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nt1 n+1

LS.: Definiere v,4+1 @ Bpyi(xo0, X) = U Si(z0, X) — Bnt1(0,Y) = U Si(v0,Y)
i=0 i=0
wie folgt:
n

Fir z € |JSi(zo, X) = By(zo, X) setzen wir v,41(2) := vn(z), wodurch sofort
=0
= y,, also Eigenschaft @ gilt. Fir x € S,41(xo, X) existiert mit

Int1 |Bn 20,X)
Lemma 2.29) genau ein Nachbar = € S,,(zg, X). Da n > 1 gilt, liefert [Korollar 2.31

sowie k-Regularitdt angewandt auf =
‘{x € Spt1(zo, X }xwx}‘ ‘{x e V(X ‘xwx}\{x}‘—k—l

Betrachten wir 7, (Z), so bemerken wir, dass dies in S,,(yp,Y) liegen muss, da 7,
wegen Eigenschaft @ und in jedem Konstruktionsschritt S, (xg, X) bijektiv auf
Sn(yo,Y) abbilden muss. Somit wenden wir auch auf 7, (Z) an und
erhalten analog ‘{y’ € Sp+1(yo,Y) ‘ Yy~ %L(f)} = k — 1. Da die Mengen also

gleichméchtig sind, kénnen wir eine beliebige Bijektion wahlen:

7 {2 €Snp1(z0, X) |2/ ~F} = {¥ €Snt1(w0,Y) | ¥ ~ (@)}

Nun setzen wir v,4+1(2) := ¢z(z) und zeigen, dass 7,41 auch die Eigenschaften @
und erfullt. Da ’Y""_l‘Bn(a:o,X) = v, laut I.V. bijektiv ist und B,+1 = B, US4
gilt, bleibt nur die Bijektivitat von "}’n+1‘s (m0X) Sn+1(x0, X) = Spt1(yo,Y)

zu zeigen. Doch diese wird uns klar, wenn wir Gleichung ([2.1)) sowie [Korollar 2.31

betrachten, da demnach S, 41(zg, X) = U {2/ € Spy1(z0,X) | @' ~ Z} und
2€Sn (20,X)
Analoges fiir (yo, Y) gilt, und bemerken, dass auf ebendiesen disjunkten Teilmengen

Yn+1 durch die Bijektionen ¢z definiert ist. Fir bendtigen wir Fallunterschei-

dungen:

=: Sei {z,2'} € E(Bps1(wo, X)) € E(X).
Fall 1: Gilt 2,2’ € By, (xg, X), so sind z und 2’ auch im induzierten Teilgraphen
By, (0, X) benachbart und, weil dort nach I.V. gilt, erhalten wir

{'Yn—H )s Yn+1(x } = {771 n(xl)} € E(Bn(y07Y)) CE(Y)

und somit {v,41(2), Ynr1(2')} € E(Bnii(yo,Y)).
Fall 2: Ist (eventuell nach Umbenennung) = € B, (x¢, X) und 2’ € S, 11(z0, X),

dann erhalten wir mit [Korollar 2.31| angewandt auf 2’ schon 2/ = z und somit

Ynt1(2') = a(2') € {y € Spsa(yo, Y | Y ~ () }. Daraus folgt dann

{’YnJrl 'Yn+l } - {’Vn I(x/)} € E(BTLJrl(yO’Y))'

13



Fall 3: Fir z, 2’ € Sp41(20, X) erhalten wir einen Widerspruch, da diese Knoten
laut [Korollar 2.31| nicht benachbart sein kénnen, weshalb der Fall nicht eintritt.

<«<: Wenn wir in der obigen Konstruktion die Rollen von X und Y vertauschen
und anstelle von beliebigen Bijektionen die passenden Umkehrabbildungen wéh-
len, bemerken wir, dass fy;il analog die soeben bewiesene Implikation erfillt.

Angewandt auf {v41(2), Yat1(2')} € E(Bn+1(y0,Y)) erhalten wir wie gewiinscht
{z,2'} = {%;11 (7n+1($)),WEL(%H(%'))} € E(Bpny1(z0, X)).

Nun definieren wir mithilfe der 7, unsere gesuchte Abbildung v : V(X) — V(Y),

indem wir fiir € V(X) wegen [Punkt v)| von [Bemerkung 2.33|ein n € N finden mit
z € Bp(xo, X) und dann y(z) := yu(x) € Bn(yo,Y) € V(YY) setzen. Wir rechnen

nach:

wohldef.: Fir x € V(X) ist d(x, zp) die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft
T € By(z,z,)- Wegen IPunkt iv)| von [Bemerkung 2.33 muss 7, (z) = Yd(a,z0) () fiir
alle n > d(z, x¢) gelten, damit v wohldefiniert ist. Dies wird durch Eigenschaft @

der 7, sichergestellt, die wir gegebenenfalls induktiv anwenden.

injektiv: Seien z,2’ € V(X) mit v(x) = vy(z'), so konnen wir 0.B.d.A. z € B,, und

2’ € By, mit m < n annehmen. Nun gilt v, (x) et v(z) = ~y(2) et Y () @’yn(x’)

und somit x = 2/, da 7, nach Eigenschaft @ injektiv ist.

surjektiv: Sei y € V(Y), so existiert ein n € N mit y € B,(yo,Y). Da v, laut
Eigenschaft @ surjektiv ist, existiert ein x € By, (xo, X) C V(X), fiir das bereits

Y = () = 1(z) gilt.
(2.2): Sei {z,2'} € E(X), so erhalten wir durch das Bilden des Maximums aufgrund

von [Punkt iv)| aus [Bemerkung 2.33| wieder ein n € N mit z, 2’ € B, und
liefert uns {z,z'} € E(B,,). Mit Eigenschaft |(c)| folgt

Def Teilgraph

{7(@),7(")} = {m(@),m@")} € E(Bu(yo,Y)) < EY).

Seien umgekehrt z,z’ € V(X) mit {y(z),v(z)} € E(Y), so erhalten wir wie zu-
vor ein n € N mit z,2’ € B,,. Da nun y(z) = v,(z),7(2") = y(z') € By(vo,Y)

gilt, ergibt sich mit [Punkt i)| aus [Bemerkung 2.33| angewandt auf Y, dass somit
{n(@),m(@)} € E(Bn(y,Y)) und mit der Eigenschaft dann letztendlich
{z,2'} € E(Bn(z0, X)) C E(X) folgt. O
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3 C. (X, R), Heckeoperator und Freiheitssatz

In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Modul der Abbildungen von der Knoten-
menge eines Graphen in einen Ring beschéftigen. Unter weiteren Annahmen werden
wir darauf den Heckeoperator definieren, um dann Aussagen iiber die Freiheit des
Moduls und die Eigenwerte des Operators zu treffen. Schliefflich werden wir den
Hauptsatz dieser Arbeit formulieren und nach einigen Vorbereitungen
beweisen. Weil wir dabei erneut einige Grundlagen bendtigen, werden wir diese hier
zusammentragen, wobei die Anmerkungen von Beginn von wie angekiin-
digt auch an dieser Stelle gelten, da die meisten Ergebnisse aus der linearen Algebra

bekannt sind oder leicht auf Ringe und Moduln {ibertragen werden kénnen.

3.1 Grundlagen zu Ringen und Moduln

In dieser Arbeit wollen wir mit den Worten ,,Ring“ und ,,Modul“ stets kommutative
Ringe mit 1 # 0 und unitdre Moduln bezeichnen, womit wir insbesondere den Null-
ring ausschlieen. Im Folgenden sei R stets ein Ring und M ein R-Modul. Falls N

ebenfalls ein R-Modul ist, nutzen wir die Notationen

Hompg(M,N) := {cp M —> N ‘ @ ist ein R—Modulhomomorphismus},
Endg(M) := Hompg (M, M).

Definition 3.1. Sei I eine beliebige Indexmenge und sei (M;);cr eine Familie von

R-Moduln, dann nennen wir
HMi = {(mi)ig { m; € M; Vi€ I}
el

das direkte Produkt dieser Familie und

P mi = {(mi)iel e [[ M

m; = Opg, fiir fast alle @ € I}
el il

die direkte Summe. Beide Konstruktionen sind R-Moduln beziiglich der kompo-

nentenweise definierten Operationen.
Bemerkung 3.2.

i) Wie iiblich steht die Abkiirzung ,fast alle“ fiir ,alle bis auf endlich viele®.
ii) Es gilt G}I M; C HIMZ und, wenn I endlich ist, gilt sogar Gleichheit.
iii) Wir schlreeiben mzaenchmal kurz R" := G}I R, falls |I| =n e N.
i€
Die Begriffe ,, Freiheit“ und ,,Basis* kann man auf verschiedene Arten definieren. Wir

mochten hier zwei (fast) offensichtlich dquivalente Versionen festhalten:
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Definition 3.3. Sei I eine beliebige Indexmenge und B := (mz) etne Familie von

el
FElementen m; € M.

Version 1:

Mithilfe der wohldefinierten Abbildung

v PR—M

iel
(Ti)z‘el — Z Timy
iel

definieren wir die Familie B als

i) linear unabhdngig & @ ist injektiv,
it) Erzeugendensystem von M :& ¢ ist surjektiv,

iti) Basis von M & @ ist bijektiv.

In jedem Fall schreiben wir (m; | i € I)r = im(p) und kirzer (m)g, falls |I| =1
und B = (m).

Version 2:

i) Wir definieren die Familie B genau dann als linear unabhdngig, wenn fir
alle endlichen Teilmengen J C I und alle Koeffizienten r; € R mit ¢ € J aus

> rim; = 0pr schon r; = Og fir alle i € J folgt.
i€J

11) Wir nennen die Familie B genau dann Erzeugendensystem von M , wenn jedes
m € M als endliche Linearkombination der Elemente von B mit Koeffizienten

aus R geschrieben werden kann.

i1i) Die Familie B ist genau dann eine Basis von M, wenn sie ein linear unabhdn-

giges Erzeugendensystem von M ist.

In beiden Versionen definieren wir M genau dann als frei, wenn M eine Basis

besitzt.

Bemerkung 3.4. Ist M ein freier R-Modul, so besitzt M nach [Definition 3.3| eine

Basis mit zugehoriger Indexmenge I und die Abbildung ¢ ist in diesem Fall ein

R-Modulisomorphismus, weshalb M = € R als R-Moduln gilt.
el

Definition 3.5. Mit Blick auf|Bemerkung 3.4 nennen wir die Kardinalitit einer
beliebigen Basis |I| € NU{oo} den Rang des freien Moduls M.

Lemma 3.6. Der Rang eines freien Moduls ist eindeutig bestimmit.
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Beweis: Da bei uns R stets ein kommutativer Ring mit 1 # 0 ist, betrachte bei-
spielsweise Satz 4.3 aus Kapitel VII §4 von [JS14, S. 194 f.]. O

Definition 3.7.

i) M' C M heifit genau dann R-Untermodul von M, wenn (M’ +) eine Unter-
gruppe von (M,+) ist und fir alle r € R und m’ € M’ auch r-m' € M’ gilt.

ii) Sei p € Endg(M) und M' C M ein R-Untermodul, so heifst M’ genau dann
p-stabil, wenn p(M'") C M’ gilt.

Bemerkung 3.8.

i) Um nachzurechnen, ob es sich bei einer gegebenen Menge M’ C M um einen Un-
termodul handelt, reicht es aus, die folgenden beiden Implikationen fiir beliebige
Elemente zu priifen:

(a)  mi,mheM = mi+mheM,
(by reRmeM = r-meM.
ii) Ist M’ C M ein Untermodul, so ist M’ auf natiirliche Weise selbst ein R-Modul.

Definition 3.9. M heifit monogen, falls M von einem Element erzeugt wird. Das

bedeutet, es existiert ein m € M mit M = (m)p.

Lemma 3.10. Fir ¢ € Endg(M) wird M durch die Skalarmultiplikation

R[] x M — M
(Zriazi,m> — Zri ©'(m)
1€N 1€N

zu einem R[x]-Modul, wobei o' := @o...op das i-fache Anwenden von ¢ bezeichnet

mit der Konvention ¢ :=idy;.

Lemma 3.11. Ist neben R auch S ein Ring, zudem 7: R — S ein Ringhomo-
morphismus und s € S beliebig, dann existiert genau ein Ringhomomorphismus

s @ Rlx] — S, gegeben durch ¢S(Z Ti xz) = Y. 7(ry) 8, der s(x) = s sowie
€N i€N
s o1 = erfillt, wobei v : R — R[z] die tbliche Einbettung ist.

Satz 3.12 (Strukturtransport). Sei ¢ € Homp(M,N) bijektiv, d.h. M = N als
R-Moduln, und M sogar ein R[x]-Modul, so wird N durch

:R[z] x N - N

<Z Ti xi,n> — go(Z it (p_l(n))

iEN ieN
ebenfalls zu einem R[x]-Modul und ¢ zu einem R[x]-Modulisomorphismus.
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Beweis: Dass N auf diese Weise zum R[z]-Modul wird, kénnten wir nachrechnen,
wobei wir im Wesentlichen nur die Eigenschaften von M als R[x]-Modul sowie von

1

¢ und ¢~ als R-Modulisomorphismen benutzen wiirden. Die R[x]-Linearitit von ¢

ergibt sich zudem direkt aus der Definition der Skalarmultiplikation auf N. O
Definition 3.13.

i) Sei p € Endr(M). Ein Ringelement A € R heifit ein Eigenwert von ¢, wenn
ein m € M\ {0} existiert mit o(m) = X\-m.

it) Sei n € N>y und A € R™" eine Matriz. Ein Ringelement A € R heifit ein
FEigenwert von A, wenn X\ ein Eigenwert von dem R-Modulhomomorphismus
wa:=(mw—A-m): R"— R" ist.

Definition 3.14. Seien M sowie N freie R-Moduln mit endlichem Rang r bzw. s
und sei p € Homp(M, N). Ferner sei B = (ml, e ,mr) eine beliebige Basis von M

und C = (nl, ey ns) eine beliebige Basis von N. Fir jedes j € {1,...,r} existieren
S

eindeutig bestimmte Skalare r;; € R firi € {1,...,s} mit o(m;) = > ri;n;. Die
i=1

darstellende Matriz von ¢ beziglich B und C definieren wir nun durch

cM(p)B == (ri1j>i€{1,.‘.,s} € R
je{l,...,r}

Satz 3.15. Mit den Voraussetzungen aus |[Definition 3.1/ erhalten wir einen R-Mo-

dulisomorphismus

® : Homp(M,N) — R**"
¢ — cM(p)s.
Lemma 3.16. Sei ¢ € Endr(M), M ein freier R-Modul mit endlichem Rang r
und B = (ml, . ,mr) eine beliebige Basis von M, so sind die Eigenwerte von ¢

in R genau die Eigenwerte der darstellenden Matriz gM(p)p. Somit sind letztere

insbesondere unabhdngig von der Wahl der Basts.

Definition 3.17. Ist n € N>1, so ist die allgemeine lineare Gruppe definiert
durch
GLn(R) := {A € R™" | A ist invertierbar}.

Lemma 3.18. FEs gilt

GLn(R) = {A € R™" | det(A) € R*}
~{p:R"— R" ‘ @ ist ein R-Modulisomorphismus}

als Isomorphie von Gruppen.
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Definition 3.19.

i) Ein Ring R heifit graduiert, falls R = @ R,, wobei R, fir jedes n € N eine
neN
additive Untergruppe ist mit der Eigenschaft, dass R; - R; C R;1; fiir allei,j € N

gilt. Die Elemente aus R, nennen wir homogene Elemente vom Grad n.

1) Fin R-Modul M fdber einem graduierten Ring R heifit selbst graduiert, falls

M = @ M,, wobei M, fir jedes n € N eine additive Untergruppe ist mit der
neN
Figenschaft, dass R; - M; C M;y; fir alle i,j € N gilt. Die Elemente aus M,

nennen wir homogene Elemente vom Grad n.

Satz 3.20 (Elementarteilersatz). Ist R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeug-
ter, freier R-Modul und M’ C M ein R-Untermodul, dann existieren eine R-Basis
(61, ... ,eT) von M sowie Elemente aq,...,as € R mit s <r, sodass a; | aj+1 in R
fir1 <1< s gilt und sodass (alel, . ,ases) eine R-Basis von M' ist. Insbesondere
ist M’ selbst frei von einem Rang s < r. Die Ideale (as) C ... C (a1) sind zudem
durch M und M’ eindeutig bestimmt.

Beweis: Vergleiche Satz 8.4 aus Kapitel VII §8 von [JS14, S. 203 ff.]. O

3.2 C.(X,R) und der Heckeoperator in verschiedenen Situationen

Wir werden in diesem Kapitel den Modul C.(X, R) sowie den darauf definierten
Heckeoperator betrachten, wobei X spéater der k-regulare Baum Xj aus
sein wird. Doch um die Besonderheiten in diesem Fall besser begreifen zu konnen,
starten wir etwas allgemeiner und nehmen im Laufe von Veranderun-

gen an unseren Voraussetzungen vor. Sei zunéchst X ein beliebiger Graph.
Definition 3.21. Wir definieren

C(X,R) :=Abb(V(X),R) = {f } f:V(X) = R ist eine Abbildung} und
C.(X,R) :={f € C(X,R) | supp(f) ist endlich},

wobei supp(f) := {z € V(X) | f(z) # Or} der Triger (engl. support) von f

genannt wird.
Bemerkung 3.22.

i) Fir f € Co(X, R) ist f(x) =0 fiir fast alle z € V(X), ndmlich per Definition fiir

alle aufler den endlich vielen Elementen von supp(f).

ii) Ist X endlich, so gilt C(X, R) = C.(X, R).
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Definition 3.23. Fiir einen beliebigen Knoten x € V(X) definieren wir die cha-
rakteristische Funktion 1, : V(X) — R durch

1p  fallsy =z,
1.(y) ==

Or sonst.

Beziiglich der punktweise definierten Verkniipfungen ist C'(X, R) ein R-Modul und
C.(X,R) C C(X,R) ein R-Untermodul. Auflerdem gelten fiir f,g € C.(X, R) und
r € R offenbar die Gleichungen

supp(f + g) C supp(f) Usupp(g) und (3.1)
supp(r - f) € supp(f). (32)

Lemma 3.24. C.(X, R) ist ein freier R-Modul mit Basis (]lf”):ceV(X)‘

Beweis: Lu.: Sei (rz)zevix) € @ Rmit > r,-1, =0 € C(X,R). Fiir
zeV(X) zeV(X)
y € V(X) gilt

= > e Lo(y) E YD Lo | () = 0(y) = Og,

“\0Or z#£y

wobei wir fiir den ersten Schritt beachten, dass in jedem Ring neben r - 1p = r
auch r - Or = Op fiir alle r € R gilt, was sofort aus den Ringaxiomen folgt.
EZS: Sei f € Cc(X, R), so definieren wir (r;),ev(x) € @ R durch r, := f(z),

zeV(X)
wobei r, = 0 fiir fast alle € V(X) erfiillt ist, weil supp(f) endlich ist. Nun gilt

analog
Z e 1z | (y) = Z re - Lo(y) =1y = f(y)
zeV(X) zeV(X)

fir alle y € V(X) und daher > 7, -1, =f. O
zeV(X)

Bemerkung 3.25. Aus|Lemma 3.24|folgt mit [Bemerkung 3.4/C.(X,R) = @ R

zeV(X)
als R-Moduln. Wir schreiben manchmal auch C.(X,R) = @ R-1,.
zeV(X)

Definition 3.26. Sei X ein lokal endlicher Graph. Wir definieren den Hecke-
operator T durch die folgende Vorschrift:
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T:C(X,R) — C(X,R)
fe=Tf

mit (Tf)(z):= Y f(y) fir allex € V(X).
yéy\i(jf)

Lemma 3.27. T ist ein R-Modulendomorphismus.

Beweis: Um zu sehen, dass T" wohldefiniert ist, miissen wir lediglich zeigen, dass

> f(y) € R fir alle f € C(X, R) und alle z € V(X)) gilt. Dies ist erfullt, da X
yeV(X)
lozi{al endlich ist und wir somit eine endliche Summe in R erhalten. Die Eigenschaften
T(f+g)=Tf+Tg sowie T(r- f) =r-Tf konnten wir fiir alle f,¢g € C(X, R) und
r € R auf den Argumenten nachrechnen, indem wir die Definition von 7" anwenden

und die Ringaxiome fiir die entstehenden endlichen Summen benutzen. O

Bemerkung 3.28. Die Adjazenzmatrix A := A(X) eines endlichen Graphen X hat

laut |Definition 2.3| Eintrége in {0, 1} und kann daher als eine Matrix mit Eintragen

in R aufgefasst werden (Ogr,1r € R).

Lemma 3.29. Ist X endlich, so sind die Figenwerte von T in R genau die Eigen-

werte von A in R.

Beweis: Da C(X, R) = C.(X, R) nach [Lemma 3.24] ein freier R-Modul ist mit der
Basis B := (]lx)er(X) und zudem X endlich ist, besitzt C'(X, R) einen endlichen
Rang. Falls wir A = gM(T') zeigen konnen (wir beachten auch [Lemma 3.27)), liefert

Lemma 3.16| die Behauptung. Fiir v € V(X) schreiben wir 71, mithilfe der Basis
B. Aus dem Beweis von [Lemma 3.24] geht hervor, dass T1, = Y 1y, - 1, gilt,

ueV(X)
wobei
1p falls v ~ u,

Tuw = (T]lv)(u) = Z ]lv(y) = = Au,v
yeV(X) OR sonst
yY~u

fir alle u € V(X) und somit gM(T")p = (rum) =A. O

wweV(X) (A“’”>u,ueV(X)

Beispiel 3.30. In [Satz 2.23| haben wir gesehen, dass Xj, fur k € {0,1} endlich ist,
weshalb wir |[Lemma 3.29| anwenden kénnen, um die Figenwerte von T zu erhalten.

i) Fir k£ = 0 sind dies die Eigenwerte von A = (O) Falls R beispielsweise nulltei-

lerfrei ist, wére also der einzige Eigenwert 0.

01
ii) Fir £ = 1 sind dies die Eigenwerte von A = (1 O). Falls R beispielsweise

nullteilerfrei ist, wéren das also —1 und 1.
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Fir £ > 2 ist X; laut [Satz 2.23| nicht endlich, aber als k-reguldrer Baum noch
immer lokal endlich. Das Eigenwertverhalten von T" auf C'(Xj, R) ist allerdings recht

speziell, denn es gilt:
Satz 3.31. Fir k > 2 ist jedes r € R ein Eigenwert von T auf C'(Xy, R).

Beweis: Sei r € R beliebig, so konstruieren wir induktiv ein f € C(Xg, R)\ {0} mit
Tf =rf. Sei dazu zg € V(X) beliebig. Indem wir mit f(xo) := 1 beginnen, stellen
wir bereits sicher, dass f # 0 gilt. Wir beachten zur Visualisierung
bemerken jedoch, dass wir die Benennung der Knoten im Vergleich zu
andern (k = 2) bzw. weglassen (k = 3) sowie den Ausschnitt Bs statt By darstellen.

Die Knoten sind zudem mit den jeweiligen Bildern unter f beschriftet.

= 2: Da Xj 2-regulér ist, hat xg genau zwei Nachbarn z1,z_1 € V(X3). Wir setzen

f(z1) :=r und f(zr_1) := 0 und erhalten somit
(Tf)(xo) = f(z1) + f(z—1) =r + 0 =1 =1 f(z0).
Da k—1 =1 gilt, hat laut [Korollar 2.31|jeder Knoten x € S,, fiir n > 1 genau zwei

Nachbarn, wobei einer der eindeutige Nachbar in S,,_; ist und der andere in S,
liegt. Eine mogliche Benennung der Knoten wére also

V(Xz) = {QS‘Z ‘ 1€ Z} mit

E(X3) = {{zi, zi11} | i € Z}.

Die Eigenschaft T'f = rf bedeutet dann, dass fiir alle i € Z

re flzi) = (Tf) () = Z f(xj) = f(zig1) + f(zi1)
sz

gelten soll. Wenn wir annehmen, dass wir fir ein [ € N> die Werte f(z;) € R fiir
allei € {—1,—I+1,...,—1,0,1,...,1—1,1} schon definiert haben (Induktionsanfang

mit [ = 1 siehe oben), erhalten wir durch Umstellen der Gleichung, dass

f(xlﬂ) =Tr: f(ﬂfl) — f(a?zq) € R und
flaa)=7r-f(z_) = f(x_141) €ER

gelten muss. Da die rechte Seite uns jeweils bekannt ist, kénnen wir f somit suk-

zessiv iiber diese Gleichungen definieren und es gilt T'f = r - f per Konstruktion.
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k > 3: Wir wéhlen ein = € S; aus und setzen f(z) := r. Die anderen k — 1 Nachbarn

von xg erhalten den Wert 0. Somit gilt immerhin schon

(Tf)(xo Z f(z =r=r-f(x).

z'eSi\{z}
Fiir jedes n € N>; und x € S,, wéhlen wir zwei verschiedene Nachbarn z;(z) und
xo(x) € Spy1 aus, was moglich ist, da laut [Korollar 2.31) und k-Regularitit

{2’ € Suna ’x'wx}‘:‘{x’GV(Xk)‘x'wx}\{%}‘zk—lZQ

gilt. Wir stellen zunéchst fest, dass {z1(z),z } N {a:1 a')} =0 fiir & # 2/
in S, gilt, weil z1(x) = z2(x) = = # 2/ = xl( N = $2( ’) erfullt ist. Induktiv
definieren wir dann f ‘S L Sn+1 — R durch

—f(z) falls y = x1(x) fiir ein z € Sy,
f‘snﬂ =7 f(z) falls y = xo(x) fir ein x € S,,,

0 sonst.

Wir bemerken dabei, dass der letzte Fall genau dann eintritt, wenn y # z1(x) und
y # xo(x) fir alle x € S, gilt. Zudem ist fiir x € S,, wegen n > 1 das Element = der
eindeutige Nachbar in S,,_1 und somit sind sowohl —f(Z) € R als auch r- f(z) € R
bereits definiert. Wegen [Bemerkung 2.33|[Punkt ii)| und [Punkt v)|ist

:UBn:UUSi:USn, (3.3)

neN neN =0 neN

weshalb wir mit Blick auf [Beispiel 2.28 nun f auf V(Xy) definiert haben. Wir

rechnen zuletzt fir x € S, mit n > 1 unter Verwendung von [Korollar 2.31{ nach:
Y fw=r@+ Y. f

yeV(Xg) YESH+1
Yy~x Yy~

= (@) + fz1(2)) + f(a2(2)) + Z f)
o ety
= f(@) = f(@) + 7 f(z)+0

=r-f(z),

wobei wir beachten, dass fir y € S,,41 mit y ~ z, aber z1(z) # y # x2(x) auch
x1(2') # y # xo(2) fir alle anderen 2’ € S, folgt, da wir andernfalls einen Wider-

spruch durch =y = x1(2') = 2/, bzw. analog mit x2(z), erhalten wiirden. O
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k=2 Tr_3 Tr—_9 Tr—_1 i) T i) €T3
————— *——o —0 —0 —0 —0 —0 ————-
-r -1 0 1 roor?=1r3-2r
k=3

Abbildung 2: Konstruktion eines FEigenvektors f von T zum Eigenwert r

Lemma 3.32. Sei X ein lokal endlicher Graph. Dann ist C.(X, R) ein T-stabiler
R-Untermodul von C(X, R).

Beweis: Da X lokal endlich und somit 7' € Endg(C(X, R)) ist, miissen wir fiir den
Untermodul die Eigenschaft T'(C.(X, R)) C C.(X, R) nachrechnen. Das bedeutet,
wir missen fir f € C(X, R) zeigen:

supp(f) ist endlich = supp(7'f) ist endlich.

Dazu definieren wir

H:= U {y e V(X) |y~ x}
zesupp(f)

und priifen supp(7'f) € H. Wenn wir zudem sehen, dass H endlich ist, folgt die
Behauptung.

Teilmenge: Fiir z € V(X) priifen wir die Kontraposition z ¢ H = (Tf)(z) = 0.
Aus z ¢ H folgt per Definition z ¢ {y € V(X) | y ~ z} fiir alle € supp(f) und
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somit f(z) =0 fir alle z € V(X) mit x ~ z. Wir erhalten also

(THz)= D fl@)=0.

zeV(X)
T~z
H endlich: Da sowohl supp(f) als auch {y € V(X) | y ~ x} fiir einen lokal endlichen
Graphen fiir alle € supp(f) C V(X) endlich ist, ist H als endliche Vereinigungen

von endlichen Mengen wiederum endlich. O

Wegen [Lemma 3.32[ist 7" : C.(X,R) — C.(X, R) ein wohldefinierter R-Modulen-
domorphismus. Das Eigenwertverhalten hat sich aber im Vergleich zu [Satz 3.31 fiir

X = X} mit k > 2 drastisch gedndert, denn wir werden in |[Korollar 3.35|sehen, dass
T auf C.(Xg, R) keinen Eigenwert besitzt. Dazu wenden wir zunéchst |[Lemma 3.10
an, wodurch C.(X,R) zu einem R[x]-Modul wird. Statt der formalen Variablen z

nutzen wir jedoch als {iberlagerte und somit etwas missbrauchliche Notation direkt

T, wodurch wir (Z Ti Ti> f == r; T'f im R[T]-Modul C.(X, R) erhalten. Damit
1€EN 1€EN
kénnen wir nun unser wichtigstes Resultat formulieren:

Satz 3.33 (Freiheitssatz). Fiir k > 2 ist der R[T]-Modul C.(Xy, R) frei.

Bemerkung 3.34. Fiir k € {0,1} gilt dieser Freiheitssatz nicht, da [Satz 2.23| uns
dann Xj, = Kjqq und somit |V(Xj)| = k+ 1 < oo liefert. Aus von

IBemerkung 3.22| folgt C.(X;, R) = C(X}, R) und wegen [Lemma 3.24 ist dies ein

freier R-Modul mit Rang k+1. Da R[T] = @ R als R-Moduln gilt, wiirde aus dem
neN
Freiheitssatz hingegen folgen, dass C.(Xg, R) ein freier R-Modul mit Rang 0 oder oo

wére. Diese Aussagen stehen jedoch nach im Widerspruch zueinander.

Um diesen Hauptsatz der Arbeit beweisen zu koénnen, bendtigen wir noch einige
Vorbereitungen und Hilfsmittel wie etwa filtrierte sowie zugeordnete graduierte Rin-
ge und Moduln, die wir in [Abschnitt 3.3| betrachten werden. Nehmen wir an, wir

hétten die Freiheit bereits bewiesen, so erhalten wir als Folgerung:

Korollar 3.35. Fir k > 2 besitzt T keine Eigenvektoren in Co(Xy, R) und somit

auch keine Eigenwerte in R.

Beweis: Aus [Satz 3.33| folgt, dass bis auf Isomorphie von R[T]-Moduln fiir eine

geeignete Indexmenge I bereits C.(Xg, R) = @ R[T] gilt. Fiir alle r € R ist aber die
iel

Multiplikation mit 7" — r auf R[T] und somit auch auf C.(Xy, R) injektiv. O

Die Eigenwerte von T auf C.(Xy, R) im Fall k € {0, 1} ergeben sich aus |[Lemma 3.29

und |Beispiel 3.30
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3.3 Filtrierte sowie zugeordnete graduierte Ringe und Moduln

Wir werden im Folgenden die bendtigten Hilfsmittel zum Beweis von [Satz 3.33| er-

arbeiten. Daher sei stets k > 2 vorausgesetzt.

Definition 3.36. Fin filtrierter Ring ist ein Ring S mit additiven Untergruppen

ls € S €851 C S C..., sodass S = |J Sy und S;-S; C Siy; fir allei,j € N gilt.
neN

Beispiel 3.37. S := R[T] mit Sy, := {p(T) € R[T] | deg(p) < n} fiir alle n € N ist

ein filtrierter Ring.

Definition 3.38. FEin filtrierter Modul iber einem filtrierten Ring S ist ein
S-Modul M mit additiven Untergruppen My C My C My C ..., sodass M = |J M,

neN
und S; - M; C M;y; fiir allei,j € N gilt.
Beispiel 3.39. Fiir den filtrierten Ring S = R[T]| aus [Beispiel 3.37| ist der Modul

M := Ce(Xy, R) mit M, := {f € Ce(Xy, R) | supp(f) C By} fiir alle n € N ein
filtrierter Modul, denn:

o C.(Xk, R) ist ein R[T]-Modul, was wir bereits fiir beliebige lokal endliche Graphen

gesehen haben.

o M, C My fir alle n € N, da fir f € C.(Xg, R) mit supp(f) C B, wegen
IPunkt iv)| von [Bemerkung 2.33| auch supp(f) C B,,41 gilt.

e M, ist eine additive Untergruppe von M fiir alle n € N, da O¢,(x, r) € Ce(X, R)
mit SUPP(OCC(Xk,R)) = () C B, erfiillt ist. Zudem gilt fir f,g € C.(Xj, R) mit
supp(f) € B,, und supp(g) C B,, bereits

supp(f + g) € supp(f) Usupp(g) € B, UB, =B, und
supp(—f) = supp(f) C B,.
e M = |J M,, da zum einen M,, C M fiir alle n € N per Definition erfiillt ist und

neN
wir zum anderen fir f € C.(Xg, R) stets

n :=max{d(z,zo) | z € supp(f)} € N
N dlich
S endlic!

definieren kénnen, wodurch per Definition des Maximums supp(f) C B,, gilt.

e S;-M; C M,y fir alle 4,5 € N, da wir fir p(T) € R[T] mit deg(p) < @
und f € C.(Xy, R) mit supp(f) C Bj stets p(T') - f € Cc(Xj, R) erhalten mit
supp(p(T) . f) C Bj4j. Dafiir zeigen wir zunéchst, dass fiir alle g € C.(Xy, R) mit
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supp(g) C B, fir n € N stets supp(Tg) C B,41 gilt, indem wir die Menge H aus

dem Stabilitdtsbeweis von [Lemma 3.32( nutzen, um

supp(Tg) CH = | J {y e VXp) [y~a} € |J {y e V(Xp) |y~ 2} CBunt
x€supp(g) z€Bn

zu erhalten, wobei wir die letzte Inklusionsbeziehung mit [Korollar 2.31| einsehen.
Induktiv folgt daraus mit ¢ := T'"'f fir [ = 1,...,7 schon supp(Tlf) C By

(]
Schreiben wir nun p(T) = > 7 T mit rg,...,7; € R, so erhalten wir damit sowie
=0

mit [Punkt iv)| aus |Bemerku;1g 2.33]

‘ D ,° B2 ,°
supp(p(T) - f) = supp (Z Ty T’f) E | supp(r T7f) g |J supp(7'f)
=0

=0 =0

i i
c U Biyj € U Biyj = Bitj.
1=0 1=0

Definition 3.40. Fir einen filtrierten Ring S setzen wir S_1 := 0 und definieren

den zugeordneten graduierten Ring durch

gr(S) = @ Sn/Sn—l
neN
im Sinne additiver Gruppen mit der durch (s; + Si—1) - (sj + Sj—1) 1= sisj + Sitj—1

bestimmten Multiplikation.

Bemerkung 3.41. Die Elemente aus gr(S) haben die Form (s, + S”—l)neN' Durch
die Einbettungen ¢, := (sn+Sn,1 — (0,...,0,8,+5n-1,0,.. )) : Sp/Sn—1 — gr(9),
die fiir jedes n € N das Element s, +.5,_1 an die n-te Stelle des Tupels setzen, wobei
unsere Zéhlungen bei 0 beginnen, und die man héufig in der Notation auslésst,

erhalten wir die formale Summenschreibweise

(sn+Sn-1),cny = > (80 + Sn1) € gr(S).

neN

Beispiel 3.42. Wegen [Beispiel 3.37 konnen wir den zugeordneten graduierten Ring
gr (R[T ]) betrachten, der, wie wir sofort sehen werden, selbst wieder ein Polynomring

ist. Fiir n € N schreiben wir kurz R,, an Stelle von S,, = R[T],, und erhalten Ry = R.
Mit der Einbettung ¢q folgt

R=Ry=Ry/0 = Ry/R_1 C gr(R[T])

als Untergruppe. Da fiir das Monom 7' € R[T] natiirlich deg(T) = 1 gilt, definieren
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wir 77 := T + Ry € Ri/Ry C gr(R[T]) mittels der Einbettung ¢;. Wir wenden
nun auf den Ring R, den Ring gr(R[T]), den Ringhomomorphismus
o : R — gr(R[T]) und das Element T" € gr(R[T]) an. Dass ¢y nicht nur R als
additive Untergruppe einbettet, sondern tatséichlich ein Ringhomomorphismus ist,

ergibt sich aus der Form von lg.(gir)) = (1R + R_1,0r + Rg,0rp + Ry, .. ) sowie

der Multiplikation aus [Definition 3.40| fiir i = j = 0. Wir erhalten somit einen
Ringhomomorphismus ¢ : R[T"] — gr(R[T]), der (T") = T" sowie ¢ o1 = 1o fiir die
Einbettung ¢ : R — R[T"] erfiillt. Dabei beachten wir erneut die iiberlagerte Notation

von T". Per Induktion sehen wir, dass in gr(R[T]) (hier auch einmal ausgeschrieben

ohne ¢,,)

(T+ Ro)" = (0, T+ Ry,0,...)" = (0,...,0,7" + Ry_1,0,...) =T" + Ry

1-te Stelle n-te Stelle

fir alle n € N gilt, weshalb 1 gegeben ist durch

¢(Z Tn Tm) = Z wo(rn) T = Z(Tn + R71) . (T + Ro)n

neN neN neN
=Y (r+Ra) (T"+Rp1) = (raT"+ Rpny)
neN neN

= (Tn T + Rn_l)nGN'

Wenn wir nun noch zeigen, dass ¢ bijektiv ist, erhalten wir gr(R[T]) = R[T"] als
Ringe, was bedeutet, dass gr(R[T]) selbst ein Polynomring iiber R in 1" ist.

surjektiv: Sei (7, + Rn_l)nEN € gr(R[T)), also 7, € R[T]| mit deg(7,) < n fiir alle
n € N. Da Terme von Grad < n in R, liegen, folgt r, + R, 1 =1, T" + Rp_1
fiir ein r,, € R. Per Definition von gr (R[T]) sind fast alle 7, € R,,_1 und daher auch

fast alle r, = Og. Somit ist > 7, T"" € R[T"] tatséchlich ein Polynom, das nach
neN

obiger Rechnung 1/)( > T’") = (rn " + Rn—l)neN = (?n + Rn—l)neN erfullt.
neN

injektiv: Da 9 ein Ringhomomorphismus ist, zeigen wir hierzu Ker(¢) = {OR[T@}.
Sei Y raT™ € RIT') mit Ogapry) = (X raT™) = (r T + Ro-)

neN neN
gilt r,, T™ € R,,—1 und daher mit deg(r,, T") < n — 1 schon r, = O fiir alle n € N.

nen dann

Definition 3.43. Fiir einen filtrierten Modul M tiber einem filtrierten Ring S setzen

wir M_q := 0 und definieren den zugeordneten graduierten gr(S)-Modul durch

gr(M) == @ M, /M,
neN

im Sinne additiver Gruppen mit der durch (s;+Sj—1)-(m;+M;_1) := simj+ M1

bestimmten Skalarmultiplikation.

28



Bemerkung 3.44. [Bemerkung 3.41|gilt analog fiir gr(M).

Beispiel 3.45. Wegen |Beispiel 3.39 konnen wir den zugeordneten graduierten Mo-
dul gr(C.(Xy, R)) iiber dem zugeordneten graduierten Ring gr(R[T]) betrachten.

Da wir in [Beispiel 3.42) R C gr(R[T]) gesehen haben, kénnen wir gr(C.(Xy, R))

auch als R-Modul betrachten und werden im Folgenden

gr(Ce(Xg, R)) = @D Ce(Bn, R)/Ce(Bn-1, R) = @) Ce(Sn, R) = Ce(Xi, R)  (34)

neN neN

als R-Moduln sehen, wobei wir B, und S, mit Blick auf [Bemerkung 2.27 sowie

IBemerkung 2.33|[Punkt i)| als induzierte Teilgraphen von X; auffassen. Das Gleich-

heitszeichen zu Beginn von Gleichung sehen wir, indem wir die Definition von
gr(M) mit M, = {f € Ce(Xy, R) | supp(f) € By} fiir alle n € N betrachten. Durch
das ,Vergessen“ der Knoten auflerhalb von B,,, die ohnehin nicht im Trager liegen,
erhalten wir M,, = C.(B,,, R), was formal bedeutet, dass wir f |Bn bilden. Da B_; im
Grunde nicht definiert ist, setzen wir direkt C.(B_1, R) := 0 = M_;. Um die Isomor-
phie in der Mitte von zu sehen, geniigt es, C.(B,,, R)/Ce(Bn—1, R) = C.(Sp, R)
fir alle n € N zu zeigen, da sich der gesuchte Isomorphismus dann komponentenwei-
se ergibt. Wir definieren dazu ¢ : C.(B,,, R) — C.(Sp, R) durch ¢(f) := f‘sn, wobei
es sich wegen S,, C B,, um einen wohldefinierten, surjektiven R-Modulhomomor-
phismus handelt. Da wir mit [Bemerkung 2.33([Punkt ii)| B,, = S,, U B,,_; erhalten,
folgt Ker(¢) = {f € Ce(By, R) | f‘sn =0} = Ce(Bp—1, R) und mit dem Homomor-
phiesatz die Behauptung. Jetzt bleibt uns nur noch die letzte Isomorphie aus
zu zeigen. Wie in Gleichung bereits gesehen, gilt V(X;) = |J S, weshalb

neN
wir ¢ : @ Ce(Sp, R) = Co(Xg, R) und ¢ : Co(Xg, R) = € C.(Sn, R) durch die
neN neN
Zuordnungen

@((fa)nen) := (x = fn(z) fiir das eindeutige n € N mit z € S,,),
'(p(f) = (f’Sn)nEN

definieren. Fiir die Wohldefiniertheit von ¢ fehlt uns nur, dass supp (gp(( fn)neN))
endlich ist. Per Definition der direkten Summe ist f,, = 0 fiir fast alle n € N, al-
so existiert ein m € N mit f; = 0 fir alle ¢ > m. Fir « ¢ B, gilt dann = € S;
fiir ein i > m und somit O = fi(z) = ©((fn)nen)(z), also per Kontraposition
supp (go(( fn)neN)) C By, was mit [Bemerkung 2.33|[Punkt iii)| insbesondere bedeu-
tet, dass der Tréager endlich ist. Fiir die Wohldefiniertheit von 1 miissen wir hingegen
zeigen, dass die Eintrdge von ¢(f) fast alle 0 sind. In haben wir unter
anderem gesehen, dass fir f € C.(X, R) stets supp(f) C B,, fiir ein m € N gilt,

womit f‘s = 0 fiir alle ¢ > m folgt. Wir haben also bewiesen, dass f‘s = 0 fir

fast alle n € N gilt. Dass es sich bei ¢ und ¥ um R-Modulhomomorphismen han-
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delt, kénnten wir auf den Argumenten nachrechnen, wobei wir im Wesentlichen nur
die komponentenweise Addition in der direkten Summe und die iibliche Definition
der Addition sowie Skalarmultiplikation von Abbildungen verwenden wiirden. Zu-
letzt sehen wir direkt anhand der Definition, dass ¢ und v invers zueinander sind,
wodurch Gleichung abschlieend bewiesen ist.

Da homogene Elemente in einem Zwischenschritt (Lemma 3.47)) auf dem Weg zum

Beweis unseres Freiheitssatzes eine wichtige Rolle spielen, werden wir uns nun an-

schauen, wie sich [Definition 3.19| in speziellen Fillen verhilt. Ist M ein filtrierter

Modul {iber einem filtrierten Ring S, so kénnen wir uns die homogenen Elemente
von gr(S) und gr(M) anschauen. 5 € gr(S) (bzw. m € gr(M)) ist genau dann ho-
mogen vom Grad n € N, wenn ein s € S, (bzw. m € Mn) existiert mit s = s+ 5,1
(bzw. m=m+ Mn,l), wobei wir erneut die Einbettungen ¢,, in der Notation weg-
lassen. Im Fall S = R[T] und M = C.(Xy, R) kénnen wir die homogenen Elemente
damit charakterisieren, wollen aber zuvor noch den Strukturtransport aus
anwenden. Wenn wir noch einmal durchgehen, sehen wir, dass der
R-Modulisomorphismus in Gleichung , den wir mit k bezeichnen, insgesamt
gegeben ist durch

m((fn + Mn,l)neN) = (:U — fm‘sm (z) fur das eindeutige m € N mit x € Sm).

Nun ist also x € Homp (gr(Cc(Xk, R)),CC(Xk, R)) bijektiv und wegen der Isomor-
phie gr(R[T]) = R[T"] als Ringe laut ist gr(Ce(Xg, R)) sogar ein R[T"]-
Modul. Mittels Strukturtransport erhalten wir auf C.(Xj, R) eine R[T"]-Modulstruk-
tur mit 77 - f = (7" - s~ (f)) und £ wird sogar zum R[T"]-Modulisomorphismus.
T’ wird manchmal auch als graduierter Heckeoperator bezeichnet und in An-
lehnung an gr(R[T]) und gr(C.(Xg, R)) mit gr(T") notiert.

Lemma 3.46. f € gr(C’C(Xk, R)) ist genau dann homogen vom Grad n € N, wenn
supp (H(?)) C S, gilt. Das bedeutet, dass homogene Elemente per Strukturtransport

genau die Funktionen sind, deren Triger in einer Sphdre liegen.

Beweis: Laut unseren Voriiberlegungen ist f € gr(C’c(Xk,R)) genau dann ho-
mogen vom Grad n € N, wenn f € M, = {g € C.(Xg, R) ‘ supp(g) C Bn}
existiert mit f = f + M,,_;. Da s bijektiv ist, tritt dies genau dann ein, wenn
k(f) = k(f + M,_1) erfiillt ist. Weil in allen aufler der n-ten Komponente von
[+ Mp_1 € gr(Ce(Xg, R)) eine Null steht, gilt per Definition von &

f‘s (z) fallsx €S,

K(f+Mp—1)=|z+— € Co(Xg, R).

Op sonst
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Fiir diese Abbildung sehen wir sofort, dass der Trager in S,, enthalten ist. Umgekehrt
bleibt nur zu zeigen, dass wir fiir f € gr (C'C(Xk, R)) mit supp (KJ(?)) CS,ein feM,
finden mit

T f‘sn(x) falls z € Sy,

Or sonst
Mit der Wahl f := x(f) und wegen supp(x(f)) C S, C B, ist dies jedoch klar. [

An dieser Stelle wollen wir uns fragen, welchen Vorteil der Ubergang von C..(X}, R)
als R[T]-Modul zu C.(Xg, R) als R[T']-Modul (via Graduierung und Strukturtrans-
port) sowie die Betrachtung von homogenen Elementen bringt: In C.(Xj, R) als
R[T)-Modul gilt fiir alle z € V(X})

T l,= Y 1, (3.5)

yEV(Xg)
y~

denn fir alle z € V(X}) rechnen wir

falls © ~ z,
T 1)H% Y L= =Y 1,0

vEV(X) Op  sonst yeV(Xy)

y~z

nach. Weil [Korollar 2.31| fiir © # zg, also x € S, mit n > 1, aussagt, dass k — 1

Nachbarn von x in S,4+; und genau einer in S,_; liegt, bedeutet die Gleichung
anschaulich, dass T" den Wert 1 vom Knoten x nach auflen auf die Nachbarn von z
in S,41, aber auch nach innen Richtung x¢ zum Nachbarn z € S,,_; schiebt. Der
graduierte Heckeoperator T” verhilt sich auf C.(Xj, R) hingegen etwas einfacher, da
der Term fir z wegfillt und die 1 vom Knoten z somit nur nach auflen geschoben

wird. Formal bedeutet das, dass fiir alle n € Nund alle z € S,

T 1, = Y 1, (3.6)

YESn11
Yy~

gilt, denn wir rechnen wegen 1, € M, nach:

T 1, = k(T k (1y) = 6(T"- (Lo + Myp—1)) = (T + Ro) - (L + Mp—1))

:n(T-1$+Mn)/<;< > ]ly—i—Mn): > w(ly + M)

yeV(Xy) YEV(Xy)
Y~z Yy~
= Ii(]lg + Mn) + Z n(]ly + Mn) (mittels [Korollar 2.31])
yeyszgrl
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=k(0)+ > w(ly,+M,) (dalze My C M, weil ¥ €S, 1)

YESn+41
Yy~x
= Z 1, (dal, € My, weil y € Sn+1),
YESn11
Yyr~x

wobei im Fall n = 0 und somit x = x¢ die Gleichung analog gilt, wenn man den
Summanden «(1z + M,) = x(0) weglisst, da dann die Nachbarn von z alle in Sy

liegen.

3.4 Beweis des Freiheitssatzes

Fir den Beweis des Freiheitssatzes fehlt uns nur noch ein letzter Zwischenschritt.
Zwar konnten wir die Aussage des folgenden Lemmas auch innerhalb des Beweises
mit expliziten Elementen nachrechnen, doch da das Ergebnis allgemein gilt, zeigen

wir vorab:

Lemma 3.47. Sei M ein filtrierter Modul iber einem filtrierten Ring S. Ist gr(M)
ein freier gr(S)-Modul, der eine Basis aus homogenen Elementen besitzt, so ist M
ein freier S-Modul.

Beweis: Um dies zu beweisen, miissen wir aus einer homogenen gr(S)-Basis von
gr(M) eine S-Basis von M konstruieren. Sei also I eine Indexmenge und die Familie
(W)ie[ in gr(M) eine homogene gr(.S)-Basis. Das bedeutet, dass fir jedes i € I ein
j(i) € N existiert, sodass m; = m;(;) + Mj;)—1 mit mj;,) € M;; € M gilt, da M

ein filtrierter Modul ist. Daher liegt die Familie (mj(i)) in M. Wir wollen zeigen,

i€l

dass diese Familie eine S-Basis von M ist.

Lu.: Sei J C I endlich und seien s; € S fir alle i € J mit > simyiy = Onr. Wir

ieJ

miissen zeigen, dass s; = Og fiir alle ¢ € J gilt. Da S ein filtrierter Ring ist, existiert
fiir jedes i € J ein k(i) € N mit s; € Sy(;). Durch k(i) := min{n € N | si € Sn}
konnen wir annehmen, dass k(i) stets minimal ist, da das Minimum einer nicht-
leeren Teilmenge der natiirlichen Zahlen stets existiert. Falls J = (), so ist nichts zu
zeigen. Fiir J # () definieren wir K := max{k(i) + j(i) | i € J} € N, da J endlich
ist. Da M ein filtrierter Modul iiber dem filtrierten Ring S ist, gilt

Z SiMj(;) € Ml C Mg_4 (3.7)
ied
k(3)+7(2)=l

fir alle [ € {0, ..., K — 1} und somit
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Z (Si‘i‘Sk(i)fl) : (mj(z') + Mj(i)*l)
k(i) ()=K
= Y (simye M)
‘ ~—— N——r

i€J
k@) +i(=K  €Mx -

( Z sim J<Z+Z Z Simj<i>>+MK—1

ieJ ieJ
k(i)+j(i)=K k( )+i()=l

= Z szm](l) + MK,1
1eJ
k(0)+5(H <K

3
11

= Z simy) + Mg -1 (per Definition von K)
i€

= Oy + Mg_1 (nach Voraussetzung)
= Og(ar)-

Da {i € J ’ k(i) + j(i) = K} € J C I endlich ist und fiir jedes i € J mit
k(i) +37(i) = K stets s;+Spu)—1 € Sk(i)/Sk(i),l C gr(S) sowie mj;) + Mj)—1 = My
gilt, folgt aus der linearen Unabhéngigkeit der Familie (W)l o in gr(M) tiber gr(.9),
dass 8;+ Sy (i)—1 = Ogy(g) filr alle i € J mit k(i) +j(i) = K. Das bedeutet allerdings,
dass s; in Sy(;)—1 liegt, was im Fall k(i) > 0 einen Widerspruch zur Minimalitét
von k(i) darstellt. Also ist k(i) = 0 und somit s; € S_; = 0 fiir alle ¢ € J mit
k(i) + j(i) = K. Per Definition von K existiert ein ix € J mit k(ix) + j(ix) = K
und damit s;, = 0g. Diesen Vorgang kénnen wir erneut auf die Menge J \ {ix}
anwenden und induktiv erhalten wir schliefSlich s; = Og fiir alle ¢ € J, da J endlich

ist.

EZS: Sei m € M. Da M ein filtrierter Modul ist, gilt m € M, fir ein n € N.
Um sich iiberfliissige Schritte zu sparen, wiirde man fiir ein explizit gegebenes
m wie zuvor n minimal wahlen. Das (homogene) Element m + M, _; liegt in

gr(M), weshalb es nach der Voraussetzung, dass (WZ) ein Erzeugendensystem

i€l
von gr(M) als gr(S)-Modul ist, eine endliche Indexmenge I,, C I sowie Koeffizienten

(sl(i) + Sl—l)leN € gr(9) fir alle i € I, gibt, sodass

m + Mn,1 = Z (SI(Z) + Sl_l)lEN -y

i€l,

=3 357+ S1ma) - (my) + Mygay-1)
i€l, lEN

=33 (5t my) + Myyjiy-1)
i€l, leEN
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= ( > (Sz(i)mj@)Jer(i)l))
eN N—— S——

i€ln, lEN
l+j()=r M

= << > Sz(i)mj(i))Jerl)
eN ]

i€ln, lEN
I+j(t)=r

=5 ((35 ama) +30-)

jG@)<r

(5 o)

’Leln
j(@)<r

=r—1

reN

gilt. Insbesondere bedeutet dies fiir den n-ten Eintrag (bzw. Summanden), dass

m+ M, 1= an Z )M T Mn—1

i€l
J(@)<n
und somit fiir ein Mm e M,_;
_ (4) 1
m= Sn—j(z)mj(l) + ( )m
i€ln
j@<n

erfiillt ist. Das obige Verfahren lisst sich erneut auf den Rest m anwenden und
induktiv auf die jeweils entstehenden Reste @m e My_o,..., M e M,_, = My,
bis es fiir "*Ym € M_; = 0 abbricht. (In der Praxis kann man durch Minimumbil-
dung eventuell wieder Schritte iiberspringen.) Wir erhalten endliche Indexmengen
I,_1,...,Iy sowie Elemente ((1)sl(i) + Slfl)leN € gr(S) fur alle i € I—q, ...... ,

((n)sl(i) + Sl,l) € gr(9) fir alle ¢ € I, sodass insgesamt

leN
_ (@) 1)) (n)_(4)
m= ) Snej(i)Mii) T > Spe1—j@)M@) - T > S0-3(5) (i)
icl, i€l icly
J(@)<n j(@i)<n—1 §(3)<0

gilt. Da die Indexmengen alle endlich sind, ist dies insbesondere eine endliche Li-

nearkombination der my;) mit Koeffizienten in S. 0

J

Mithilfe dieses Lemmas kénnen wir schliellich beweisen:

Wegen [Beispiel 3.37 und [Beispiel 3.39|ist C.(Xy, R) ein filtrierter Modul iiber dem
filtrierten Ring R[T]. Um zu zeigen, dass C.(Xg, R) frei iiber R[T] ist, geniigt es
laut zu zeigen, dass gr(Ce(X, R)) eine gr(R[T])-Basis aus homoge-
nen Elementen besitzt. Des Weiteren haben wir am Ende von unter
Verwendung von [Beispiel 3.42| und [Beispiel 3.45| gesehen, dass gr(R[T]) ~ R[T']
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als Ringe und gr(Ce(Xg, R)) = Ce(X, R) als R-Moduln gilt und wie sich homoge-
ne Elemente unter letzterem Isomorphismus verhalten, wenn man C.(Xj, R) iiber
Strukturtransport als R[T']-Modul auffasst. Fiir jedes n € N und jedes = € S,, fixie-
ren wir einen Nachbarn Z € S,,11. Dieser existiert, da die Wurzel z¢ natiirlich & > 2
Nachbarn in S; hat und laut jeder andere Knoten k£ — 1 > 1 Nachbarn

in Sp41 besitzt. Wir setzen nun

Bi= (ly) evixon | sevix,)

und rechnen nach, dass diese Familie eine R[T"]-Basis von C.(Xj, R) darstellt, die
zudem unter £~ auf homogene Elemente in gr(C’c(Xk,R)) abgebildet wird. Wir
bemerken dabei, dass die Wahl von B analog zum Beweis von Theorem 10 aus Ab-
schnitt 2.3 von |[BL95, S. 9 f.] verlduft, wobei wir erst in sehen werden,

wie wir die dort verwendete Notation mit unserer in Beziehung setzen kénnen.

homogen: Es gilt sogar fiir jedes y € V(X}), dass 1, € C.(Xy, R), wie bereits am
Ende von [Abschnitt 3.3 nachgerechnet, k™ '(1,) = 1, + M,—1 € gr(Ce(Xg, R))
sowie die Eigenschaft supp(m(m‘%]@))) = supp(ly) = {y} € S, aus|Lemma 3.46

erfiillt mit n = d(zo,y) € N.

EZS: Sei f € Co(Xy, R). Da laut Gleichung (3.3) stets V(Xz) = |J Sn gilt, schrei-
neN

ben wir f = Y f |S und aus der Wohldefiniertheit von ¢ in [Beispiel 3.45| geht

neN

hervor, dass ein m € N existiert, sodass f = E f ‘s sogar eine endliche Summe

ist. Wenn wir nun fiir alle n € N zeigen kénnen, dass C.(Sn, R) C R[T"] - B erfiillt
ist, wére jeder Summand f ‘S der endlichen Summe selbst eine endliche Linear-
kombination der Elemente aus B mit Koeffizienten aus R[T"], was auch f zu einer

solchen Linearkombination machen wiirde. Die fehlende Behauptung beweisen wir

per Induktion, wobei wir nutzen, dass wegen [Bemerkung 3.25| angewandt auf S,
noch immer C.(S,,R) = @ R-1, als R-Modul gilt.
YESn
LA.: Fir n = 0 ist Sg = {xo} und somit C.(So,R) = R-1,, C R[T'] - B, da
R C R[T’] und 1,, € B gilt. Letzteres ist erfiillt, weil 2y # Z fiir alle z € V(Xy),
da per Konstruktion d(zg,z) =n+1 > 1 gilt.

L.V.: Es gelte C.(Sp, R) C R[T’] - B fiir ein beliebiges, aber festes n € N.

L.S.: Wie zuvor ist Co(Sp4+1,R) = & R -1,. Wenn wir also zeigen kénnen,
YESn+1
dass 1, € R[T'] - B fir alle y € Sp41 gilt, so wére der Induktionsschritt wegen

R C R[T'] sowie der aus der direkten Summe stammenden Endlichkeit bewiesen.
Falls y € Vi := V(X;) \ {Z | € V(X})}, dann gilt sogar 1,, € B per Definition.
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Falls jedoch y = 7 fiir ein x € V(X}), d.h. € S, mit x ~ y, so betrachten wir

Z ]122]1y+ Z ]127

ZESYL+1 z€Sn+1\{y}
zZ~x z~T

wobei wir bemerken, dass 1, € B fur alle z € S,,11 \ {y} mit z ~ z, weil nur
der Nachbar Z = y von x in S, 41 bei der Definition von B ausgeschlossen wurde,
die {ibrigen & — 2 Nachbarn jedoch in Vz enthalten sind. Da zudem z € S,, und
—1 € R[T"], erhalten wir

ly= 7 - 1, - > 1,

2€Sn41\{y}

€ R[T]- Cu(Sn,R) + RI[T']-B
LV.

C R[T']- (R[T"]-B)+ R[T]-B

= RIT']-B.

Lu.: Sei W C Vg endlich und seien fiir alle y € W Polynome p,(T") € R[T"] gegeben

mit 3 py(T') - 1, = 0¢,(x,,r)- Wir miissen p,(T") = Ogyz fiir alle y € W zeigen,
yeW

deg(py)
d.h. wenn py(T') = Z iy T’  mit Koeffizienten in R, miissen wir r; y = Op fir

allei € I, := {0, .. deg py)} und alle y € W beweisen. Im R[T"]-Modul C.(Xy, R)

erhalten wir durch Umsortieren

Ce(Xg,R) — Z py y = Z Z Ti,yT/i]ly = Z( Z T’i,yT/iﬂy> .

yew yeEW iely neN \ yeW,iely
d(wo,y)+i=n

Wenn wir fiir alle m,n € N mit m #n

Supp( Z Ti7yT/i]ly) N supp( Z nyT” ) =0 (3.8)

yew, icl, yew, icl,
d(zo,y)+i=m d(zo0,y)+i=n

zeigen konnen, erhalten wir daraus durch Einschrénken der vorigen Gleichung auf

einen solchen Trager zumindest schon

> riy T 1y = 0c, (x,.) (3.9)

yeW, iely
d(wo,y)+i=n

fir alle n € N. Wenn wir danach per Induktion fiir alle n € N beweisen koénnen,

dass somit r;, = Op fiir alle ¢ € I, und alle y € W mit d(xg,y) + ¢ = n gilt, wire
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der Beweis abgeschlossen, da d(zg,y) + 4 fiir solche ¢ und y stets eine natiirliche
Zahl ist.

(3.8): Aus Gleichung (3.6)) konnen wir folgern, dass fiir jedes x € S; mit [ € N

Supp<T’ : ]lx) = Supp( Z ]ly> ={yeS|y~z} S

YESI 41
Yy~ T
gilt. Induktiv folgt daraus supp (T’ i]lz) C Si4; fiir alle ¢ € N. Wenn wir dies auf
die y € W anwenden, d.h. mit y € Sq(4,,), geht fiir alle n € N

. 3-1) )
SUPP( Z Ti,yT”]ly> « U supp (riy T 1y)

yew, iel, yew, iel,
d(zo,y)+i=n d(zo,y)+i=n

(3.2) .
U supp (T"'1,)

yeW, iely
d(zo,y)+i=n

U Sd(;ro,y)-l-i = Sn

yew, icl,
d(zo,y)+i=n

N

N

daraus hervor. Fir m,n € N mit m # n folgern wir somit

supp( Z m,yT’i]ly> N supp( Z ri,yT’i]ly> CS,,NS, =0.

yeW, i€l yeW, icl,
d(zo,y)+i=m d(zo,y)+i=n

Jetzt fehlt nur noch die angekiindigte Induktion, die Gleichung (3.9)) verwendet:
LA.: Fir n = 0 folgt aus d(zo,y) + 4 = 0 sofort ¢ = 0 sowie d(xp,y) = 0 und daher

y = xg. Die Auswertung an der Stelle xq liefert

(3.9 i 0
Or = Oc.(x,,r) (%0) & > iy Ty (20) = 1000 T  Nag(20) = 7020
yeW, iely
d(z0,y)+i=0

und somit 7, = Op fiir alle ¢ € I, und y € W mit d(zg,y) + ¢ =0.

L.V.: Fiir ein beliebiges, aber festes n € N folge aus Gleichung (3.9)) stets r;, = Op
fur alle ¢ € I, und y € W mit d(xg,y) + ¢ = n. Wir beachten dabei, dass wir die
Voraussetzung unabhéngig von den deg(p,), d.h. von den I, sowie unabhéingig

von den Koeffizienten in R treffen.

37



L.S.: Aus Gleichung (3.9) erhalten wir nun

O, (xX4,R) = Z riy T 1y

yeW, iely
d(wo,y)+i=n+1

_ > roy T 1, + > riyT''1,

yew yeW, iel,\{0}
d(zo,y)+0=n+1 d(zo,y)+i=n+1
i—1
= Z royly + T'- Z riy T,
yeWw yeW, iel,\{0}
d(zo0,y)=n+1 d(zo,y)+i—1=n
=g —igo

und mittels Indexverschiebung analog zu vorher

supp(g2) = supp< > ml,yT’Z]ly) CS,.

yeW, i€ly\{deg(py)}
d(zo,y)+i=n

Nun betrachten wir fiir jedes x € S,, den fest gewahlten Nachbarn = € S;,41, der

n@ =Y royly(F) =0g
yeW _0’
d(wo,y)=n+1 R

erfiillt, da andernfalls T € W C Vg einen Widerspruch liefern wiirde. Weil
supp(g2) € S, gilt, erhalten wir mit [Lemma 3.32| bzw. (da S, endlich ist) so-

gar mit [Lemma 3.24| Koeffizienten ¢, € R fir z € S,,, sodass go = Y t,1, erfillt

ZESn
ist. Wir folgern daraus

)@ - (1 en)@ - (L e 1)@

ZESn ZGSn
(3.6) A ~
& (th< 5 ny>><x>_ S (a3 1)
2€Sy, YESn41 z2€Sy YESn+1
y~z Y~z
= ity = Z t.1.(x) = ga(w),
ZESy

denn ¥ € S, 11 hat laut [Lemma 2.29| genau einen Nachbarn in S,, und dieser ist x.

Wegen

Or = Oc.(x,,R) (%) = g1(Z) + (T" - 92) (Z) = Or + ga(x)
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fir alle x € S, und supp(g2) C S, folgt mit der Indexverschiebung wie zuvor

Oc.(Xy,R) = 92 = Z Tiv1yT 1y

yeW, i€ly\{deg(py)}
d(wo,y)+i=n

Mit der I.V. schlieBen wir daraus rj;1, = Og fiir alle ¢ € I, \ {deg(py)} und alle
y € W mit d(xo,y) +i = n, also durch Umkehren der Verschiebung r;,, = Og
fur alle ¢ € I, \ {0} und alle y € W mit d(zo,y) + ¢ = n + 1. Die letzten noch
fehlenden Koeffizienten im Fall i = 0 behandeln wir, indem wir fiir ¢/ € W mit

d(zo,9’) = n+ 1 an der Stelle ' auswerten, d.h.

0r = 0c,x,0) (W) = () + (T 92) (') = 1(¥) + (T" - O, x,,m)) (%)
=q(y) = Z royly(y’) =roy-

yeW
d(zo,y)=n+1

Somit ist auch dieser Induktionsschritt gelungen. O

Aus unserem Freiheitssatz erhalten wir noch eine Folgerung, die fiir uns spéter in

Abschnitt 4.4] ntitzlich sein wird:

Korollar 3.48. Fir k > 2 gilt

Ce(Xx, R) = €P RIT]

yeVEB

als R[T)-Moduln mit Vg = V(Xp) \ {Z | # € V(Xx)} wie zuvor. Insbesondere hat
der R[T]-Modul C.(Xg, R) fiir k =2 den Rang 2, fiir k > 3 ist der Rang unendlich.

Beweis: Der soeben bewiesene [Satz 3.33| besagt, dass C.(Xy, R) ein freier R[T]-

Modul ist, weshalb wir die Aussage mittelsBemerkung 3.4{im Wesentlichen erhalten.

Wir miissen uns also nur Gedanken iiber die Indexmenge machen. Wenn wir die

Beweise von [Satz 3.33| sowie [Lemma 3.47| genau betrachten, merken wir, dass die in

ersterem definierte Basis B durch letzteren ohne Verdnderung der Indexmenge Vi

verwendet wird. Daraus folgt die Aussage des Korollars und wir miissen mit Blick

auf [Definition 3.5{ und [Lemma 3.6 fiir den Zusatz nur noch |VB‘ =2 fir k =2 und

’VB} = oo fiir k > 3 zeigen.

k =2: In diesem Fall hat die Wurzel zy genau zwei Nachbarn x; und x_1. Einer
davon wird ausgeschlossen, also 0.B.d.A g = x1, der andere liegt in Vg. Fiirn > 1
hat jedes = € S,, genau k—1 = 1 Nachbarn in S,,;1, d.h. dieser ist  und wird nicht
in die Indexmenge aufgenommen. Wir erhalten somit ‘VB‘ = |{a:0,:c_1}‘ = 2. Zur
Visualisierung betrachten wir fir k = 2.
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k > 3: Wir zeigen die Behauptung, indem wir beweisen, dass es einen unendlich
langen Weg in Vp gibt. Zu Beginn betrachten wir die Wurzel x, die neben zg
noch k£ — 1 > 2 weitere Nachbarn besitzt. Letztere liegen alle in Vg und wir wéh-
len einen davon als z;. Fir ¢ € N>; seien nun z1,...,z; € Vg gefunden. Den
néchsten Knoten x;4; finden wir nun, indem wir einen beliebigen Nachbarn von
x; in S;11 wahlen aufler z;. Dies ist moglich, da x; laut in S;11 stets
k — 1 Nachbarn besitzt, also nach dem Ausschliefen von ; stets £k — 2 > 1 Kno-
ten iibrig bleiben. Somit gilt auch x;11 € Vi, weshalb wir durch diese Induktion
|Va| > [{zn | n € N}| = |N| = 0o erhalten. Fiir k = 3 veranschaulicht
diesen Sachverhalt, wenn wir uns vorstellen, einem unendlichen Weg von ausgefiill-

ten Knoten zu folgen. O

Vs
(.

Abbildung 3: Konstruktion der Knotenmenge V3 (ausgefiillte Knoten o)
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4 Anwendung des Freiheitssatzes

In diesem Kapitel werden wir uns anschauen, wie der bewiesene Freiheitssatz auf
Darstellungen der allgemeinen linearen Gruppe angewandt werden kann. Dafiir be-
darf es erneut diverser Vorbereitungen, die ihrerseits auf einige Grundlagen zuriick-
greifen. Daher werden wir zundchst Grundlagen zu lokalen Kérpern und Gittern, zu
Gruppenoperationen sowie zum Lemma von Zorn formulieren, wobei wir abermals
wie zu Beginn von angekiindigt verfahren werden. Den ersten Teil finden
wir in Standardwerken zur Algebraischen Zahlentheorie wie beispielsweise in Kapi-
tel II §3 von [Neu07, S. 121 ff.] und die Grundlagen zu Gruppenoperationen zum
Beispiel in Kapitel I §6 von [JS14, S. 27 ff.].

4.1 Grundlagen
4.1.1 Lokale Korper und Gitter

Im Folgenden sei K stets ein Korper.

Definition 4.1. Fine diskrete Bewertung v auf K ist eine surjektive Abbildung
v: K — ZU{co} mit

(a) v(x)=00 & z=0F,
() v(w-y) = v(z)+v(y) und

(¢) wv(z+y)>min{fo(z),v(y)}

fir alle x,y € K sowie der Konvention oo + z = oo fiir alle z € Z. In diesem Fall

nennen wir (K,v) einen diskret bewerteten Korper.

Bemerkung 4.2. Mit dieser Definition und wegen 2 # 0 in Z erhalten wir fiir alle

z € K die folgenden Eigenschaften:
(@)  v(lk) =0z,
B w(el) = —v(a) fir 2 £0,
(c)  v(-1k) =0z,
@) v(-z)=v().

Definition 4.3. Ein nicht-archimedischer Absolutbetrag auf K ist eine Abbil-
dung |- | : K — R>0, sodass fir alle x,y € K gilt:

(a) |x|=0r & x =0k,
() |z-yl=lz| |yl

(¢) o +yl < max{e], y|}-
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Beispiel 4.4. Ist ¢ € Ry und v eine diskrete Bewertung auf K, so erhalten wir
durch die Definition |z| := ¢~¥*) fiir # € K einen nicht-archimedischen Absolutbe-

trag auf K.

Bemerkung 4.5.

i) Die Eigenschaft aus [Definition 4.3 wird auch ,starke Dreiecksungleichung®

genannt. In dem Fall, dass |x| # |y| gilt, erhalten wir dort sogar Gleichheit.

ii) Ahnlich wie in [Bemerkung 4.2| ergeben sich die folgenden Gleichungen:

(a) |lk|=1g,
(b) | —1k| = 1g,

(€ |—z|= ]z
iii) Fir alle 2,y € K gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung ‘|33| — |yH <lx—y|

iv) Ein nicht-archimedischer Absolutbetrag | - | definiert auf K eine Topologie:

U C K ist offen & VxEUEIeER>0:{yEK|\x—y\<5}§U.

v) Beziiglich | - | konnen wir Folgen- und Reihenkonvergenz, Limes, Cauchy-Folgen

sowie Vollstiandigkeit wie {iblich definieren.

vi) Die Begriffe aus sind in |[Beispiel 4.4f unabhingig von der Wahl von q.

Von nun an sei (K, v) stets ein diskret bewerteter Korper.

Definition 4.6. Wir definieren den diskreten Bewertungsring von (K,v) durch
og :={z € K |v(z) > 0}.

Bemerkung 4.7. Wenn offensichtlich ist, welcher Kérper zu Grunde liegt, wird der

Index K bei ox oft weggelassen. Dies gilt analog fiir px aus fiir T aus
IBemerkung 4.9| sowie fiir R aus [Definition 4.10

Lemma 4.8. ox ist ein Unterring von K und zudem ein lokaler Hauptidealring mit
mazimalem Ideal pg = {z € K | v(z) > 0}.

Beweis: Auch diesen Beweis setzen wir als bekannt voraus, wollen jedoch niitzliche

Zwischenergebnisse daraus festhalten:
(a) of={zeK |v(z)=0},
(b)  p=o\o¥

(c) ein Ideal 0 # I C o wird erzeugt von einem beliebigen Element z € I

mit der Eigenschaft v(z) = min{v(y) |y € I} < oc. O
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Bemerkung 4.9. Da v surjektiv ist, existiert 7x € K mit v(mg) = 1. Somit gilt

genauer sogar mx € K*. Aus Ergebnis des Beweises zu erhalten wir

zudem pr = (7TK). Wir nennen 7w ein uniformisierendes Element.

Definition 4.10. Wir definieren den Restklassenkdorper von (K,v) durch
RK = OK/]JK = OK/T(KOK.

Bemerkung 4.11. Wenn der Restklassenkorper endlich ist mit ¢ := || € N>o, so
setzen wir |z| := ¢~V fiir € K wie in [Beispiel 4.4
Definition 4.12. (K, v) wird lokaler Korper genannt, falls Rk endlich ist und K

vollstandig beziiglich des obigen nicht-archimedischen Absolutbetrags.

Lemma 4.13. Die Abbildung

Y:0¥xZ— K*

(u,m) —u-a"

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis: Dieser Beweis wird ebenfalls als bekannt vorausgesetzt, doch da an einigen
Stellen die genaue Konstruktion fiir die Surjektivitdt niitzlich sein kann, méchten
wir diese kurz festhalten:

Fiir x € K* gilt v(:mr*“(x)) = 0, weshalb u := 27~ ¥(®) € o* und somit durch Setzen

von n := v(x) € Z sofort ¥(u,n) = u- 7" = x erfillt ist. O

Definition 4.14. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Menge L C 'V heifit Gitter (engl.
lattice) von V', falls L ein endlich erzeugter o-Untermodul von V ist, der V als

K-Vektorraum erzeugt.

Bemerkung 4.15. In der Literatur werden die von uns betrachteten Gitter oft als

,vollstandig® oder ,mit vollem Rang" bezeichnet.

Wir kénnen die allgemeine lineare Gruppe, die wir spéter in diesem Kapitel fiir n = 2
betrachten werden, natiirlich genau wie in [Kapitel 3| fiir einen Korper definieren,

allerdings vereinfacht sich dann die Situation im Vergleich zu [Definition 3.17}

Definition 4.16. Sein € N>i.

i) Die allgemeine lineare Gruppe ist definiert durch

GLn(K) := {A € K™™ | A ist invertierbar}.

it) Die spezielle lineare Gruppe ist definiert durch

SLn(K) := {A € GL,(K) | det(4) =1}.
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Lemma 4.17. Es gilt

GLy(K) = {A € K™ | det(A) # 0}

= {gp K" — K" | @ ist ein K-linearer Isomorphismus}
als Isomorphie von Gruppen sowie
SL,(K) QGL,(K) mit GL,(K)/SL,(K)= K*.

Im Laufe dieses Kapitels werden wir uns insbesondere auf GLg(K')-Operationen
konzentrieren, jedoch formulieren wir die Grundlagen zu Gruppenoperationen wie

iiblich ganz allgemein:

4.1.2 Gruppenoperationen

Im Folgenden sei stets G eine Gruppe und X eine Menge.

Definition 4.18. FEine Operation (oft auch Aktion oder Wirkung) von G auf X
ist eine Abbildung

*:Gx X —= X

(g9,7) = g*ux,

sodass fiir alle x € X, g,h € G gilt:

(a) lg*z=u,

(b) (g-h)xx=gx*(hxx).
In diesem Fall nennen wir fir x € X die Menge G * x := {g * T | g€ G} C X den
G-Orbit (auch G-Bahn) von x unter G und Gy := {g € G | gxx = x} den Stabi-

lisator von x in G. Fir x,y € X setzen wir zudem x ~y <= g€ G :y=g*x.
Von nun an sei ,,*“ eine Operation von G auf X.

Lemma 4.19. Seien x,y € X und g € G.

i) BEs gilt G, <G undy=g*x = Gy=9gGyg '

ii) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf X mit x ~y < Gxx = G xy und den

Aquivalenzklassen [x] = G*x. Ist (x;)icr ein vollstindiges Reprisentantensystem
von X [~ dann gilt also X = |JG * z;.
el
i17) Die Abbildung
¢:G/Gy — Gxx
9Gz— gxx

ist wohldefiniert sowie bijektiv und, falls G endlich ist, gilt |G x x| = (G : Gy).
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Definition 4.20. Die Operation ,*“ heift transitiv, falls fir alle x,y € X stets

ein g € G existiert mit gxx = y.

Bemerkung 4.21. Im Fall einer transitiven Operation existiert nur eine G-Bahn

(laut IPunkt ii)| von [Lemma 4.19| also nur eine Aquivalenzklasse), die ganz X ist,

denn: Fiir ein beliebiges x € X ist Gxx C X eine Bahn und fiir ein beliebiges y € X
existiert nun nach Voraussetzung ein g € G mit gxx =y, alsogilt y = gxx € G*xx

und somit G * x = X.

Definition 4.22. FEine Teilmenge Y C X heifit stabil unter G (manchmal auch
G-invariant oder G-stabil), falls G+ Y = {g * ’ geG,ye Y} cy.

Bemerkung 4.23. Es gilt in diesem Fall sofort G« Y =Y, denn fiir ein beliebiges
y € Y schreiben wir y = lgxy € Gx Y.

Definition 4.24. Sei Y eine beliebige Menge und e “ eine Operation von G aufY .
Eine Abbildung f : X — Y heiffit G-dquivariant, falls fir alle g € G und r € X

stets f(gxx) =g e f(x) gilt.

Definition 4.25. Sei R ein Ring und X ein R-Modul. Die Operation heifst R-linear,
falls fir alle g € G,x,y € X,r,s € R stetsgx(r-x+s-y)=r-(g*xxz)+s-(gxy)
gilt.

4.1.3 Lemma von Zorn

Da wir im Beweis von [Satz 4.65| auf das Lemma von Zorn zuriickgreifen werden,

wollen wir es an dieser Stelle samt Voraussetzungen zitieren:
Definition 4.26. Sei S eine Menge und Q C S eine Teilmenge.

i) S heifit teilgeordnete Menge, falls eine Relation ,<* auf S existiert, die re-

flexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

it) Q heifit totalgeordnete Teilmenge oder auch Kette, falls je zwei Elemente
vergleichbar sind, das bedeutet, fiir alle q,q' € Q gilt stets ¢ < ¢’ oder ¢’ < q.

iti) s € S heifst obere Schranke von Q, falls fiir alle ¢ € Q stets q < s gilt.
v) m € S heifft maximales Element, falls {s € S ‘ m < s} = {m} gilt.

v) S heif$t induktiv geordnet, falls jede totalgeordnete Teilmenge von S eine obere
Schranke in S besitzt.

Satz 4.27 (Lemma von Zorn). Ist S eine induktiv geordnete Menge, so existiert ein

maximales Element in S.
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Bemerkung 4.28.

i) Auf S = () lasst sich [Satz 4.27|nicht anwenden, da () C () keine obere Schranke be-
sitzt. Somit erzeugt das Lemma von Zorn an dieser Stelle, anders als es zunéchst

eventuell scheint, keinen Widerspruch.

ii) Fiir S # () konnen wir jedes s € S als obere Schranke fir () C .S wéhlen.

4.2 Klassen von Gittern iiber einem lokalen Korper

Um den Zusammenhang mit [Kapitel 2 und [Kapitel 3| herzustellen, werden wir in

Abschnitt 4.3| einen reguldren Baum aus Klassen von Gittern konstruieren. Fiir die

notwendigen Vorbereitungen, die wir im Folgenden treffen werden, orientieren wir
uns im Wesentlichen an Kapitel IT §1 von [Ser80, S. 69 f.].

Sei von nun an (K,v) stets ein diskret bewerteter, lokaler Korper. Wir setzen

q = |f] € N>2 und betrachten den 2-dimensionalen K-Vektorraum V := K2.

Lemma 4.29. Sei L ein Gitter von V', so existieren l1,lo € L, die eine Basis von
V' als K-Vektorraum bilden und L = (l1,l2), erfillen. Insbesondere ist L somit ein

freier 0-Modul mit Rang 2.

Beweis: Vorab sehen wir, dass der Zusatz sofort folgen wiirde, da mit L = (I1,l2),
die Familie (ll, lg) ein Erzeugendensystem von L {iber o bildet. Da diese zudem als
K-Basis von V linear unabhéngig iiber K ist und o C K gilt, ist die Familie auch
linear unabhéngig iiber 0. Wegen }{ll, lg}‘ = 2 ist der Zusatz somit bewiesen.

Sei also L ein Gitter von V. Dann existieren ly,...,l, € L mit L = (l1,...,ly),
und V' = (l1,...,l,)k. Da dimg V' = 2, muss somit auch n € N> gelten. Wir
kénnen bekanntermaflen mittels Basisauswahlsatz so lange sukzessiv Elemente des
Erzeugendensystems entfernen, die sich mit den restlichen darstellen lassen, bis wir
eine Basis von V' als K-Vektorraum erhalten. Nach eventueller Umbenennung sind
dies l1,ls € L, erneut da dimg V' = 2. Daher bleibt nur zu klidren, warum wir diese

Schritte so ausfithren kénnen, dass der erzeugte o-Modul unverdndert bleibt. Sind

li,...,ly linear abhéngig iiber K mit m € N>9, so existieren z1,...,x, € K, nicht
m

alle gleich O, sodass Y_ z;l; = Oy. Wir definieren d := min{v(z;) | i € {1,...,m}},
i=1

so ist oo > d € Z, da nicht alle x; = Og, und zudem existiert ein j € {1,...,m}

mit v(z;) = d. Insbesondere ist z; # 0k und j eignet sich somit fiir den Schritt im
Basisauswahlsatz aus der linearen Algebra. Wir miissen also nur zeigen, dass auch
Uy lm)o = (Lo L, Ui, -2 Lo gilt, wofiir 4 € (..o Lim, L, -2 lin)o
ausreichen wiirde. Wir betrachten

m m
Oy = @'Ov =r . szlz = Z(Fﬁd%‘) i,
cK* =1 =1
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wobei U(W*dwi) = v(x;) —d > 0 fir ¢ € {1,...,m} mit Gleichheit falls ¢ = j per
Definition von d. Wir folgern, dass m—%z; € o fiir i € {1,...,m} und fiir i = j sogar

7~4z; € o*. Damit ergibt sich

l; = Z(—ﬂ'idmi) . (Widxj)_l el .., i1, lig, - Jm)o- ]
2;} €o co*

Definition 4.30. Wir definieren die Operation ,e“ der Gruppe K* auf der Menge
{L ‘ L ist ein Gitter von V} durch

o K*x {L ‘ L ist ein Gitter von V} — {L ‘ L ist ein Gitter von V}
(¢, L)y xeL:=x-L.

Wir erhalten eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Gitter von V, sodass fiir
zwei Gitter L, L' von V

L~L o J3zeK*: L'=xel
o K*¥el = K*¥e L

gilt. Die Aquivalenzklassen [L] = K*e L = {x e L | z € K*} bezeichnen wir auch
als Homothetieklassen, da es sich anschaulich um eine Art ,,Streckung“ handelt,

und setzen

L£:={L ’ L ist ein Gitter von V'} /~.

Fiir zwei Elemente von £, d.h. zwei Aquivalenzklassen von Gittern, wollen wir im

Folgenden einen Abstandsbegriff konstruieren.

Lemma 4.31. Sind L und L' Gitter von V', so existieren eine o-Basis (61,62) von

b

L sowie a,b € Z, sodass (7Ta61,7T 62) eine o-Basis von L' ist.

Beweis: Wir wollen d := max{n €EZ ‘ 7 "L C L} € 7 definieren, weshalb wir
zeigen miissen, dass die Menge, iiber die wir das Maximum bilden, nicht-leer sowie

nach oben beschrankt ist.

nicht-leer: Wegen [Lemma 4.29| existieren l1,lo € L und l},1, € L', die jeweils eine
K-Basis von V bilden, mit L = (l3,l2), und L' = (I}, 1}),. Wir schreiben zunéchst

I} =zl +xoly sowie Iy = y1ly +y2lo mit 21, 29,41, y2 € K und setzen, da nicht alle
Koeffizienten gleich 0 sein kénnen, d' := min{v(z1),v(z2), v(y1),v(y2)} € Z. Wir
erhalten W*d/l'l = (W*d/xl)ll + (W*d/xg)b und w*d/l'z = (W*d/yl)ll + (ﬂ*d/yg)lg,
wobei jeweils die Koeffizienten der rechten Seite per Definition von d’ in o liegen.
Damit folgt 7= L/ = (=1}, 7=%1}), C (I1,ls), = L und die Menge ist nicht-leer.
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beschrénkt: Wenn wir annehmen, dass die Menge nicht beschrankt ist, so wirde
7 "L’ C L fiir ein beliebig groles n € N gelten. Wir konnen I’ € L’ schreiben als
I = 2111 + 29lo mit 21,29 € K und erhalten 7 "21ly + 7 "23ly = 7™’ € L. Da
(ll,lg) eine o0-Basis von L ist, folgern wir dass die Koeflizienten in o liegen und
somit v(z1) —n = v(7"z1) > 0 gilt. Da n beliebig grof ist, folgt v(z1) = oo und
daher z; = 0. Analog konnen wir zo = 0 sehen und damit I’ = 0. Wir erhalten den
Widerspruch L' = 0.

Da 7% € K* erfiillt ist, erhalten wir mit 7~ %L’ ein Gitter, fiir das per Definition
von d bereits 7¢I’ C L gilt. Da o nach ein Hauptidealring und mit
das Gitter L ein freier o-Modul mit Rang 2 ist, liefert eine o-
Basis (e1, e2) von L sowie Elemente a/, b’ € o, sodass 7~ 9L = (d’e1,Vez), und o’ | ¥/,
d.h. (v) C (d) gilt. Da 7~ 9L ein Gitter ist und daher V als K-Vektorraum erzeugt,
muss ' # 0 # b’ gelten. Aus der Nullteilerfreiheit von o folgt, dass (a’e1, b'es) sogar
eine o-Basis von 7791’ ist. Mittels schreiben wir a/,t € 0\ {0} C K*
als @/ = 7@ .y und B = 7Y - uy mit uy,us € 0 sowie v(a’),v(b') € N. Wir
erhalten, dass auch (ufla’el,uglb’eg) = (w“(“,)el,ﬂ”(b,)eg) eine o-Basis von 7 %L’
und somit (W“(“/)+del,7r“(b/)+deg) eine 0-Basis von L’ ist. Durch die Definitionen
a:=v(a')+dund b :=v(t') + d folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.32. Die Menge {a,b} C Z ist unabhéngig von sdmtlichen Wahlen
im Beweis von da zunichst d nur von L und L', nicht aber von ge-
wéhlten Basen abhédngt. Somit liefert der Zusatz von der auf L und 7L/
angewandt wird, dass die Ideale (b’ ) C (a’ ) eindeutig bestimmt sind. Zwar konnte
die Basis (e1,e2) variieren und wir kénnten statt a/,b" € o\ {0} andere Elemente
a” ;v € o\ {0} mit den jeweiligen Eigenschaften erhalten, doch es wiirde (nach
eventueller Umbenennung) stets (a’) = (a”) und (b') = (b”) gelten. Diese jeweils
zueinander assoziierten Elemente unterscheiden sich, da o nullteilerfrei ist, je durch
eine Einheit in 0. Es folgt v(a’) = v(a”) sowie v(b') = v(b"), weshalb die Definitionen

von a und b nur von L und L’ abhingen.

Wenn wir nun die Gitter L, L’ durch z e L,y e L' mit z,yy € K* ersetzen, konnen wir
berechnen, wie sich die Menge {a, b} verdndert. Da (el, 62) eine o-Basis von L und
x € K* ist, ist (xel, xeg) eine o-Basis von z @ L = - L. Fiir £ € K* schreiben wir

mittels [Lemma 4.13mit w € 0* und ¢ :=v(¥) € Znun £ = w-7°. Weil (7%, ne;)

eine 0-Basis von L' und y € K* ist, erhalten wir

(yﬂ'ael,ywbeg) = <z:m'ael, Z;mrbeg) = (wﬁa+cx61,w7rb+cxez)

und wegen w € o* schon (7%"zey, 7" xe;y) als o-Basis von y e L' = y - L. Aus

IBemerkung 4.32folgt, dass die neue Menge {a+ ¢, b+ c} lautet. Wir bemerken, dass
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sich der Wert |a — b = |(a+¢) — (b+ c)| € N unter der Operation e nicht findert,
also nur von den Aquivalenzklassen A := [L], A’ := [L'] der Gitter, aber nicht von

den Reprasentanten L, L’ abhiangt. Dies fithrt uns zu der folgenden Definition:

Definition 4.33. Unter den vorherigen Voraussetzungen definieren wir
§(A,A):=|a—bl eN

als den Abstand von A und A’ in L.

Lemma 4.34. Mit den Voraussetzungen von|Lemma 4.31| gilt L' C L genau dann,
wenn a,b € N erfillt ist. In diesem Fall erhalten wir zudem

L/L'= (o/7%) & (0 /7o)

als o-Moduln.

Beweis: Wir bemerken vorab, dass wegen (e1,e2)x = (LYyg = V und dimg V = 2

(61, 62) auch eine K-Basis von V ist.

=: Wegen <7Ta€1,7'('b62>0 = L' C L = (e1, e3), schreiben wir 7% = z1e1 + x2e2 mit
1,22 € 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit von (61, 62) iiber K folgt xo = 0 sowie

z1 = 7 und damit a = v(7®*) = v(z1) > 0. Analog verfahren wir fir b.

<: Wegen v(7®) = a > 0 gilt 7 € 0 und somit 7% € L. Da dies analog fiir b gilt,

erhalten wir L' = <71'a€1,7'l'b€2>0 C (e1,e2)0 = L.
Die letzte Aussage folgt direkt aus
L/L'= (0@ o)/ (7% @ nlo) = (0/n%) & (o/nb0). ]

Lemma 4.35. Ist L ein Gitter von V und A = [L], so existiert fir jede Klasse
A" € L genau ein Reprisentant L' € A’, der die folgenden, dquivalenten Eigenschaf-
ten erfullt:

(a) L' C L und L' ist mazimal in A" mit dieser Figenschaft,
(b) L' CLundL' ¢nL,
(¢c) L' C L undL/L ist monogen.

Fiir dieses L' gilt L/L' = o/7™0 mit n = 6(A, A"). Insbesondere ist

& es existieren Reprasentanten L' C L

von A", A mit L/L' = &.
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Beweis: Existenz: Sei A’ € £ und L” ein beliebiger Représentant dieser Klasse. Da
L und L" Gitter von V sind, existieren nach eine o-Basis (e1,e2) von
L sowie a,b € Z, sodass (m%1,7’€es) eine o-Basis von L” ist. O.B.d.A. ist a < b
und somit (el,ﬂb_“eg) eine 0-Basis von L' := 77%L" € A, da #=% € K* gilt. Da
mit b — a > 0 die Exponenten nun in N liegen, liefert somit L' C L
und

L/L'= (o/7%) & (0/7" %) = 0 /70 %

als o-Moduln. Mit dem Erzeuger T = 1, 4+ 7*~%0 ist letzterer monogen, weshalb
erfiillt ist.

Eindeutigkeit: Sei A’ € £ und seien L', L” zwei Reprasentanten dieser Klasse, die die
Eigenschaften erfiillen. Wegen [L'] = A" = [L”] existiert ein € K* mit L' = zL".
Wir schreiben mittels nun x = u - 7° mit v € 0™ sowie ¢ € Z und
erhalten L' = un°L” = 7°L”, da Gitter o-Moduln sind. Falls ¢ < 0 ist, erfiillt
—c > 0 dann 7 ¢L = 7 7°L” = L” und wir vertauschen die Benennung von L'
und L”. Daher kénnen wir ¢ > 0 annehmen, woraus aufgrund von 7¢ € o bereits
L' = n°L” C L” folgt. Die Maximalitat aus @ liefert wie gewiinscht L' = L”.

(a)={(b)f Wir nehmen an, dass@ sowie L' C L gilt. Mit 7w € o\ {0} C K* folgern
wir 7L C 777l = L sowie L' = mn 'L/ C 77 1L und 7~ 'L/ € [L'] = A'. Aus
der Maximalitit von L' erhalten wir L' = 7= 'L’. Sei (I{,1,) mittels
eine K-Basis von V mit L' = (I{,14) , so kénnen wir 7'} € 7~ 'L’ = L' schreiben
als 714 = 11} + w2l), mit 1,22 € 0. Aus der linearen Unabhiingigkeit iiber K

ergibt sich 1 = 7! und somit der Widerspruch 0 < v(z;) = v(wil) = —1.

Aus I/ C L folgt mit [Lemma 4.31| und [Lemma 4.34, dass L = (e1, e2),,
L' = (7%, mbez)  sowie L/L' = (o/7%) & (0/7’0) als o-Moduln mit a,b € N gilt.

Angenommen a und b sind beide nicht Null, so wire a — 1 > 0 sowie b— 1 > 0 und

7=l € o erfiillt. Einen Widerspruch erhalten wir nun mit

somit 7971,

L' = <7rae1,7rb62>0 =7 <7Ta*161,71'b7162>0 C - (e1,e2)o = 7L,

da L' ¢ wL laut @ gilt. Daher ist @ = 0 oder b = 0 und somit L/L’ monogen,
denn fiir a = 0 (b = 0 analog) ist L/L' = o /7”0 als 0-Moduln und letzterer erzeugt

von I =1, + nPo.

Aus L' C L folgt wie zuvor, dass L = (ej,e3),, L' = <7Ta€1,71'b62>0 sowie
L/L' = (o/m%) & (0/70) als o-Moduln mit a,b € N gilt. Angenommen a > 0 und
b > 0, so ware dieser Modul nicht monogen, denn falls 7 = (77, 72) ein Erzeuger
wiére, betrachten wir die Elemente (I,0) und (0, 1). Fiir beide Teile der direkten
Summe gilt 1 # 0, denn andernfalls wire 1 € 7%, d.h. 1 = 7% mit = € o,

und somit wiirde sich der Widerspruch 0 = v(1) = v(n%) = a+v(z) > a > 0
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(und fiir b analog) ergeben. Nun koénnten wir (1,0) = z1 - 7 = (7171, T172) und
(0,1) = w3 - 7 = (T271, T272) mit 1,29 € o schreiben. Aus dem ersten Teil der ers-
ten Gleichung folgt 77 € (0 / 7Ta0)* und aus dem ersten Teil der zweiten Gleichung
damit T3 = 0. Der zweite Teil der zweiten Gleichung liefert nun den Widerspruch
1 =10. Also gilt a = 0 oder b = 0, wobei wir die Maximalitdt von L’ fiir a = 0
zeigen werden, denn b = 0 verlauft erneut analog. Sei L” € A’ mit L' C L” C L,
so miissen wir L' = L” beweisen. Wie im Beweis der Eindeutigkeit erhalten wir
L' = 7¢L" fiir ein ¢ € Z und somit auch 7~ ¢L' = L”. Da (61,7Tb62) eine o-

b_ceg) eine o-Basis von 7 ¢L' = L”. Wir folgern

Basis von L' ist, ist (7 ‘ei, 7
7 ¢ € L” C L = {(e1,e3), und mithilfe der linearen Unabhéngigkeit von (61, 62)
tiber K schon 77¢ € 0, d.h. —¢ =v(n~¢) > 0. Da L' C L” gilt, konnen wir aus der

Form der Basen mit [Lemma 4.31| und [Lemma 4.34 bereits ¢ € N, insgesamt also

¢ = 0 und somit L' = L” folgern.

Quotient: Fiir dieses L' € A’ mit den Eigenschaften @, @ und folgt, wie im
Beweis fiir ,,(b)=-(c)“, stets @ = 0 oder b = 0 und falls a = 0 (b=0 analog) die

Isomorphie L/L" = o / 70 als 0-Moduln. Durch n := b € N erhalten wir wegen
§(A, A"y =|a—b| =|0—b| =b=n die Behauptung fiir A = [L].

insb. (Teil 1): =: Gilt 6(A,A") = 0, so ist A = [L] fiir ein Gitter L in V und mit
den vorherigen Aussagen existiert ein L’ € A’ mit den Eigenschaften @, @ und
sowie L/L' = o/7"0 mit n = §(A, A’) = 0. Wir erhalten L/L' = 0, also L = L'
und somit A =[L] =[L] = A.
«<: Gilt A= A', soist erneut A = [L] fiir ein Gitter L in V' und mit den vorherigen
Aussagen existiert genau ein L’ € A’ mit den iiblichen Eigenschaften. Da aber auch
L C L € A = A’ Eigenschaft @ besitzt, gilt aufgrund der Eindeutigkeit L' = L.
Aus dem Zusatz folgern wir 0 = L/L = L/L' = o/x"0 mit n = §(A, A’) € N und
somit 1 € 0 = 7”0, also wie zuvor schon einmal 0 = v(1) > v(7") = n. Damit gilt
(A, A)=n=0.

insb. (Teil 2): =: Gilt 6(A,A") = 1, so ist A = [L] fiir ein Gitter L in V und mit
den vorherigen Aussagen existiert ein L’ € A’ mit den Eigenschaften @, @ und
sowie L/L" = o/7"™0 mit n = §(A, A’) = 1. Dies sind bereits die gesuchten
Représentanten L' C L von A’ und A mit L/L = o/mo = K.
<: Wir nehmen an, dass Reprasentanten L’ C L von A’ und A mit L/L' = &
existieren. Da L ein Gitter von V und A’ € L ist, existiert nach dem bewiesenen
Teil des Lemmas genau ein L” € A" mit den Eigenschaften @L @ und |(c)| sowie
L/L" = o/7™0 mit n = §(A, A’). Da aber auch L' C L erfiillt, dass L/L' = &
monogen ist, folgt aus der Eindeutigkeit L” = L’ und daher & = o/7"0. Da R ein
Kérper ist, muss 7”0 C o ein maximales Ideal sein, weshalb n # 0 gilt. Firn > 1
folgt wegen 70 C 7o bereits 1 =n = 6(A4, A'). O
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4.3 Baumkonstruktion mit zugehorigen GLy(K)-Operationen

Als Néchstes werden wir mithilfe der obigen Ergebnisse die explizite Konstruktion
eines reguldren Baumes und anschlieffend einige GL2 (K )-Operationen thematisieren,
die auf den Ausfithrungen in Kapitel II §1 von [Ser80, S. 70 ff.] basieren.

Auf der Menge £ = {[L] ‘ L ist ein Gitter von V'} wollen wir mittels § eine Gra-
phenstruktur definieren. Dazu seien zwei Elemente A, A’ € £ genau dann adjazent,

wenn 6(A4, A’) = 1 gilt. Das bedeutet, wir definieren einen Graphen 98 durch

V(B):=L und
B(B) = {4, A'} | A, A € £ mit 5(A, A) = 1}.

Dabei ist 0% = <<(1)), <?>>0 C V mit der K-Basis ((6), (?)) von V ein Gitter,
weshalb [02] € L gilt und V(B) eine nicht-leere Menge ist. Zudem besitzt die Menge
E(B) die geforderte Eigenschaft

B(B) C {M | M C V(B) mit M| =2},

weil fiir A, A" € £ mit 6(A, A’) =1 # 0 nach |[Lemma 4.35|stets A # A’ gilt.
Satz 4.36. Der Graph B ist ein Baum.

Beweis: Diese Aussage wird in [Ser80, S. 70 f.] als Theorem 1 aus Kapitel II §1

bewiesen. O

Bemerkung 4.37. Aus dem Beweis in [Ser80] geht zudem hervor, dass der Abstand
zweier Aquivalenzklassen von Gittern mit dem graphentheoretischen Abstand zweier
Knoten in B iibereinstimmt. Mit unserer Notation bedeutet das 6(A4, A’) = d(A, A')
fiir alle A, A" € L.

Satz 4.38. Es gilt B = X411 als Graphen und ‘B ist nicht endlich.

Beweis: Wir werden zeigen, dass jeder Knoten in 8 genau g + 1 Nachbarn besitzt,
wobei ¢ = ] € N> gilt. Dann folgt aus dass B ein (¢+1)-regulirer Baum
ist und die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie aus liefert mit £ = ¢+1 € N>3
die Behauptung B = X ;1. Aus dem Zusatz erhalten wir zudem, dass B nicht

endlich ist. Es bleibt also nur zu zeigen, dass fiir einen beliebigen Knoten Ay € L
[{Aec|am ) =1} =q+1 (4.1)

gilt, doch dafiir bendtigen wir zunéchst einige Vorbereitungen.

Damit wir Gleichung (4.1]) schliefllich beweisen kénnen, benétigen wir die Konstruk-
tion der projektiven Geraden. Diese kann man bereits fiir einen Ring R definieren

und im Fall, dass R = K ein Korper ist, besondere Eigenschaften gewinnen.
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Dazu definieren wir auf der Menge {(a,b) € R x R | aR + bR = R} die Relation
(a,b) ~ (¢,d) = IX € R* : (Aa,A\b) = (c,d). Die Bedingung an die Elemente
(a,b) (sowie (c,d)) der Menge bedeutet bekanntermafen ,teilerfremd®, denn es gilt
(a,b) = (a) + (b) =aR+ bR = R.

Bemerkung 4.39. Da R* eine multiplikative Gruppe ist, erhalten wir mit ~ eine
Aquivalenzrelation auf {(a,b) € R x R | aR + bR = R}.

Definition 4.40. Die projektive Gerade von R ist die Menge der Aquivalenzklas-

sen beziiglich ~, also
P'(R) :={(a,b) € R x R| aR+bR=R}/~.

In dem Fall, dass nun R = K ein beliebiger Korper ist, bemerken wir zunéchst,
dass wir die Eigenschaft aK + bK = K fiir (a,b) € K x K zu (a,b) € K2\ {0}
vereinfachen konnen. Auf der einen Seite gilt fiir (a, b) mit der genannten Eigenschaft,
dass (a,b) # (0,0), da wir sonst den Widerspruch 0 = 0K 4+ 0K = K erhalten. Auf
der anderen Seite gilt fiir (a,b) € K2\ {0} stets a # 0 oder b # 0, somit durch das
Bilden der Inversen schon aK = K oder bK = K und daher durch das Ergénzen
einer Null aK + bK = K. Wir erhalten also

PH(K) = (K2\{0})/~ = {la: ] | (a,b) € K*\ {0}},

indem wir fiir die Aquivalenzklassen kurz [a : b] statt [(a,b)] schreiben. Diese Schreib-
weise nennen wir homogene Koordinaten und halten fest, dass aufgrund der Re-
lation fiir alle A € K* stets [a : b] = [Aa : Ab] gilt.

Lemma 4.41. Die Abbildung

p: K —PY(K)

x> [z 1]
ist wohldefiniert sowie injektiv mit p(K) = {[l‘ : 1] ‘ x € K} und liefert zudem

PYK) =p(K)U{[1:0]}, (4.2)
IPY(K)| = |K| + 1. (4.3)

Beweis: wohldef.: Fiir z € K ist (x,1) € K2\ {0} und somit [z : 1] € P}(K).

injektiv: Seien z,y € K mit p(z) = p(y), d.h. [z : 1] = [y : 1], so existiert ein A € K*
mit Az =y und X -1 = 1. Daraus folgt sofort z = y.

Bild: p(K) = {[z : 1] ‘ z € K} gilt per Definition.
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: Um vorab zu sehen, dass die Vereinigung tatsdchlich disjunkt ist, setzen wir

?1] = [1:0] fur ein x € K. Somit existiert ein A € K* mit Az =1 und A-1 =0,
was zusammen den Widerspruch 0 = 1 liefert. Da die Teilmenge ,,0¢ klar ist, fehlt
jetzt nur noch die Umkehrung. Sei [a : b] € PY(K), so gilt (a,b) € K2\ {0}. Falls
nun b = 0 gilt, so ist a # 0 und somit a € K*, weshalb [a : b] = [a : 0] = [1 : 0].
Falls aber b # 0 und somit b € K* gilt, so setzen wir = := b~'a € K und erhalten
damit [a:b]=[b"ta: 1] =[z:1].

(4.3): Da p injektiv ist, gilt ‘p(K)‘ = | K|, weshalb die Gleichheit aus (4.2) folgt. O

Bemerkung 4.42. Durch die injektive Abbildung p aus kénnen wir
K als Teilmenge von P!(K) betrachten. Aus diesem Grund wird die Gleichung
oft so interpretiert, dass die projektive Gerade aus der affinen Geraden K und einem
Punkt im Unendlichen [1 : 0] besteht.

Wir erhalten noch eine weitere Moglichkeit, um die Elemente von P!(K) zu zihlen:

Lemma 4.43. Es existiert eine wohldefinierte, bijektive Abbildung von Mengen
¢:{UC K? | U Untervektorraum mit dimg U = 1} — PY(K).
Daher gilt insbesondere
‘Pl(K)‘ = ‘{U C K? } U Untervektorraum mit dimg U = 1}’

Beweis: Sei U C K? ein beliebiger Untervektorraum mit dimg U = 1. Somit gilt
U = (u)f fiir ein u = (ug,uz) € K2\ {0}. Wir setzen nun ¢(U) := [ug : us).

wohldef.: [u; : ug] € PYH(K) ist klar, da (uj,u2) # (0,0). Falls wir jedoch einen
anderen Basisvektor u € K2\ {0} wiihlen, also (u) = U = (u)f, so existiert ein
A€ K* mit (uy,us) =t = Au = (Aug, Aug). Da [ug : Ug] = [Aug : dug] = [ug = ugl,
ist ¢(U) wohldefiniert.

injektiv: Seien U, U’ C K? Untervektorrdume mit dimgx U = dimg U’ = 1 und
U = (uhe U = () Bir = (a1, 2), o = (o) € K62\ 0} sowie 6(U) = (U7,
Per Definition von ¢ gilt somit [uy : ug] = [u] : u}], weshalb ein A € K* existiert

mit (u1,u2) = (Auj, Auj). Daraus folgt wiederum U = (u)x = (u/) g = U’.

surjektiv: Fiir [ug : ug] € PY(K), also (u,u2) € K2\ {0}, definieren wir uns den Un-
tervektorraum U := ((u1, u2)>K C K?, der dimg U = 1 erfiillt, da (uy,u2) # (0,0).
Dann gilt schon ¢(U) = [u; : ug] per Definition von ¢.

insb.: Der Zusatz folgt aus der eben nachgewiesenen Bijektion der Mengen. O
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Mit diesem Wissen kénnen wir nun beweisen, um den Beweis von zu
beenden. Wir schreiben Ay = [Lo] fiir ein Gitter Lo von V. Mit 7 € o\ {0} C K*
ist TLo C Lo wieder ein Gitter und aus [Lemma 4.31| und [Lemma 4.34| folgt wegen
der Eindeutigkeit von {a, b} schon a = 1 = b und somit Lo/mLo = (0/70) & (0/70)
als 0-Moduln. Da die Multiplikation mit 7 auf beiden Seiten fiir beliebige Elemente

stets Null ergibt, erhalten wir die Isomorphie auch als (0 / wo)—Moduln, d.h. als R-
Vektorraume. Es gilt also Lo/ Lo = 82 und dimg (Lo / 7TL0) = 2. Als Néchstes wollen

wir die Isomorphie

{/1 € L] (A Ay) = 1} &~ {U C Lo/mLg ‘ U Untervektorraum mit dimgU = 1}

von Mengen beweisen. Fiir A € £ mit §(A, Ag) = 1 liefert angewandt
auf Ly genau ein Gitter L € A mit L C Ly und Ly/L = K. Aufgrund von
existieren eine o-Basis (el, 62) von Lg sowie a, b € Z, sodass (ﬁ“el, 7Tb€2) eine 0-Basis
von L ist und mittels erhalten wir a,b € N. Angenommen a > 0 und
b > 0, so liefert L C wLg einen Widerspruch zu [Punkt (b)| aus [Lemma 4.35, Sei

0B.d.A. a =0, dann ist b = |a — b| = 6([L], [Lo]) = 6(A, Ay) = 1 und daher

mLo = (me1, mez)o C (e1,mea)o = L.

Wir betrachten L/mLy und erhalten L/mwLo C Lo/mLg iiber die kanonische Einbet-
tung. Wie zuvor sehen wir, dass diese Teilmenge nicht nur als o-Moduln, sondern

auch als R-Vektorraume gilt. Nun ist

1= dlmﬁ(ﬁ) = dlmﬁ(Lo/L) = dlmﬁ((Lo/ﬂ'Lo)/(L/ﬂ'Lo))
= dimﬁ(LQ/ﬂ'L(]) - dlmﬁ(L/ﬂ'Lo) =2— dlmﬁ(L/ﬂ'Lo)

und somit dimg (L/ 7TL0) = 1 erfiillt, weshalb wir zeigen miissen, dass die Zuordnung
A+ L/7Lg bijektiv ist.

injektiv: Falls aus dieser Konstruktion fir A, A" € £ mit §(A, Ag) =1 =6(A, Ap)
Gitter L € A und L' € A’ hervorgehen mit L/nLy = L'/wLg, dann folgt L = L’
und somit A = [L] = [L'] = A’. Das sehen wir, indem wir fur [ € L die Klasse
I+ mLy € L' /wLy betrachten. Wir schreiben daher | = I’ + 7lgp mit I’ € L' sowie
lo € Lo und erhalten wegen mLy C L’ bereits [ € L'. Die Beziehung L D L’ sehen

wir analog.

surjektiv: Ist U C Lg/mLg ein Untervektorraum mit dimgU = 1, so konstruie-
ren wir nun ein Gitter L C Lo mit Ly/L = K. Fir A := [L] € L gilt laut
dann (A, Ag) = 1. Um dies zu erreichen, schreiben wir U = {[e1]) &
mit e; € Lo und ergéinzen diesen Vektor zu einer &-Basis ([e1], [e2]) von Lo/mLo

mit ez € Ly. Nach dem Lemma von Nakayama kénnen wir diese Basis heben (ver-
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gleiche Korollar 3 aus Abschnitt 2.8 von |[Rei95, S. 44]), weshalb Ly = (e1,e2),
gilt. Daher erhalten wir durch die Definition L := (e1,mes), C Ly wieder ein Git-
ter, weil (e1,me2)x = (e1,ea)k = (Lo)x = V gilt, da m € K* und Ly ein Gitter ist.

liefert Lo/L = (0 / 7T00) & (0 / 7r10) >~ R und wegen der Eindeutigkeit
der Zuordnung wird A auf L/mwLg abgebildet. Es ist e; € L und [e1] # 0 in Lo /7 Lo,
da [e1] eine R-Basis von U bildet. Somit ist auch [e;] # 0 im Untervektorraum
L/m Ly und daher eine & Basis dieses eindimensionalen Vektorraums, wodurch wie
gewiinscht L/wLo = ([e1]), = U gilt.

Mit der soeben bewiesenen Isomorphie von Mengen erhalten wir
‘{A € L] 6(A,Ag) = 1}] - ’{U C Lo/nLo ) U UVR mit dimg U = 1}‘
— ‘{U c /2 ( U UVR mit dimg U = 1}‘

— [PUS)|  (nach [omma 103

(14.3)
R +1=q+1,

womit Gleichung (4.1]) wegen d(A4, Ag) = §(A, Ag) bewiesen ist. O
Aufgrund von [Satz 4.38| schreiben wir ab nun X, fiir den Graphen ‘B und wollen
als Néchstes eine Operation von GLy(K) auf diesem (g+1)-reguliren Baum, genauer

auf der Knotenmenge V(X,11) = £ konstruieren:

Definition 4.44. Wir definieren

@GLQ(K)X;C‘)L
(A,[L]) » Ae[L]:=[A-L].

Lemma 4.45. ,©“ ist eine Operation von GLa(K) auf L.

Beweis: Da GLy(K) eine Gruppe und £ eine Menge ist, miissen wir die Wohldefi-

niertheit der Abbildung ,,®“ sowie die Eigenschaften @ und @ aus [Definition 4.18

nachrechnen. Seien dazu A, B € GLy(K) und sei [L] € £ mit einem Gitter L von V.

Wegen [Lemma 4.29| existieren l1,lo € L, die linear unabhéngig tiber K sind, sodass
L = (l1,l2)o und V = (I3, l2) i gilt.

wohldef.: Da L C V = K? gilt und laut [Lemma 4.17|die Abbildung A-_ : K? — K?

ein K-linearer Isomorphismus, d.h. insbesondere o-linear ist, berechnen wir explizit
A-L=A-(l1,la)o =(A-11,A-l3), CV.

Somit liegen Aly und Als in A - L und sind ebenfalls linear unabhéngig tiber K,
womit wir V' = (Aly, Als) i erhalten. Es folgt, dass A-L wieder ein Gitter von V ist,
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weshalb A®[L] = [A- L] € L gilt. Zudem ist die Definition von A ® [L] unabhéingig
von der Wahl des Représentanten L, denn falls [L] = [L'] fiir ein weiteres Gitter
L’ von V gilt, so existiert ein x € K* mit L' = x ¢ L = z - L und wir folgern
aus der K-Linearitiat von A-_ dass A- L' = A-(x-L) =z -(A- L) und somit
AL =]A-L'] =[A- L] = A®[L] erfillt ist. Dariiber hinaus rechnen wir wegen

L C V nach:
10
L

(b} (A-B)®[L]=[(A-B) L] =[A-(B-L)] =A0[B-L]= A6 (Bo[L]). O

Loy ) © [L] = [lan,k) - L] = = [L],

Lemma 4.46. Fir jedes A € GLo(K) ist die Abbildung A® _ : L — L ein Auto-

morphismus des Graphen Xgy1.

Beweis: Es gilt £ = V(X,41) und wegen |Lemma 4.45|ist die Abbildung A ® __fiir
alle A € GL2(K) wohldefiniert.

bijektiv: Da GL2(K) eine Gruppe ist, erhalten wir A~! € GLy(K) und somit eine
weitere wohldefinierte Abbildung A=' ® _ : £ — L, die wegen der Eigenschaften
von ,®% als Operation die Umkehrabbildung zu A® __ ist. Somit ist A® __ bijektiv.

Kanten: Laut [Lemma 4.31| existieren fiir A = [L], A’ = [L'] € £ mit Gittern L, L'

von V eine o-Basis (61, 62) von L sowie a,b € 7Z, sodass (7Ta€1,7Tb€2) eine o0-Basis

von L' ist und es gilt 6(A, A") = |a — b|. Erneut bemerken wir vorab, dass wegen
(e1,e2)k = (L)g =V und dimg V = 2 die Familie (el, 62) auch eine K-Basis von
V' darstellt, analog fiir (ﬂ“el,ﬂbeg). Daher sind (A 61,A€2) und (TraA e1, A 62)

jeweils linear unabhéngig iber K und eine o-Basis von A-L bzw. A-L’. Wir folgern
S(AoAAGAN) = 6([A - L], [A- L’]) =la—b] =6(A,A)
und somit per Definition von E(X,41) insbesondere

(AN} €EXy) & {A0A, A0 A} € B(Xyp1). O

Bemerkung 4.47. Der (¢+1)-regulédre Baum X, heift Bruhat-Tits-Baum von
GL2(K), genauer eigentlich von SLy(K).

Lemma 4.48. Die Operation ,,® “ von GLo(K) auf L ist transitiv.

Beweis: Fiir [L],[L'] € L existieren laut [Lemma 4.31| eine o-Basis (e1,e2) von L

sowie a,b € Z, sodass (7Ta61,7['b62) eine o0-Basis von L’ ist, wobei es sich jeweils

auch um K-Basen von V handelt, wie wir bereits an einigen Stellen bemerkt haben.
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Indem wir die erste Basis auf die zweite abbilden, erhalten wir einen Isomorphismus,

dessen zugehorige Matrix das gewtinschte Ergebnis liefert. Explizit setzen wir

o) (7 ) o o) oo

da (61, 62) eine K-Basis von K2 und 7% - 7t = 79t0 ¢ K* ist. Wir erhalten somit
A-L=(A-e1,A e3), = (my, ), = L, woraus A®[L] = [A-L] = [L'] folgt. O

Als Néchstes betrachten wir die Abbildung

¢ K* = GLa(K)

z 0
T — ,

die wegen der Definition von GL2(K) sowie der Matrizenmultiplikation ein wohldefi-
nierter Gruppenhomomorphismus ist. Da Ker(¢) = {1x} gilt, ist ¢ injektiv, womit
wir mittels dieser Einbettung K* C GLy(K) als Untergruppe verstehen konnen.
Des Weiteren ist GLa(0) = {A € 02*? | det(4) € o*} eine Gruppe, die wegen
0o C K in GLa(K) enthalten ist und somit ebenfalls eine Untergruppe bildet. Wie
wir bereits gesehen haben, ist 0% ein Gitter von V, weshalb wir z¢ := [02] € L als

Whurzel von X1 betrachten kénnen, da alle Knoten eines reguldren Baumes (wie in

Abschnitt 2.2| festgestellt) die gleichen Eigenschaften besitzen.

Lemma 4.49. Der Stabilisator von g in GLo(K) ist
GL2(K).Z‘0 = K*. GLQ(U)
Beweis: Durch Anwenden der Definitionen erhalten wir

GLy(K),, = {A € GLy(K) | A® xo = mo}
= {4 eara(r) | [4-07) = [o7]}
={A€GLy(K)|Jz € K*mit A-0® =z -0°},

weshalb wir {A € GLy(K) ‘ Jz € K* mit z7'4 - 0% = 0?} = K* - GLy(0) zeigen

kénnen, um die Aussage zu beweisen.

D: Fir y € K* C GLp(K) und B € GLy(0) C GLy(K) gilt A := yB € GLy(K).
Wir setzen z := y € K* und erhalten 2714 - 0% = y 'yB - 0?> = B - 0% = 02, weil

B - :0% — 0? laut |[Lemma 3.18| ein 0-Modulisomorphismus ist.

C: Ist A € GLy(K) und x € K* mit 2714 - 0% = 02, so ist die damit wohldefinierte
Abbildung 27 1A : 0% — 0? surjektiv. Da 0% C K? gilt und x sowie A invertierbar
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sind, ist die Abbildung auch injektiv und laut der Definition der Matrizenmultipli-
kation somit ein o-Modulisomorphismus. [Lemma 3.18| liefert 7t A € GL2(0) und
daher gilt A=z -271A € K*- GL3(0). O

Lemma 4.50. K* GLg(0) ist eine Untergruppe von GLa(K) und die Abbildung

A-K*GLy(0) — [A-0?]

ist wohldefiniert und bijektiv.

Beweis: Wegen [Lemma 4.49| kénnen wir [Lemma 4.19|[Punkt i)| anwenden, weshalb
K*GLay(0) eine Untergruppe von GLo(K) ist. [Lemma 4.19|[Punkt iii)| liefert dann,
dass die Abbildung

¢ : GLQ(K)/K* GLQ(O) — GLQ(K) ©® x9
A-K*GLy(0) » A®zg = [A-07]

wohldefiniert und bijektiv ist. Da ,,©* laut [Lemma 4.48| transitiv ist, folgt bereits
GLo(K) ® 2o = £ aus [Bemerkung 4.21| und somit die Behauptung. O

Definition 4.51. Fiir einen Ring R definieren wir die kompakte Induktion durch

f ist eine Abbildung von Mengen
it f(AB) = f(A) fir all
St (R = 4§ GLo(k) — g | 0 A = 1) 7 alle
210 A € GLy(K),B € K*GLa(0) und
supp(f)/K* GLa(0) ist endlich

c-ind

Bemerkung 4.52.

i) Analog zu |Definition 3.21|ist der Trager von f definiert durch

supp(f) := {A € GLy(K) | f(A) # Or}.

ii) Da K* GLgy(0) laut [Lemma 4.50|eine Untergruppe von GLg(K') und somit selbst
eine Gruppe ist, konnen wir auf der Menge supp(f) C GL2(K) durch

A~A o ATTA € K*GLy(o)
fir A, A" € supp(f) eine Aquivalenzrelation definieren. Mit supp(f)/K* GLa(o)

bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen, die wir aufgrund der Eigen-

schaften fir f € c—indg;léf;( 0)(R) genau beschreiben koénnen. Es gilt
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[A] = {A’ € supp(/) ‘ A~ A} ={A €supp(f) ‘ A7TA e K* GL2(0)}
={AB| B € K*GLy(0)} = A- K* GLy(o0)

fir A € supp(f), da in diesem Fall f(AB) = f(A) # Og fiir alle B € K*GL2(o0)

erfillt ist. Somit erhalten wir

supp(f)/K*GLz(0) = {A- K*GLy(0) | A € supp(f)} (4.4)
g GLQ(K)/K* GLQ(O).

GL2(K)

Lemma 4.53. ¢ -indK* GLa(o)

(R) ist ein R-Modul.

%‘éﬁ)(o)(}%) definieren wir die Addition und R-Multiplikation

durch (f,g) — f + g sowie (r, f) = 7 f mit (f + g)(4) := f(A) + g(A) sowie
(r- f)(A) :==r- f(A) fir A € GLy(K). Wenn wir zeigen konnen, dass f + g und
r - f wieder die geforderten Eigenschaften haben, kénnten wir die R-Modulaxiome
mithilfe der Ringaxiome von R nachrechnen. Dabei ist 0 € c—indg;éfz(o)(R) die
Abbildung, die jedem Element aus GL2(K') den Wert Or zuordnet.

Beweis: Auf c-ind

f + g: Durch die oben genannte Definition erhalten wir eine Abbildung von Mengen
f+9:GLa(K) = R, die fiir alle A € GLy(K) und B € K* GL3(0)

(f +9)(AB) = f(AB) + g(AB) = f(A) + g(A) = (f +9)(A)
erfiillt. Wie in sehen wir supp(f + ¢) C supp(f) Usupp(g), sodass mit
supp(f + g)/K* GLa(0) C supp(f)/K™* GLz(0) Usupp(g)/K* GLz(0)

folgt, wobei Letzteres nach Voraussetzung endlich ist.

r - f: Die Eigenschaften von r- f kdnnten wir auf analoge Weise nachrechnen, wiirden
jedoch supp(r - f) C supp(f) wie in (3.2)) fir den letzten Schritt nutzen. O

Nun konnen wir wie in [Kapitel 3{den R-Modul C.(Xy+1, R) betrachten, fiir den wir
wichtige Ergebnisse wie [Satz 3.33| und [Korollar 3.48| festhalten konnten.

Lemma 4.54. Die Abbildung

. GL2(K
¢* : Co(Xg1, R) > ¢ -1ndK*2(§L2)(a)(R)

= o*(f) definiert durch
(6*(1)(A) = £(#(4 - K*GLa(0)) = £ ([A-0%])

ist ein Isomorphismus von R-Moduln.

60



Beweis: Wir haben festgestellt, dass sowohl C,(X411, R) als auch c- indgﬁéﬁ)(o) (R)

laut [Lemma 4.53| R-Moduln sind. Somit miissen wir zeigen, dass ¢* wohldefiniert,

R-linear beziiglich dieser Modulstrukturen sowie bijektiv ist.

wohldef.: Wir betrachten die Restklassenabbildung GLa(K) — GLo(K)/K* GL2(0)
sowie die Abbildung ¢ : GLa(K)/K* GLa(0) — L, die wegen [Lemma 4.50] wohldefi-
niert ist und erhalten durch die Verkettung von f nach ¢ nach der Restklassenabbil-
dung fiir f € Ce(Xg+1, R), also f: V(X441) = £ — R, eine Abbildung von Mengen
¢*(f) : GL2(K) — R. Da als Erstes die Restklassenabbildung angewandt wird,
besitzt qS*(f) die Eigenschaft (6*(f))(AB) = (¢*(f))(A) fiir alle A € GLy(K) und
B € K*GLs(0). Mit (| und der Bijektivitdt von ¢ aus m folgt

supp (¢*(f))/K* GLa(o)

_ ‘{A - K* GLg(0) ‘ Ac supp(ﬁb*(f))}‘

= [{6(4- K*GLao ] A€ GLo(K) mit f(§(A- K*GLa(0))) # 0r }

= [{Ae | £(a) #0R}| = [supp(f) | < oc.

R-linear: Fiir f,g € Cc(Xg41, R) und r € R kénnten wir ¢*(f + g) = ¢*(f) + ¢*(9)
und ¢*(r - f) = r - ¢*(f) zeigen, indem wir die Gleichheit auf den Argumenten
mithilfe der Modulstrukturen von C,(Xg41, R) und c- indfgféi)(o) (R) nachrechnen.

injektiv: Wir zeigen Ker(¢*) {OCC Xqi1,R } Sei also f € C¢(Xg441,R) mit
¢*(f) =0, so existiert fiir ein beliebiges Element A € £ wegen der Surjektivitit
von ¢ auseln A € GLy(K) mit ¢(A-K*GLa(0)) = A und wir erhalten
F(4) = f(6(A- K*GLs(0)) ) = (¢*())(A) = Or. Daber gilt f = 0c,(x,,, 5)-

surjektiv: Sei g € c- indgfc(}fz)(o)(R) beliebig. Wie im Beweis der Injektivitat schrei-

ben wir A = ¢(A - K*GLz(0)) mit A € GL2(K) und setzen f(A) := g(A) € R.
Diese Definition ist wohldefiniert, denn falls auch ¢(A’ - K* GLy(0)) = A mit
A" € GLy(K) erfiillt ist, folgt aus der Injektivitiat von ¢, dass A’ = AB mit
B € K*GLsa(0) gilt und die Eigenschaft von g liefert dann g(A’) = g(AB) = g(A).
Wir haben also eine Abbildung f : £ — R definiert fiir die wir analog zu oben
|supp(f) | = |supp(g)/K* GLa(0) | < co und somit f € Ce(Xq41, R) erhalten. Fiir
A € GLy(K) gilt nun (¢*(f))(A) = f(¢(A K+ GLQ(O))) = f(A) = g(A) und
somit ¢*(f) = g. O

Als Néchstes wollen wir auf den beiden betrachteten R-Moduln GLa(K)-Operatio-

nen definieren, die ¢* schlieBlich GLg(K)-dquivariant machen.
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Definition 4.55. Wir definieren

QLo (K . GLy(K
K*éLg(a)(R) —C 'de*chLg)(o)(R)

(A, f) = A.f mit (A.f)(A) = f(AT'A)  und
o ! GLQ(K) X CC(Xq+1, R) — CC(Xq+1, R)
(A, f) = Aof mit (Aof)(A) == f(AT1 @ A).

.1 GLa(K) x c-ind

GLy(K)
K*GLa(o) (1)

5o ist eine R-lineare Operation von GLo(K) auf Co(Xgq1, R) und ¢* ist beziiglich

dieser Operationen GLa(K)-dquivariant.

Lemma 4.56. ,,.“ ist eine R-lineare Operation von GLa(K) auf ¢ -ind

Beweis: Fiir den ersten Teil des Lemmas miissen wir, da GLo(K) eine Gruppe

und c- ind%ﬁéﬁ) 0) (R) eine Menge ist, die Wohldefiniertheit der Abbildung ,,.¢, die
Eigenschaften @ und aus [Definition 4.18| sowie die R-Linearitdt nachrechnen.

Seien dazu A, A € GLy(K), f,g € c- ind?;igﬁ)(o) (R) und 1, s € R.

wohldef.: Fiir A’ € GLy(K) ist (A.f)(A") = f(A™'A) € Rund A.f : GLy(K) - R
somit eine Abbildung von Mengen. Diese erfiillt zudem fiir alle B € K* GLy(0) die
Eigenschaft (A.f)(A'B) = f(A'A’'B) = f(A'A") = (A.f)(A’). Zuletzt nutzen
wir, dass A7!-_ : GLo(K)/K* GLa(0) — GLa(K)/K* GLa(0) eine wohldefinierte
und bijektive Abbildung ist, um mit Gleichung

supp(A.f)/K* GLQ(U)} = ‘{A’ - K*GLy(0) | A’ € supp(A.f)}‘
= [{A71 4" K*GlLa(o) | A’ € GLy(K) mit f(A™1A") £ oR}]
= |{4” K* GLa(o) | A” € GLy(K) mit f(A”) # oR}‘

= |supp(£)/K* GLa(0) | < o0

zZu zeigen.
Fiir alle A" € GL2(K) gilt (lap,)-f)(A) = f(lg1,x0A) = f(A)) und somit
laLyx)-f = [

@ Es gilt A.(A.f) = (AA).f, denn wir rechnen fiir alle A’ € GLy(K) nach, dass

(A(AP)A) = (Af)(ATTA) = F(ATTATIA) = F((AA) 1A = ((AA).f)(A).

R-linear: A.(rf +sg) =r-(A.f)+ s (A.g) ist erfiillt, denn fur A’ € GLg(K) gilt

(A-(rf +59))(A) = (rf +59) (A7 A) =1 f(ATIA) + 5 g(A7'A)
=71 (Af)(A)+s- (Ag)(A)=(r-(Af)+s-(A.g))(A).
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Fiir den zweiten Teil des Lemmas miissen wir, da auch C.(X441,R) eine Menge
ist, die Wohldefiniertheit der Abbildung ,,.“, erneut die Eigenschaften @ und @
aus [Definition 4.18 sowie die R-Linearitéit nachrechnen. Seien dazu A, A € GLy(K),
f[,9€ Ce(Xg41,R) und 1,5 € R.

wohldef.: Da laut [Lemma 4.46| auch die Abbildung A~'® _ : £ — L bijektiv ist,
erhalten wir, dass A.f : V(X441) = £ — R eine Abbildung ist mit

[supp(Aof) | = [{A € £] (A7 © 4) # 0}

—{atoaec| (a7 ©) £ 0r}

=|{rec] f(A/)7é0R}‘ = | supp(f) | < oo.

()} Fiir alle A € £ gilt (lgp,r)ef)(A) = f(15;2(m ® A) = f(A) und somit
lary(ryef = 1

Unter Verwendung, dass ,,®“ laut [Lemma 4.45|eine Operation ist, erhalten wir

Z(Zo f) = (AA).f, indem wir fiir alle A € £ nachrechnen, dass

(Ao(AD)(4) = (Af) (AT 0 4) = F((ATMAT © 4)
= f((AA)~ © A) = ((AA).f)(A).

R-linear: Es gilt Ao(rf 4+ sg) =7 (Aof) + s (Aog), denn fir A € L ist

(A(rf +359))(A) = (rf+sg) (A 0A) =r f(AT oA +s-g(A 0 4)
=r. (Aof)(/l) +5- (Aog)(/l) = (r (Aof) + s+ (Aog))(/l).

Zuletzt rechnen wir noch nach, dass ¢* beztiglich dieser beiden Operationen GLy(K)-
dquivariant ist. Dazu seien f € C¢(Xg41, R) und A, A" € GLy(K) beliebig. Es gilt

(6*(Ae)(A) = (Aof) ([ 0%]) = (A7 0 [4-07])
= F([A7A7- %] ) = (65(N) (AT A') = (A0%(1)(A)
und somit ¢*(A.f) = A.0*(f). O

Fiir die wesentlichen Ergebnisse in [Kapitel 3| war es wichtig, C.(X4+1, R) auch als
R[T]-Modul zu betrachten. Wir wollen nun priifen, ob die Operation ,, . auch mit

dieser Struktur harmoniert.
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Lemma 4.57. ,.“ ist eine R[T]-lineare Operation von GLa(K) auf Ce(Xg11, R).

Beweis: Wegen|Lemma 4.56|reicht es aus, fiir alle A € GLa(K) und f € Ce(Xg+1, R)
zu zeigen, dass Ao(T - f) =T - (A.f) gilt. Fir A € £ rechnen wir nach, dass

(AT - )N =T (AP 0= > f(4A) und

Oy
(T (Aaf))(A) = D (Af)(A) = D f(A oA
bt s

erfillt ist. liefert die Mengengleichheit
{(HeL|A~AroA={AT"0A eL|A ~ A}

und somit bereits die Gleichheit der vorherigen Terme, denn einerseits schreiben wir
A=A"1®A6 A und erhalten dann A ©® A’ ~ A® A~ ® A = A und andererseits
ist Ao A" € Lmit A1 A ~ A7 © A wegen A" ~ A. O

GL2(K)
K*GL2(o

seller spharischer Heckemodul genannt und man kann zeigen, dass die soge-

Bemerkung 4.58. Die kompakte Induktion c-ind )(R) wird auch univer-

nannte sphirische Heckealgebra von GL2(K)

. 1GLy(K
H := Endgp, k) (C‘ 1ndK*2C(4L2)(0) (R))

K*GLa(o

. GLy(K) indS2(K)  p
— : - d % R - d
2 {(p c-indgdar, o) (B) = c-in () GLy(K)-dquivariant

© ist R-linear und }

eine R-Algebra beziiglich der Verkniipfung von Abbildungen ,,0¢ ist, fiir die H = R[T]
gilt. (Vergleiche Proposition 4 aus Abschnitt 2.1 von [BL95, S. 7].) Des Weiteren rech-

net man nach, dass durch f-¢ := ¢(f) fir alle f € c-ind¥t2(f) (R) und ¢ € H die

K*GLa(o0)
?(I;éi?(o) (R) zu einem H-Rechtsmodul wird. Uber den Iso-

morphismus aus |[Lemma 4.54|entspricht die H-Modulstruktur von c- ind?;éfg(o) (R)

der R[T]-Modulstruktur von C¢(Xg41,R). Sie ist von zentraler Bedeutung in dem

kompakte Induktion c-ind

Artikel |BL95|, wie wir im Folgenden erldutern.

4.4 Existenz einfacher Quotientendarstellungen von GL2(K)

Da dieses Kapitel von Darstellungen der Gruppe GLy(K) als Anwendung des Frei-
heitssatzes handelt, werden wir zunéchst die zugehorigen Begrifflichkeiten allgemein
betrachten, wofiir wir Kapitel 1 von [Mai02] zurate ziehen.

Sei im Folgenden R ein Ring, M ein R-Modul und G eine Gruppe.
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Definition 4.59. Eine R-lineare Darstellung von G ist ein Gruppenhomomor-
phismus o : G — GL(M) = {gp M - M ‘ @ ist ein R—Modulisomorphismus}.
M heifst Darstellungsraum von G, wird jedoch oft auch mit ,Darstellung von G “

bezeichnet.

Definition 4.60. M heifit G-R-Modul, falls es eine Abbildung * : G x M — M
gibt, sodass fiir alle m,m' € M,g,h € G,r,s € R gilt:

(a) 1lg*m=m,
(b)  (g-h)xm=gx*(hxm),

(c) gx(r-m+s-m)=r-(gxm)+s-(gxm).

Im Grunde sind uns die Konstruktionen aus [Definition 4.59| und [Definition 4.60|
schon aus [Definition 4.25| bekannt, denn:

Lemma 4.61. Die Begriffe ,R-lineare G-Darstellung®, ,G-R-Modul® und ,,R-lineare

G-Operation® sind dquivalent.

Beweis: Die Definition eines G-R-Moduls M ist die kompakte Version der Defini-

tion einer R-linearen Operation von G auf dem R-Modul M (vgl. [Definition 4.18

und [Definition 4.25). Die Aquivalenz dieser Begriffe gilt also per Definition.

Um aus einer R-linearen Darstellung o ein G-R-Modul zu erhalten, setzen wir
g*xm :=0(g)(m). Umgekehrt definieren wir o(g) := ¢g * _ und konnten dann in

beiden Fallen die Definitionen nachrechnen. O

ist der Grund dalfiir, dass diese Begriffe oft nicht genau unterschieden
werden. Wenn wir also spéter einige Darstellungen genauer betrachten, interessieren
wir uns oftmals nur fir den Darstellungsraum. Dies ist auch vollkommen ausrei-
chend, wenn uns klar ist, auf welche Weise GG darauf R-linear operiert, da wir gerade
gesehen haben, wie wir die Darstellung (als Gruppenhomomorphismus) wieder da-

raus erhalten konnen.

Definition 4.62. Eine R-lineare Darstellung o von G bzw. der G-R-Modul M als
Darstellungsraum heifst irreduzibel oder auch einfach, falls M # 0 gilt und M

keine nicht-trivialen G-stabilen R-Untermoduln besitzt.

Definition 4.63. Ist M ein G-R-Modul und N C M ein G-stabiler R-Untermodul,

so nennen wir die zu M /N zugehirige Darstellung die Quotientendarstellung.

Ohne dies explizit zu nennen, haben wir mit [Lemma 4.56| bereits zwei R-lineare
Darstellungen von GLa(K) studiert, die wir mithilfe des GLa(K)-dquivarianten

Isomorphismus ¢* von R-Moduln aus [Lemma 4.54| vergleichen konnten. Mittels
Lemma 4.57 haben wir sogar eine R[T]-lineare Darstellung von GLy(K) erhalten,

die wir im Folgenden noch genauer betrachten wollen.
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Korollar 4.64. Fir jedes Ideal I C R[T] ist der R[T]-Untermodul I-C¢(Xg+1,R)
von Ce(Xg41, R) stabil unter der Operation ,, . “ von GLa(K). Insbesondere trigt der
Quotient Co(Xg41, R)/I1-Ce(Xy41, R) eine R-lineare Operation von GLa(K).

Beweis: Zunéchst ist die Menge

[-Co(Xge1, R) = {ZPz’(T) fi

i=1

pi(T) €l fi € C’C(Xq+1,R)}

firi=1,...,nmitn €N

ein R[T]-Untermodul von C¢(Xg41, R), denn zum Einen ist die Addition zweier sol-

cher Summen natiirlich wieder von der gewiinschten Form und zum Anderen gilt fiir

q(T) € R[T] und Zn:lpz( ) fi € I-Ce(Xg41, R) wieder

7)Y piT) fi=Y_ a(T)pi(T)-fi € I-Ce(Xg41, R),
= =1 el

weil I ein Ideal ist. Fiir die Stabilitdt unter GLy(K') miissen wir nachrechnen, dass

GLa(K)o(I-Ce(Xg41, R)) C I-Ce(Xg41, R) gilt. Da laut [Lemma 4.57) die Operation
o sogar R[T|-linear ist und I C R[T], ergibt sich fiir alle A € GLy(K) sofort

Ao( pz(T) fz) = pz(T) . A f; S ICC(X ,R)
; z; Aefy 041

€Cc(Xg+1,R)

Da C.(X4+1, R) laut [Lemma 4.57 und [Lemma 4.61|ein GLy(K)-R[T]-Modul ist und
wir soeben gesehen haben, dass wir mit I-C.(X,41, R) einen GLg(K)-stabilen
R[T]-Untermodul davon erhalten, folgt bereits, dass C.(Xq41, R)/I-Ce(Xg41, R) ein
GL2(K)-R[T]-Modul ist, also insbesondere eine R-lineare Operation von GLgy(K)
tragt. O

Mit diesem Korollar haben wir also eine ganze Reihe neuer R-linearer Darstellungen
von GLa(K) konstruiert, die wir weiter untersuchen kénnen. Dabei interessieren wir
uns besonders fiir einfache Darstellungen von GLo(K). Es stellt sich heraus, dass wir
unseren Freiheitssatz , bzw. das zugehorige [Korollar 3.48| aus [Kapitel 3|

anwenden konnen, um solche Darstellungen zu erhalten.

Satz 4.65. Fir jedes echte Ideal I C R[T] besitzt die R-lineare GLy(K)-Darstellung
Ce(Xg41, R)/I-Ce(Xg41, R) eine R-lineare Quotientendarstellung, die einfach ist.

Beweis: Laut [Definition 4.62| sowie [Definition 4.63| suchen wir einen GLg(K)-

stabilen R-Untermodul N von C.(Xgy1,R)/I-Ce(Xgy1,R), fir den bereits
(Ce(Xg+1, R)/1-Ce(Xg41,R)) /N # 0 gilt und dieser Quotient keine nicht-trivialen
GL2(K)-stabilen R-Untermoduln besitzt. Um die Existenz eines solchen N spater

66



mithilfe des Lemmas von Zorn beweisen zu kénnen, benétigen wir zunéchst jedoch

I-Ce(Xg41, R) € Ce(Xg41, R). Wegen |[Satz 4.38 kénnen wir [Korollar 3.48( anwenden,

woraus C¢(Xq41, R) = @ R[T] als R[T]-Moduln mit passender unendlicher Index-

menge Vg folgt. Wir erhalten I-Cc(Xg41,R)=1- @ R[T] = @ I-R[T] wegen
AEVE AEVE
I € R[T] und somit ebenfalls als R[T]-Moduln

Ce(Xg11, R)/I-Ce(Xg1, R)= @ R[T]/ @ I-R[T)= @ R[T)/I-R[T]#0,

AEVi AEVE
A€VE 40, da ICRIT)

also die gewiinschte Aussage I-Ce(Xg41, R) € Ce(Xg41, R). Wir definieren

=

g du M ist ein GLg(K)-stabiler R-Untermodul
' mit I-Co(Xg41, R) € M C Co(Xy41, R)

und bemerken, dass S # () wegen I-Ce(Xg441, R) € S gilt. S ist mit der Relation ,,C*

eine teilgeordnete Menge, fiir die wir nun zeigen wollen, dass jede totalgeordnete

Teilmenge @ C S eine obere Schranke M € S besitzt. Fir Q = () konnen wir als

obere Schranke I-C,(Xg41, R) verwenden. Ist Q C S eine nicht-leere, totalgeordnete

Teilmenge, so ist ) = {Mj es ‘ jed } fiir eine passende Indexmenge J # (). Wir

setzen M := |J M;, denn dann gilt M; C M fiir alle j € J, weshalb M eine obere

Schranke VonJEQJ ist. Es bleibt also nur M € S nachzurechnen.

Untermodul: Da M; € S fir alle j € J gilt, d.h. insbesondere M; C C.(X441, R),
erhalten wir M C C.(X q+1,R). Fiar m,m’ € M gilt per Definition m € M; und
m' € Mj fiir passende j, 5/ € J. Da @ totalgeordnet ist, gilt 0.B.d.A. M; C M; und
somit m +m’ € M; C M, da M; ein R-Untermodul von C¢(Xg41, R) ist. Zudem
erhalten wir aus dem gleichen Grund fiir » € R, dass r-m € M; C M gilt. Damit
haben wir gesehen, dass M ein R-Untermodul von C.(Xg11, R) ist.

stabil: Sei A € GLo(K) und m € M, d.h. m € M, fir ein j € J. Da M; € S nach
Voraussetzung GLg (K )-stabil ist, erhalten wir Aem € M; C M, womit wir gezeigt
haben, dass auch M stabil unter GLy(K) ist.

I-Co(Xg+1,R) € M: Wegen J # () existiert ein j € J und aus M; € S folgern wir
bereits die Eigenschaft I-C.(X441,R) € M; C M.

M C C.(X4+1, R): Da wir gesehen haben, dass M ein R-Untermodul von C.(X4+1, R)
ist, bleibt nur noch M # C.(Xy41, R) zu zeigen. Wir nehmen M = C.(X,41, R) an
und fithren dies zu einem Widerspruch. Wegen xy = [02] € L = V(X441), folgern

wir 1., € Ce(Xgq1, R) = M = |J M; und somit 1,, € Mj, fir ein jo € J. Wenn es
jeJ
uns gelingt, daraus zu folgern, dass dann schon M;, = C.(Xq+1, R) gilt, steht dies
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im Widerspruch zu Mj, € S. Die Beziehung M;, C C.(X4+1, R) gilt per Definition.
Sei anders herum f € C’C( ¢+1, R), so schreiben wir f mittels|Lemma 3.24]als end-

liche Linearkombination f = >  r41,4 mit 4 € R fiir alle A € £, wobei fast alle
AeL

Koeffizienten 0 sind. Da laut [Lemma 4.48| die Operation ,,®“ von GLy(K) auf £
transitiv ist, existiert fiir jedes Element A € £ ein Ay € GLy(K) mit Ay ©xg = A.

Fiir ein beliebiges A’ € £ berechnen wir

B 1p falls A7 O A =z,
(Anollyy)(A) =14 (A @A) = A
Or sonst

1gp falls A’ = A4 ® x,
= = ]lAA(Dro (A,)v
Or sonst

weshalb Ajoly, = 14,00, in Ce(Xg41, R) gilt. Wir folgern

= Z raly = Z TA]IAAG-TO Z ra- A/1° r0 307

AeLl AeL AeL EMJO

da 1., € Mj, und M;, ein GLa(K)-stabiler R-Untermodul ist.

Da wir insgesamt gezeigt haben, dass S eine induktiv geordnete Menge ist, lie-
fert die Existenz eines maximalen Elementes Mpyax € S. An dieser Stel-
le bemerken wir zudem, dass unser Vorgehen mit dem Beweis von Proposition 11
aus Abschnitt 2.3 von [BL95, S. 10] vergleichbar ist. Per Definition von M.y gilt
somit {M’ e S ‘ Mpax C M’} = {Mmax} und Mpax ist ein GLg(K)-stabiler
R-Untermodul mit I-C.(Xg4+1, R) € Mmax C Ce(Xg41, R). Uber die kanonische Ein-
bettung erhalten wir daher N := My,ax/1-Ce(Xg41, R) € Co(Xg41, R)/1-Ce(Xg41, R)
ebenfalls als GLa(K)-stabiler R-Untermodul. Da Mpyax # Ce(Xg4+1, R) konnen wir

zudem

(CC(XQ-H’ R)/I'CC(Xq—Hv R))/(MmaX/I'CC(Xﬁ-lv R)) = CC(Xq-i-h R)/Max # 0

nachrechnen, weshalb wir nur noch beweisen miissen, dass dieser Quotient keine
nicht-trivialen GLy(K)-stabilen R-Untermoduln besitzt. Sei MCcC, (Xg41, R)/ Mmax
ein GLg(K)-stabiler R-Untermodul, so liefert das Urbild von M unter der Projek-
tion Ce(Xg41, R) = Ce(Xg41, R)/Mmax wie in der linearen Algebra einen GLy(K)-
stabilen R-Untermodul M’ mit Mpax € M’ C Ce(Xg41, R) und M = M’ | Miax.
Die Stabilitét bleibt dabei erhalten, weil die Projektion GLy(K)-dquivariant ist. Da
stets I-Ce(Xgq1, R) € Mmax € M’ gilt, konnen wir zwei Falle betrachten.

Fall 1: Wenn M’ = C.(X441, R) erfiillt ist, sehen wir, dass M = C,(X g+1, R)/ Mmax

ein trivialer Untermodul ist.
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Fall 2: Ist hingegen M’ # Cc(Xg41, R), so gilt M’ € S mit Myax € M. Aus der
Maximalitit folgern wir M’ = M. und daher ist M = Muax/Mmax = 0 ein

trivialer Untermodul. O

Bemerkung 4.66. Der Freiheitssatz aus spielt fiir den soeben erbrach-
ten Beweis eine sehr wichtige Rolle, da uns andernfalls nicht klar wire, warum
I-Ce(Xg+1, R) € Ce(Xy41, R) fiir jedes echte Ideal I C R[T] gilt.

4.5 Ausblick auf supersingulire Darstellungen

Zuletzt werden wir einen kleinen Ausblick liefern, wofiir [Satz 4.65| niitzlich ist:
Bemerkung 4.67.

i) Dadas Ideal I := T R[T] keine konstanten Elemente enthélt, gilt - R[T| C R[T],
das bedeutet, es ist ein echtes Ideal und wir kénnen anwenden. Wéh-
len wir zudem R := R einen algebraischen Abschluss des Restklassenkorpers 8,
so gehoren die einfachen Quotienten der RK-linearen GLgo(K)-Darstellung
Ce(Xg41, / T-Ce(X4+1,R), deren Existenz der Satz liefert, zu den sogenann-
ten supersinguldren Darstellungen. Diese wurden zuerst von Barthel und Liv-
né in [BL94| studiert. Sie erbringen mit ihrem Theorem 19 auf Seite 279, das
auf Seite 281 schlieBlich bewiesen wird, einen wesentlich allgemeineren Frei-
heitssatz. Um unsere Ergebnisse mit der dort verwendeten Notation in Bezie-
hung setzen zu konnen, beachten wir Co(Xy41, R) = c—indgféi)(o)(]%) mittels

¢* aus [Lemma 4.54] wobei wir die Vertraglichkeit mit den jeweiligen GLy(K)-
Operationen aus [Lemma 4.56| erhalten.

ii) Fiir eine Primzahl p wiahlen wir K als den lokalen Korper der p-adischen Zahlen
Qp und erhalten aus der Zahlentheorie & = F,. Breuil hat in [Bre03, S. 166]
in seinem Théoréme 1.1 gezeigt, dass Co(Xg41,Fp)/T-Ce(Xgy1,Fp) bereits eine
einfache Darstellung von GL2(Q,) iiber F, ist. Das bedeutet, dass das Bilden
eines weiteren Quotienten in in diesem speziellen Fall wegféllt. Dabei
hilft uns erneut ¢* aus beim Erschliefen der von Breuil genutzten

Notation.
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