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0 Einleitung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist es das Affinitéatskriterium und den Endlichkeitssatz
von Serre zu beweisen und dabei einen Einblick in kohomologische Arbeitsweisen
zu liefern. Wir werden dazu viele Resultate aus den Vorlesungen Algebraische
Geometrie 1 und 2 und aus dem Seminar Homologische Algebra von Professor
Kohlhaase in den Jahren 2017/2018 als gegeben voraussetzen. Wurde etwas
nicht in einer dieser beiden Vorlesungen, in dem Seminar oder im Verlauf dieser
Bachelorarbeit bewiesen, so kennzeichnen wir den Satz dementsprechend und
geben nur eine Referenz an.

Zunichst geben wir kurz einige Begriffe und Resultate der homologischen
Algebra an um danach mit der Existenz injektiver Auflésungen von Moduln
iiber beliebigen Ringen zu beginnen (Hierbei sei angemerkt, dass wir unter ei-
nem Ring in dieser Arbeit stets einen kommutativen Ring mit Eins verstehen).
Daraus folgern wir die entsprechende Aussage fiir Modulgarben {iber geringten
topologischen Riaumen. Anschliefend kénnen wir die Kohomologiegruppen von
Modulgarben tiber geringten topologischen Rdumen oder allgemeiner von Gar-
ben abelscher Gruppen tber topologischen Riéumen definieren mit denen wir
uns in dieser Arbeit beschéftigen wollen.

Nachdem wir die Kohomologiegruppen einer Garbe definiert haben sammeln
wir Resultate, die wir fiir den Beweis des Affinitdtskriteriums und des Endlich-
keitssatzes benotigen. Dazu beschéftigen wir uns zuerst mit welken Garben. Wir
werden zeigen, dass diese azyklisch beziiglich des globalen Schnittfunktors sind,
was es uns erlaubt die Kohomologie einer Garbe mittels welker Auflésungen
anstatt injektiver Auflésungen zu berechnen. Als weiteres Werkzeug zur Be-
rechnung der Kohomologie von Garben geben wir einen kurzen Uberblick zu
éech—Kohomologie. Wir wollen éech—Kohomologie verwenden um die Kohomo-
logie einer quasi-kohérenten Garbe iiber einem separierten Schema explizit zu
berechnen. Dabei werden wir die wichtigsten Sdtze ohne Beweis verwenden.

Im fiinften Abschnitt zeigen wir zunéchst ein eigenstindiges Kriterium fiir
Affinitat flir separierte Schemata, das wir dann verwenden um das Affinitéts-
kriterium zu beweisen. Dieses besagt, dass der globale Schnittfunktor fiir ein
separiertes und quasi-kompaktes Schema auf den quasi-kohdrenten Garben ge-
nau dann rechtsexakt ist, wenn das Schema affin ist. Auflerdem weisen wir kurz
darauf hin wie man das Affinitdtskriterium auf quasi-kompakte Schemata er-
weitern kann, die nicht notwendigerweise separiert sind.

Im Hinblick auf den Endlichkeitssatz beschéaftigen wir uns mit kohérenten
Garben. Wir werden einige Eigenschaften kohdrenter Garben auf lokal noether-
schen sowie projektiven Schemata beweisen. Diese verwenden wir dann im letz-
ten Abschnitt um den Endlichkeitssatz fiir projektive Schemata {iber einem
noetherschen Ring A zu beweisen. Er besagt, dass die Kohomologiegruppen von
kohdrenten Garben auf einem solchen Schema ab einem gewissen Twist ver-
schwinden und zumindest stets endlich erzeugte A-Moduln sind. Die Aussage,
dass die Kohomologiegruppen immer endlich erzeugte A-Moduln sind lésst sich
noch auf eigentliche A-Schemata erweitern, was wir aber nur kurz anmerken
und nicht explizit beweisen werden.



1 Grundlagen aus der homologischen Algebra

In diesem Abschnitt listen wir einige Resultate aus der homologischen Algebra
auf, die wir benotigen werden. Auflerdem geben wir einige der wichtigen Be-
griffe und Definitionen an, wobei wir aber Begriffe wie ,exakte Sequenz* oder
Ahnliches als bekannt voraussetzen. Wir orientieren uns in diesem Abschnitt
stark an [Har77, S. 202ff, Chapter III.1] und werden auch die Notation aus die-
sem Kapitel iibernehmen. Alle Aussagen in diesem Abschnitt lassen sich auf
beliebige abelsche Kategorien erweitern, aber wir werden nur bendtigen, dass
alle Konstruktionen und Definitionen in den folgenden vier Kategorien funktio-
nieren:

(i) b, die Kategorie der abelschen Gruppen
(if) Mtod(A), die Kategorie der Moduln iiber einem Ring A

(iii) Ab(X), die Kategorie der Garben abelscher Gruppen iiber einem topolo-
gischen Raum X

(iv) Moo (X), die Kategorie der Ox-Moduln iiber einem geringten topologi-
schen Raum X

Definition 1.1. Es sei 2 eine der obigen vier Kategorien. Ein Komplez A® in
2 ist eine Familie (AP, dP),ecz von Objekten AP € Ob(A) und Morphismen d? :
AP — APF! fiir jedes p € Z, so dass dPT1 o dP = 0 (kurz: d?> = 0). Wir schreiben
meistens nur d und nennen die Abbildung d das Differential des Komplexes.
Sind die Objekte nur in einem Bereich pg < p < p; definiert, so setzen wir
AP = 0 fiir jedes andere p.

Das p-te Kohomologieobjekt eines Komplexes A® ist der Quotient

hP(A®) = ker(dP)/im(dP~t)

Seien A® und B*® zwei Komplexe in 2l mit Differentialen d4 und dg. Ein Mor-
phismus von Komplexen f : A* — B* ist eine Familie von Morphismen (f?),cz
mit f?: AP — BP, so dass fPT! odl) = df o f? fiir jedes p € Z. Wir sagen auch,
dass f mit den Differentialen kommutiert. Ist f : A* — B® ein Morphismus von
Komplexen, so liefert die universelle Eigenschaft des Quotienten fiir jedes p € Z
einen Morphismus zwischen den Kohomologieobjekten der Komplexe

hP(f) : hP(A®) —— hP(B®), a+im(dy ") —— fP(a) +im(d% ")

Eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in 2

0 A* B* c* 0

ist eine Familie von Morphismen von Komplexen, so dass fiir jedes p € Z die
Sequenz

0 AP BP cr 0




exakt ist. Haben wir solch eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in 2,
so existieren natiirliche Abbildungen 67 : h?(C®) — hP*1(A®) und eine lange
exakte Sequenz

. —— hP(A®) —— hP(B®) —— hP(C®) —2—s WPFH1(A®) —— ...

Wir nennen diese Sequenz die lange exakte Kohomologiesequenz. Die Existenz
der § ist letztlich eine Verallgemeinerung des Schlangenlemmas.

Zwei Morphismen von Komplexen f,g : A®* — B® heilen homotop, falls eine
Familie von Morphismen kP : A? — BP~! p € Z existiert, so dass f? — g? =
d%_l o kP + kPt odl fiir jedes p € Z (kurz: f — g = dk + kd). Die Definition von
Homotopie zeigt, dass zwei homotope Morphismen f, g fir jedes p € Z dieselbe
Abbildung h?(A®) — hP(B*®) zwischen den Kohomologieobjekten induzieren.
Sei B eine weitere der oben erwédhnten Kategorien. Ein kovarianter Funktor
F : A — B heiit additiv, falls fiir alle A, A’ € 2 die induzierte Abbildung
zwischen den Morphismengruppen Hom(A, A’) — Hom(F(A), F(A")) ein Grup-
penhomomorphismus ist. F' heifit linksezakt, falls F' additiv ist und falls fiir jede
kurze exakte Sequenz 0 — A" — A — A” — 0 in A die Sequenz 0 — F(A’) —
F(A) —» F(A”) in B exakt ist. Kénnen wir anstatt links die 0 rechts schreiben,
so heifit F' rechtsexakt. Ist F' sowohl links- als auch rechtsexakt, so sagen wir
nur F ist exakt. Fiir einen kontravarianten Funktor definieren wir exakt bzw.
rechts- oder linksexakt analog. Fiir ein fixiertes Objekt A € 2l ist in den obigen
vier Beispielen fiir 2( der Funktor B — Homg (A, B), notiert als Homgy (A, —),
kovariant und linksexakt und der Funktor Homg (—, A) ist kontravariant und
linksexakt.

Ein Objekt I € A heifit injektiv, falls Hom(—, I) ein exakter Funktor ist. Eine
injektive Auflosung eines Objektes A € 2 ist ein Komplex I'*, definiert fiir p > 0,
zusammen mit einem Morphismus € : A — I, so dass IP fiir jedes p > 0 injektiv
ist und so dass die folgende Sequenz exakt ist

0 A—=1° It

Wir sagen 2 besitzt geniigend viele injektive Objekte, falls jedes Objekt von 2
sich in ein injektives Objekt von 2 einbetten ldsst. In diesem Fall besitzt auch
jedes Objekt A € 2 eine injektive Auflésung, denn man kann zunéchst A in ein
injektives Objekt einbetten und danach den Kokern dieser Abbildung wieder in
ein injektives Objekt einbetten und so weiter.

Schliefllich sei 2 eine Kategorie mit geniigend vielen injektiven Objekten und
F : A — B ein kovarianter linksexakter Funktor. Wir definieren die rechtsabge-
leiteten Funktoren RPE, p > 0, von F' indem wir zu jedem Objekt A € 2 eine
injektive Auflosung I* wihlen und RPF(A) = h?(F(I®)) setzen.

Satz 1.2. Angenommen 2 bestitzt geniigend viele injektive Objekte. Es sei
F : 2 — ‘B ein kovarianter linksexakter Funktor in eine abelsche Kategorie 5.
Es gelten:

(i) Fir jedes p > 0 ist RPF wie oben definiert ein additiver Funktor A — 8.
Desweiteren ist RPF bis auf Isomorphie unabhingig von der Wahl der
injektiven Auflésung



(ii) In natiirlicher Weise gilt ROF = F

(iii) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — A" — A — A” — 0 in 2 und jedes
p > 0 gibt es einen natiirlichen Morphismus 67 : RPF(A”) — RPTIF(A’)
und eine lange exakte Kohomologiesequenz

. — RPF(A) —— RPF(A”) -2 RPAIF(A) —— ...

Beweis. Vergleiche [Har77, S.204f, Theorem 1.1A]. O

Definition 1.3. Sei F' : 2l — B wie im letzten Satz. Ein Objekt J € 2 heifit
F-azyklisch, falls RPF(J) = 0 fiir alle p > 1.

Proposition 1.4. Sei F' : A — B wie zuvor und A € 2 ein Objekt. Eine
F-azyklische Auflésung von A ist eine exakte Sequenz

0 A JO J!

so dass JP azyklisch ist fiir jedes p > 0. Wir haben dann fir jedes p > 0 einen
natiirlichen Isomorphismus RPF(A) = h?(F(J*)).

Beweis. Vergleiche [Har77, S. 205, Proposition 1.2A]; das ergibt sich induktiv
sofort aus Betrachtung der langen exakten Kohomologiesequenzen zu 0 — A —
J — J9/A = 0 ete. O

Bemerkung. Jedes injektive Objekt I € 2 ist F-azyklisch, denn eine injekti-
ve Auflésung von [ ist durch 0 — I — I — 0 gegeben und Anwenden von F
erhélt die Exaktheit dieser Sequenz. Das bedeutet F-azyklisch ist eine deut-
lich schwichere Bedingung als injektiv. Die letzte Proposition ist daher fiir
das Arbeiten mit Kohomologiegruppen extrem wichtig, da es hiufig deutlich
einfacher ist eine F-azyklische Auflosung eines Objekts zu finden bzw. zu zei-
gen, dass ein Objekt F-azyklisch ist. Im Beweis des Endlichkeitssatzes werden
wir beispielsweise eine Auflésung konstruieren, die offensichtlich azyklisch, aber
moglicherweise keine injektive Auflésung ist.



2 Existenz injektiver Auflosungen

Da wir injektive Auflésungen benétigen um rechtsabgeleitete Funktoren zu defi-
nieren ist unser erstes Ziel die Existenz injektiver Auflésungen von Modulgarben
iiber geringten topologischen Rdumen zu zeigen.

2.1 Injektive Auflésungen von Moduln

Zunéchst zeigen wir die Existenz injektiver Auflésungen von Moduln tiber einem
beliebigen Ring A. Die Strategie ist die entsprechende Aussage zunéchst fiir Z
zu zeigen und dann aus injektiven Z-Moduln injektive A-Moduln zu machen.

Proposition 2.1. Fiir einen A-Modul I sind dquivalent:
(i) I ist injektiv

(ii) fiir jedes Ideal a C A ldsst sich jede A-lineare Abbildung a — I zu einer
A-linearen Abbildung A — I fortsetzen

Falls A ein Hauptidealring ist sind (i) und (ii) zusétzlich dquivalent zu

(iii) I ist divisibel, das heifit zu jedem a € A\ {0} und = € I existiert ein
z' € I so dass = ax’. Anders ausgedriickt: Fiir jedes a € A\ {0} ist
Multiplikation mit a surjektiv

Beweis. (vgl. [Bosl3, S. 183f, Proposition 5])

(i) = (ii). Wende die Injektivitat von I auf die Injektion a — A an.

(ii) = (i). Gegeben seien eine Injektion M’ — M und eine A-lineare Abbildung
f'+ M’ — I. Wir miissen zeigen, dass f’ sich zu einer A-linearen Abbildung
f: M — I fortsetzen lasst. Betrachte dazu die Menge Z aller Paare (M, f), WO
M C M ein Untermodul von M ist der M’ enthélt und f eine Fortsetzung von
f' ist. Wir haben eine partielle Ordnung < via (M, f) < (N,§) genau dann,
wenn M C N und il = f. Offensichtlich gilt (M’, f') € Z, also ist Z nicht
leer. Weiter ist Z induktiv geordnet, denn fiir jede total geordnete Teilmenge
ist die Vereinigung der Untermoduln von M und Verklebung der Fortsetzungen
von f’ eine obere Schranke. Nach Zorn’s Lemma existiert also ein maximales
Element (M, f). Angenommen wir haben y € M \ M. Wir wollen zeigen, dass
sich f auf einen Modul fortsetzen lisst, der M enthélt. Betrachte dazu das wie
folgt definierte Ideal von A

a={a€Alaye M}

Offensichtlich gilt M N Ay = ay. Nach Voraussetzung lisst sich die A-lineare
Abbildung

a —— I, a —— f(ay)

zu einer A-linearen Abbildung g : A — I fortsetzen. Setzen wir = §(1), so gilt

ax = ag(1) = g(a) = f(ay)



fiir jedes a € a. Ist a € A mit ay = 0, so folgt a € a, da 0 € M. Daraus folgt
nun ax = f(ay) = 0. Das zeigt die Wohldefiniertheit der folgenden A-linearen
Abbildung

g: Ay —— 1, ay — ax

Auflerdem stimmt g nach der letzten Rechnung auf MN Ay = ay mit f iiberein.
Also lasst sich f zu einer A-linearen Abbildung

f:M+Ay —— 1, 24 ay — f(2) + glay)

fortsetzen. Da offensichtlich M C M + Ay im Widerspruch zur Maximalitat von
M bleibt zu zeigen, dass f wohldefiniert ist. Seien z, 2’ € M und a,a’ € A mit
z4+ay=2+dy. Esgilt z— 2 = (a/ —a)y € M N Ry = ay und daher

(f(2) + g(ay)) = (F(z') + gla'y)) = f(z = =) = f((a —a')y)
=flz—2)—g(z—2)=0

Damit haben wir unseren Widerspruch zur Existenz eines solchen y und es folgt
M = M. Also ist I injektiv.

Sei nun A ein Hauptidealring. Wir zeigen die Aquivalenz von (ii) und (iii). Fiir
die Implikation (ii) = (iii) sei a € A\ {0}. Wir setzen a = (a) und betrachten
die A-lineare Abbildung

ffia—— 1, ra —— 1T

Diese ist wohldefiniert, da A ein Integritéatsbereich ist. Nach (ii) ldsst sich nun
/' zu einer A-linearen Abbildung f: A — I fortsetzen und 2’ = f(1) € I liefert
das in (iii) gesuchte Element, denn ax’ = af(1) = f(a) = f'(a) = z. Fir die
umgekehrte Implikation betrachte ein Ideal a von A. Da A ein Hauptidealring ist
haben wir a = (a) fiir ein @ € A. Sei nun f’ : (a) — I eine A-lineare Abbildung.
Diese ist wegen A-Linearitéit zwangsliufig von der Form ra — rz mit z = f/(1).
Um f’ zu einer A-linearen Abbildung A — I fortzusetzen konnen wir aulerdem
annehmen, dass a # 0, denn in dem Fall wére f = 0 schon eine Fortsetzung von
f'. Da I nach Voraussetzung divisibel ist existiert dann ein 2’ € I mit z = ax’
und die A-lineare Abbildung

f:R—— 1, r — ra’

liefert eine Fortsetzung von f’, denn f/(ra) = rx = raz’ = f(ra). O

Bemerkung. Q ist als Z-Modul offensichtlich divisibel, also injektiv. Ebenso
erhilt man die Injektivitdt von Q/Z. Da auBerdem beliebige Produkte injektiver
Moduln injektiv sind erhilt man auch die Injektivitit von (Q/Z)X fiir beliebige
Indexmengen X. Damit kénnen wir sofort zeigen, dass die Kategorie der Z-
Moduln geniigend viele injektive Objekte besitzt.

Korollar 2.2. M0d(Z) = Ab besitzt geniigend viele injektive Objekte.



Beweis. (vgl. [Bos13, S. 185, Corollary 7))

Wir koénnen ohne Einschrénkungen von M # 0 ausgehen, da der Nullmodul
bereits injektiv ist. Fiir jedes y € M \ {0} betrachten wir den Untermodul
Zy < M von M. Dies ist eine nicht-triviale zyklische Gruppe also gilt Zy = Z
oder Zy = Z/nZ mit n > 1. Wéhle eine Z-lineare Abbildung

Zy — Q/Z, 2y — 2u

wobei u € Q/Z die Restklasse von % ist, falls Zy = Z/nZ und u # 0 beliebig
gewahlt werden kann falls Zy = Z. Mit der Injektivitdt von Q/Z lisst sich
Zy — Q/Z zu einer Z-linearen Abbildung ¢, : M — Q/Z fortsetzen. Betrachte
die Z-lineare Abbildung

o:M—— [l Q/Z, z —— (py(2))yern 0}
yeM\{0}

Der Modul auf der rechten Seite ist nach der letzten Bemerkung injektiv und
die angegebene Abbildung ist injektiv, da ¢, (y) # 0 fir alle y € M\ {0}. O

Bemerkung. Ziel ist es nun die Aussage des Korollars auf einen beliebigen Ring
A zu erweitern. Fiir einen A-Modul M und eine abelsche Gruppe G, aufgefasst
als Z-Modul, hat die Menge Homyz(M,G) eine natiirliche Struktur eines A-
Moduls. Fiir a € A und ¢ € Homgz(M,G) definieren wir dafiir die Abbildung
a - ¢ durch (a - ¢)(m) = p(am) fir jedes m € M.

Lemma 2.3. Wir haben einen Isomorphismus abelscher Gruppen
O : Homa(M, Homz(A,G)) —— Homgz(M, G)

indem wir ¢ € Homa (M, Homz(A, G)) auf (y — ¢(y)(1)) abbilden.

Beweis. (vgl. [Bosl3, S.185f, Lemma 8])
Die angegebene Abbildung ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus. Wir
zeigen, dass die Umkehrabbildung durch die folgende gegeben ist:

U : Homz(M,G) 2 ¢ —— (y — (a — ¥(ay)))

Dass rechts tatséchlich eine A-lineare Abbildung M — Homy(A, G) steht, rech-
net man einfach nach. Auch dass ® und V¥ invers zueinander sind, ist eine direkte
Rechnung;:

025 (y = o(y)(1))

= (e (o play) (1) = ¢
Dabei verwendet man in der zweiten Zeile (¢(ay))(1) = (a - p(y))(1) = ¢(y)(a)
und daher (y — (a — ©(y)(a))) = (y — ©(y)) = p. Andersrum gilt

b (y e (a > p(ay)))
s (g (y) = o

Das zeigt, dass ® und V¥ invers zueinander sind. O



Lemma 2.4. Ist G eine abelsche Gruppe, welche als Z-Modul injektiv ist, so
ist E = Homgz(A, G) ein injektiver A-Modul.

Beweis. (vgl. [Bosl3, S. 186, Lemma 9])

Sei v : M' — M eine Injektion von A-Moduln und f : M’ — E eine A-lineare
Abbildung. Nach dem letzten Lemma entspricht f einer Z-linearen Abbildung
f'+ M’ — G. Da G injektiv ist gibt es eine Fortsetzung zu einer Z-linearen
Abbildung f’ : M — G, welche wiederum nach obigem Lemma einer A-linearen
Abbildung f : M — E entspricht. Da f’ eine Fortsetzung von f’ ist und ®
aus dem letzten Lemma ein Gruppenisomorphismus ist sehen wir, dass f eine
Fortsetzung von f ist. Das zeigt, dass E injektiv ist. O

Lemma 2.5. 9Mod(A) besitzt geniigend viele injektive Objekte.

Beweis. (vgl. [Bosl3, S. 183, Lemma 4])

Der Beweis ist prinzipiell derselbe wie in Korollar 2.2. Zusétzlich verwenden
wir hier aber noch die letzten beiden Lemmata. Wir wéhlen eine auf y nicht
verschwindende Z-lineare Abbildung Zy — Q/Z fiir jedes y € M\{0} und setzen
diese mit der Injektivitit von Q/Z zu einer Z-linearen Abbildung M — Q/Z
fort. Lemma 2.3 liefert dann A-lineare Abbildungen ¢, : M — Homgz(A,Q/Z)
fiir jedes y € M\ {0}. Diese erfiillen wie die Abbildungen im Beweis des Korollars
@y (y) # 0. Wir betrachten die A-lineare Abbildung

M — HyeM\{O} Homz(A,Q/Z), Z (@y(z))yeM\{O}

Diese ist injektiv und [] cpp (o Homz(A, Q/Z) ist injektiv, da die Faktoren
Homgz(A,Q/Z) alle nach dem letzten Lemma injektiv sind. O

2.2 Injektive Auflésungen von Garben

Im weiteren Verlauf der Arbeit sei, sofern nichts anderes angenommen wird,
X stets ein geringter topologischer Raum. Mit den Resultaten aus dem letzten
Unterabschnitt kénnen wir nun sofort zeigen, dass die Kategorie 9100(X) bzw.
2Ab(X) geniigend viele injektive Objekte besitzt. Auflerdem beweisen wir an
dieser Stelle eine niitzliche Tatsache iiber den induktiven Limes, da wir diese
héufiger verwenden werden. Wir arbeiten dabei in einer fest gewédhlten, aber
nicht néher spezifizierten, Kategorie in der induktive Limites existieren.

Lemma 2.6. Wir erinnern uns, dass eine Menge I mit einer Priordnung <
gerichtet genannt wird, falls zu je zwei Elementen ¢, 7 € I ein k € I existiert, so
dass ¢ < kund j < k. Ein induktives System tber I ist eine Familie (X;, i;)i<;
von Objekten X; und Morphismen ¢;; : X; — X fiir je zwei Elemente 4,j € I
mit ¢ < j, so dass die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Viel:p; = ZdXL

10



Sei nun (X;, i;)i<; ein induktives System iiber einer gerichteten Menge I. Be-
sitzt I ein maximales Element ¢y, so ist dieses eindeutig bestimmt und der
kanonische Morphismus ¢;, : X;, — ligie s X ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir beweisen zunachst, dass iy eindeutig ist. Ist also i’ ein weiteres
maximales Element, so gibt es, da I gerichtet ist, ein k£ € I mit 79 < k und
i’ < k. Da sowohl ig als auch i’ maximal sind folgt ig = k£ und " = k und damit
19 = i’. Also ist das maximale Element wie behauptet eindeutig bestimmt. Ist
nun j € I, so existiert ein £ € I mit 5 < kund 79 < k. Wegen Maximalitéit von ¢
folgt k = ig, also j < 4g. Da (X, ¢i;)i<; ein induktives System iiber I ist existiert
also f; = ¢ji, : X; = Xj,. Diese Morphismen erfiillen f; o pr; = @ji, © Yr; =
Yri, = fr fur alle k,j € I mit k < j per Definition eines induktiven Systems.
Die universelle Eigenschaft des induktiven Limes liefert nun einen eindeutig
bestimmten Morphismus f : hgql Xi — Xj, mit foy; = f; fir alle j € I.
Es bleibt zu zeigen, dass dieser invers zu t;, ist. Einerseits gilt f o, = fi, =
Pigio = idX,iD. Andererseits ist idyy,, x, der eindeutige Morphismus, der das

folgende Diagramm fiir alle j € T kommutativ macht

X; — lig. X
lig, X;

Es gilt aber (15, 0 f) 0tj = tiy 0 fj = iy © @ji, = t;. Also macht ¢;, o f das obige
Diagramm ebenfalls kommutativ. Wegen Eindeutigkeit folgt daraus ¢;, o f =

idiny ;. D

Proposition 2.7. Mod(X) besitzt geniigend viele injektive Objekte. a

Beweis. (vgl. [Har77, S. 207, Prop. 2.2])

Sei F ein beliebiger Ox-Modul. Fiir jedes x € X koénnen wir den Halm F,
in einen injektiven Ox ,-Modul I, einbetten. Wir betrachten I, als Garbe auf
der einelementigen Menge {z} via I,({z}) = I, und I,(&) = 0 und bezeichnen
die Inklusion {z} — X mit j. Um den Beweis abzuschlieflen zeigen wir, dass
der Ox-Modul .# = [],cx j«I. injektiv ist. Hier bezeichnet j. wie iiblich den
pushforward entlang j. Wir haben also

g0 ={5 0 TSy

Da alle Ubergangsabbildungen in den entsprechenden induktiven Systemen Iso-
morphismen sind, erhalten wir fiir die Halme

I, , z==x

G = {5 0 00
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Zunéchst haben wir Homo, (G,-#) = [[,cx Homoy (G, j«1.), was direkt aus
der entsprechenden Aussage fiir Moduln iiber Ringen folgt. Betrachte die fol-
genden beiden Abbildungen von Mengen

) >
HomOx (gv.]*IQC) (T HOmOXVm (gac7 Ix)

Hier ist @ die Abbildung ¢ — ¢, und ¥ bildet eine Ox ,-lineare Abbildung
¥ : Gy — jul auf U(y)) ab mit

W)y = 490 G S L = (LL)U) , weU
G(U) — 0= (L) (U) , 2 gU

fiir U C X offen. Nun ist einerseits ¢, eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft
fiir jede offene Umgebung U von x in X das folgende Diagramm kommutativ
zu machen

G(U) == (julo)(U) = I,

J{can‘ J{C(ZTL.

und andererseits ist ¢, = 0 falls z # z, da (j.I,), = 0 fiir z # z. Mit beidem
zusammen erkennt man, dass ¢ und V¥ invers zueinander sind. Mit allem zusam-
men kénnen wir nun Homo, (—, #) als Verkniipfung von Funktoren verstehen

G —— ]I 6o —— [l Homoy ,(Ge, 1) = Homo,(G,.¥)
reX zeX

Da die einzelnen Funktoren alle exakt sind folgt, dass auch Homep, (—,.#) ex-
akt ist. Damit haben wir gezeigt, dass .# injektiv ist. Wahlen wir G = F, so
erhalten wir aus den Abbildungen F,, — I, einen Morphismus F — .#. Dieser
ist injektiv, da er per Konstruktion auf allen Halmen injektiv ist. Damit haben
wir die gewiinschte Einbettung von F in einen injektiven O x-Modul. O

Bemerkung. Ist X ein topologischer Raum, so kénnen wir Ox als die kon-
stante Garbe von Ringen Z wéhlen. Da jede abelsche Gruppe ein Z-Modul ist
liefert uns die Proposition also auch direkt, dass 2Ab(X) = Mo0o(X) geniigend
viele injektive Objekte besitzt.
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3 Kohomologiegruppen von Garben

Wir haben nun die Existenz injektiver Auflésungen von Garben abelscher Grup-
pen {iber topologischen Rdumen bzw. Modulgarben iiber geringten topologi-
schen Raumen gezeigt. Daher konnen wir jetzt ohne Bedenken iiber ihre Koho-
mologiegruppen sprechen. Zusétzlich beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt
mit welken Garben, deren Eigenschaften wir aber erst im letzten Kapitel fir
den Beweis des Endlichkeitssatzes brauchen werden. Schon hier werden wir welke
Garben allerdings verwenden, um zu zeigen, dass die Kohomologiegruppen eines
Ox-Moduls F unabhéngig davon sind, ob man sie mit injektiven Auflésungen in
9Mod(X) berechnet, oder ob man F als Objekt von 2b(X) auffasst und injektive
Auflosungen dort verwendet (vgl. Bemerkung am Ende dieses Abschnitts).

Definition 3.1. Der globale Schnittfunktor I'(X,—) : Ab(X) — 2Ab ist be-
kanntlich kovariant und linksexakt. Wir definieren die Kohomologiefunktoren
HP(X,—), p > 0, als die rechtsabgeleiteten Funktoren von I'(X, —), das heifit
HP(X,—) = RPT'(X, —). Ist F eine Garbe abelscher Gruppen auf X, so nennen
wir die abelsche Gruppe HP(X, F) die p-te Kohomologiegruppe von F.

Definition 3.2. Eine Garbe abelscher Gruppen F auf einem topologischen
Raum X heifit welk (fr. flasque, engl. flabby), falls fiir jede Inklusion V' C U
offener Mengen die Restriktionsabbildung F(U) — F (V') surjektiv ist.

Bemerkung. Wie man sich leicht klarmacht ist die Definition dquivalent dazu,
dass Schnitte iiber beliebigen offenen Mengen sich zu globalen Schnitten fort-
setzen lassen. Das heifit es geniigt, dass fiir jede offene Teilmenge U C X die
Restriktion F(X) — F(U) surjektiv ist.

Beispiel. (1) Sei G eine abelsche Gruppe und z € X ein beliebiger Punkt.
Dann ist die Wolkenkratzergarbe in x mit Wert G welk, denn die Restriktionen
sind entweder die Identitdt von G oder die Nullabbildung, also in jedem Fall
surjektiv.

(2) Sei f: X — Y eine stetige Abbildung und F eine welke Garbe abelscher
Gruppen auf X. Sind V,U C Y offene Teilmengen mit V' C U, so ist die Re-
striktionsabbildung (f.F)(U) — (f«F)(V) per Definition von f,. durch die Re-
striktion F(f~1(U)) — F(f~1(V)) gegeben. Diese ist aber surjektiv, da F welk
ist. Also ist f.JF ebenfalls welk.

Lemma 3.3. Jeder injektive Ox-Modul .# ist welk.

Beweis. (vgl. [Har77, S. 207, Lemma 2.4])

Seien U,V C X offen mit V C U. Bezeichne mit j (bzw. i) die offene Immersion
U — X (bzw. V — X). Wir fithren zunéchst den lower shriek Funktor ji ein.
Fiir einen Opy-Modul F definieren wir den Ox-Modul j.F als Garbifizierung der

Pragarbe

o {70 S
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Da die Halme der Garbifizierung denen der Pragarbe entsprechen (vgl. [GW10,
S. 52, Proposition 2.24 (1)]) erhalten wir

. _JFe , xzeU
(]!‘F>$_{O , sonst

Das rechtfertigt auch die alternative Bezeichnung von jF als Fortsetzung von
F durch 0 auflerhalb von U. Per Definition haben wir eine natiirliche Inklu-
sion (4Oy)P™ — (5iOy)P™. Durch Garbifizieren erhalten wir eine Inklusion
1Oy — HOy. Auf diese wenden wir Homeo, (—,-#) an und erhalten eine sur-
jektive Abbildung Homoe,, (Ov,j*.#) — Homo, (Oy,i*.#), da . injektiv ist.
An dieser Stelle verwenden wir - ohne Beweis -, dass ji (bzw. 4;) linksadjun-
giert zu j* (bzw. i*) ist (vgl. [AGV71, Expose 4, Proposition 11.3.1]). Wir
haben also Homo, (71Oy,.#) = Home,(Oy,j*.¥). Weiter konnen wir zei-
gen, dass j* in diesem Fall einfach die Restriktion auf U ist. Dazu erinnern
wir uns, dass j*.# als das Tensorprodukt Oy ®;-10 1.7 definiert ist (vgl.
[Har77, S. 110]). Wir miissen also nur zeigen, dass j~! in diesem Fall die Re-
striktion auf U ist. Nun ist j~'.# definiert als die Garbifizierung der Prigarbe
(j=La)pre(W) = li—n>1W’2j(W) & (W'). Hier ist j aber eine offene Immersion, al-
a7 (V)
einfach .# (W) ist. Damit ist (j='.#)P"™ = 7|, bereits eine Garbe und wir
kénnen uns das Garbifizieren sparen. Ebenso erhilt man j~'Ox = Op. Damit
ist j*.# = J|,, wie behauptet die Restriktion von .# auf U ist. Wir haben also
Homo, (j10Ov,.#) = Homo, (Ov, #|;). Zu guter letzt haben wir noch einen
Isomorphismus von Opy-Moduln

so ist j(W) = W C X offen. Lemma 2.6 zeigt daher, dass @WQJ_

Homoe, (Oy, ;) — S (U)

indem wir einen Morphismus ¢ auf ¢y (1o, ) abbilden. Offensichtlich ent-
spricht das auf den Halmen dem bekannten Isomorphismus

Homoy ,(Ox ) I0) — Fa
Um den Beweis abzuschlieflen betrachte das folgende Diagramm

Homo, (Oy, ;) —— Homo, (Ov, Z|,)

i ¥

J(U) I (V)

Der obere Morphismus ist surjektiv, da es bis auf Isomorphie der Morphismus
Homo, (710, ¥) — Homo, (110y, .#) ist. Aulerdem iiberzeugt man sich da-
von, dass das Diagramm kommutativ ist. Demnach ist auch die Restriktion
S (U) = #(V) surjektiv und .# ist wie gewiinscht welk. O

Lemma 3.4. Sei 0 - F' — F — F’ — 0 eine exakte Sequenz von Garben
abelscher Gruppen auf X. Es gelten:
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(i) Ist F’ welk, so ist fiir jede offene Teilmenge U C X die Sequenz
0—F'(U)—FU)— F'(U) = 0 exakt

(ii) Sind sowohl F’ als auch F welk, so ist F" ebenfalls welk. Mit anderen
Worten Quotienten welker Garben nach welken Untergarben sind welk.

Beweis. (vgl. [CK03, Lemma 2.12/13])

(i) Die Sequenz 0 — F'(U) — F(U) — F"(U) — 0 ist bekanntlich links
und in der Mitte immer exakt. Wir miissen also nur die Exaktheit auf der
rechten Seite tiberpriifen. Bezeichnen wir den Morphismus F — F” mit ¢, so
ist also zu zeigen, dass ¢y surjektiv ist. Da ¢ nach Voraussetzung surjektiv ist,
gibt es zu jedem s € F”(U) eine offene Uberdeckung (U;); von U, sowie eine
Familie von Schnitten (g;); € [[; F(Ui), so dass pu,(g:) = sy, fiir alle i (vgl.
[GW10, S. 52]). Betrachte die Menge Z aller Paare (V, f), wo V C U eine offene
Teilmenge von U ist und ¢y (f) = s|;,. Wir haben eine partielle Ordnung <
definiert durch (V, f) < (W, g) genau dann, wenn V' C W und g, = f. Die
Surjektivitdt von ¢ garantiert, dass Z nicht leer ist. Aulerdem ist Z induktiv
geordnet, denn offensichtlich bildet die Vereinigung der Mengen und Verklebung
der Schnitte fiir eine total geordnete Teilmenge eine obere Schranke. Bezeichne
mit (Vp, fo) ein maximales Element von Z. Wir wollen die Annahme Vj # U
zu einem Widerspruch fithren. Da ¢ surjektiv ist gibt es eine offene, nichtleere
Teilmenge Vi Vo von U und f1 € F(Vi) mit s|y, = ¢y, (f1). Wir haben also
ovonys (fo) = 3|V0m/1 = pv,nv; (f1). Das heiit auf Vj NV} unterscheidet sich f;
von fy durch ein Element aus dem Kern von F(VyNVy) — F”(VoNV;). Wegen
Exaktheit in der Mitte ist das gerade das Bild von F'(VoNVy) — F(VoNVy). Wir
bezeichnen den Morphismus F' — F mit ¢. Es gibt dann ein g € F'(Vy, N V;)
mit Yvyrvi (9) = (fo = f1)ly,ay,- Da F' welk ist, lisst sich dieses Element zu
einem Element § € F'(V;) erweitern. Ersetzen wir f; durch fi + ¢y, (g), so
erhalten wir

(fl +'l/)V1 (g))‘vomvl = fl‘VgﬁV1 + 1/)V1 (g)|VOOV1
= filvyav, + v (Glyvyav,)
= filvyan + Yverma (9) = Sfolvyan,

Da F eine Garbe ist wiirde das aber bedeuten, dass wir fo und f; zu ei-
nem Element f € F(Vy U Vi) verkleben konnen, welches per Konstruktion

Yyvoovs (f) = sly,uy, erfilllt. Das widerspricht der Maximalitit von (Vo, fo).
Es muss also Vy = U gelten und ¢y ist surjektiv.

(ii) Seien U,V C X offen mit V' C U. Betrachte das kommutative Diagramm
FU) — F'(U) —— 0
FV)— F'(V) —— 0

Die vertikalen Pfeile sind die jeweiligen Restriktionsabbildungen und die Zeilen
sind nach (i) exakt, da F’ welk ist. Weiter ist auch der linke vertikale Pfeil
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surjektiv, da auch F welk ist. Dann ist aber wegen der Kommutativitit auch
der rechte vertikale Pfeil surjektiv, also ist F” ebenfalls welk. O

Proposition 3.5. Ist F eine welke Garbe, so gilt H?(X, F) = 0 fiir jedes p > 1.

Beweis. (vgl. [Har77, S. 208, Proposition 2.5])
Wir wihlen eine Einbettung F — .# von F in eine injektive Garbe .# € 2b(X)
und bezeichnen den Quotienten & /F mit G. Wir haben eine exakte Sequenz

0 F 5 g 0

Nach Teil (i) des letzten Lemmas ist die Sequenz zwischen den globalen Schnit-
ten 0 - (X, F) - I'(X, ¥) = I'(X,G) — 0 wieder exakt, da F welk ist. Das
bedeutet ker(I'(X,G) — 0) = im(T'(X, .#) — I'(X, G)) und daher per Definition
H(X,F) = 0. Weiter haben wir HP(X,.#) = 0 fiir p > 1, da .# injektiv ist. Die
lange exakte Kohomologiesequenz impliziert daher fiir p > 2 die Exaktheit der
Teilsequenz 0 — HP~1(X,G) — HP(X,F) — 0, also HP(X,F) = HP~1(X,G).
Nun ist sowohl F als auch .# welk nach Lemma 3.3 angewandt auf den geringten
Raum X mit der konstanten Strukturgarbe Z. Teil (ii) des letzten Lemmas impli-
ziert daher, dass auch G welk ist. Ersetzen wir also im Beginn dieses Beweises F
durch G, so erhalten wir mit denselben Argumenten 0 = H'(X,G) = H*(X, F).
Die Aussage der Proposition folgt nun per Induktion iber p. O

Bemerkung. Die Proposition besagt, dass welke Garben I'(X, —)-azyklisch
sind. Wir kénnen daher nach Proposition 1.4 die Kohomologie einer Garbe durch
welke Auflésungen berechnen. Insbesondere erhalten wir die folgende Proposi-
tion.

Proposition 3.6. Die rechtsabgeleiteten Funktoren des globalen Schnittfunk-
tors I'(X, —) : MMod(X) — Ab stimmen mit den zu Beginn dieses Abschnitts
definierten Kohomologiefunktoren iiberein.

Beweis. (vgl. [Har77, S. 208, Proposition 2.6])

Betrachten wir I'(X, —) als Funktor von 9t0d(X) nach b, so berechnen wir
die rechtsabgeleiteten Funktoren indem wir injektive Auflésungen in 900(X)
nehmen. Aber injektive Ox-Moduln sind welke Garben abelscher Gruppen und
diese sind azyklisch nach Lemma 3.3 und Proposition 3.5. Die Proposition folgt
daher aus Proposition 1.4. O

Bemerkung. Setze A =T'(X,Ox). Fiir jeden Ox-Modul F hat I'(X, F) eine
natirliche Struktur eines A-Moduls. Da wir die Kohomologiegruppen von F in
Mod(X) berechnen kénnen haben diese also alle die Struktur eines A-Moduls.
Beispielsweise ist die lange exakte Kohomologiesequenz also eine exakte Sequenz
von A-Moduln und so weiter.
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4 éech—Kohomologie

Als letztes wichtiges Werkzeug behandeln wir éech—Kohomologie. Wir werden
die Beweise der wichtigsten Sdtze auslassen und nur die allgemeine Definition
und einige kleinere Beweise machen. Ziel ist es spater mit éech—Kohomologie die
Kohomologiegruppen von quasi-kohdrenten Garben iiber separierten Schemata
explizit berechnen zu kénnen.

4.1 Alternierende und geordnete Koketten

Definition 4.1. Sei A ein Ring und F eine Garbe von A-Moduln iiber X.
Weiter sei U = (U;);er eine feste offene Uberdeckung von X. Fiir jedes p > 0
und jedes (ig, ..., ip) € P! schreiben wir U; = U;,N...NU;, . Eine p-Kokette
ist ein Element des A-Moduls

0---2p

cru,F) = I FW,es,)

(i mip) ETPHL

Fiir f € CP(U, F) und (ig, .. .,i,) € I**! bezeichnen wir mit fio...i, den Eintrag
von f an der Stelle (ig,...,i,). Wir sagen f ist alternierend, falls f;,. ;, = 0
ist wann immer zwei Indizes gleich sind und falls fiir jede Permutation o der
Indizes fo(iy)...0(i,) = 597(0)fi...i, gilt (NB: Da jede Permutation ein endli-
ches Produkt von Transpositionen ist geniigt es die zweite Eigenschaft nur fir
Transpositionen zu fordern). Die alternierenden p-Koketten bilden offensichtlich
einen A-Untermodul von CP(U, F), den wir mit C*,,(U, F) bezeichnen. Besitzt
I weiter eine totale Ordnung, so definieren wir den A-Modul der geordneten
p-Koketten als
cruF) = I FUi..,)

i0<...<ip

Fiir f € CP(U, F) definieren wir eine Abbildung von A-Moduln
dv . CP(U, F) — CPHL (U, F)

durch die Vorschrift

p+1

P Piaeipis = S Fooi i,
r=0

Q- ipt

Wir werden die Restriktion auf Uig...ips1 der Ubersicht halber meistens weglassen

und wieder nur d statt dP schreiben. Eine direkte Rechnung zeigt, dass d? =0:
Fir f € CP(U,F) haben wir

p+1

J(f)io...ipH = Z(*l)rfio.“ir...ipﬂ
r=0
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und daher
p+2

A*(igeiprs = Z(_l)sd/(f)iou.gs.“ierz

s=0
= Z(_l)r—"_sfio...%r...%s...ip+2

r<s
r+s+1 o
+ E (=1 G0 g
s<r

=0

Das bedeutet die A-Moduln C? (U, F) fiir p > 0, zusammen mit den Abbildun-
gen dP : ép(u,f) — CPTL(UY, F) bilden einen Komplex im Sinne des ersten
Abschnitts, den Cech-Komplex. Wir bezeichnen diesen Komplex mit C*(U, F).
Ist f alternierend, so iiberzeugt man sich davon, dass d(f) ebenfalls alter-

nierend ist. Wir betrachten eine Transposition o = (ix 4;) (mit & < 1), wo
(—1)’"f0(i0) i oli) = (=) figoivoivin..i, B8 sind drei Félle zu unter-

scheiden. Ist r = k, so haben wir
k _ k I—k+1 _ l
(1) fio...il...ik...ip = (=1)"(-1) fio...ik...il‘..ip =—(-1) fig...ik...il...i,,
Analog haben wir im Fall » = [ dann
l k
(*1) fig...il..;ir.“ik...ip = *(*1) fio..ik...il.i.ip

In allen anderen Féllen werden Indizes vertauscht die nicht ausgelassen werden,
also haben wir einfach

(_1)rf¢0...ilH.iru.ik..‘ip = _(_1)rfig“.7,'k..ir..‘il‘..ip

Summiert man alles auf, so erhdlt man

5 p+1
A Dotio).otin) = DD i) 5T otin)
r=0

= —d(iy...i, = sgn()d(f)io...i,

Um zu zeigen, dass d( io..iipss = 0 gilt wann immer zwei Indizes gleich sind

kénnen wir nach eben gezeigtem von ig = 71 ausgehen indem wir gegebenenfalls

Indizes vertauschen. Insbesondere gilt dann f, . . =0 fir k # 0,1. Damit
0 2k--lp41

folgt nun

P

+1
Z(_l)’,‘fio...gk...ip+1
=0

_1)Of¢1...ip+1 + (_1)1figi2...ip+1

d(fig. iy s

3

I
o
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Das bedeutet d schriinkt sich auf eine Abbildung d’ zwischen den alternierenden
Koketten ein. Wir erhalten also einen weiteren Komplex, den wir mit é;lt(u ,F)
bezeichnen. Weiter schrinkt sich d auch auf eine Abbildung d” zwischen den
geordneten Koketten ein. Wir schreiben é;rd(u ,F) fur den geordneten Cech-

Komplex. SchlieBlich definieren wir HP (U, F) als das p-te Kohomologieobjekt
des Komplexes C*(U, F).

Proposition 4.2. Die Notation sei wie in der vorigen Definition. Dann stimmt
HP (U, F) mit dem p-ten Kohomologieobjekt des Komplexes C';lt (U, F) tiberein.
Ist I total geordnet, so stimmt HP (U, F) auch mit dem p-ten Kohomologieobjekt
des geordneten Komplexes iiberein.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 180f, Proposition 2.3 & Corollary 2.4])

Wir zeigen nur die zweite Aussage der Proposition. Betrachte die Projekti-
on églt(u,f) — égrd(u,}“) auf die Koordinaten ig,...,%, mit ig < ... < 7.
Das ist ein Morphismus, der offensichtlich mit den Differentialen kommutiert.
Fir die Injektivitiat sei f € C’th(u,F ) eine alternierende p-Kokette, die auf
die 0 abgebildet wird. Das bedeutet f;, ;, = 0 fiir alle igp < ... < i,. Nun
ist aber f alternierend, also f,»o_“ip = 0 wann immer zwei Indizes gleich sind.
Sind andererseits die Indizes iy, ...,i, paarweise verschieden, so existiert ei-
ne Permutation ¢ mit o(i9) < ... < o(4p), da I total geordnet ist. Es folgt
fio.ipy = sgn(o)’lfa(io)_”g(ip) = 0 und damit f = 0. Fiir die Surjektivitat sei f
eine geordnete p-Kokette. Sind die Indizes iy, ...,7, paarweise verschieden, so
setzen wir fi, i, = sgn(U)_lfg(io)mg(ip) mit o wie oben. Anderenfalls setzen wir
fio___ip = 0. Das ergibt eine alternierende p-Kokette wie gewiinscht. Der Mor-
phismus ist also ein Isomorphismus der mit den Differentialen kommutiert und
induziert daher einen Isomorphismus zwischen den Kohomologieobjekten. [

Bemerkung. Die Definition des Differentials d erscheint auf den ersten Blick
recht willkiirlich. Tatséchlich setzt dies aber in natiirlicher Weise einen bekann-
ten Komplex fort. Ist (U;);er eine beliebige Familie offener Teilmengen von X
und bezeichnet U deren Vereinigung, so ist nach Garbenaxiomen die Sequenz

0 —— FU) 45 [[FU) L [TFWU) (1)
i i
exakt. Hier ist J‘l : f — (f|U1)Z und JO : (fz)z — (fz U,; — fj|Uij)i7j. Ist (Ui>iel

eine offene Uberdeckung von X, so sicht man, dass das der Abbildung d° aus der
vorigen Definition entspricht. Insbesondere erhélt man die folgende Proposition.

Proposition 4.3. Fiir jede offene Uberdeckung ¢ von X haben wir H°(X, F) =
F(X).

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 181, Proposition 2.6])
HO(U, F) ist der Kern von d°. Die Proposition folgt also direkt aus der Bemer-
kung. O
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4.2 Ubergang zu einer Verfeinerung

Den néchsten Schritt kénnen wir uns prinzipiell sparen, da wir nur mit affinen
offenen Uberdeckungen und quasi-kohérenten Garben auf separierten Schemata
arbeiten werden. Der Richtigkeit halber wollen wir aber zumindest kurz iiber
Verfeinerungen von offenen Uberdeckungen sprechen.

Definition 4.4. Wir nennen eine offene Uberdeckung V = (Vi)jes von X
eine Verfeinerung einer anderen offenen Uberdeckung U = (Ui)ier, falls eine
Abbildung o : J — [ existiert, so dass V; C Uy fiir alle j € J. Daraus
erhalten wir Vj, ;. C Us(jy)...0(j,)» Was die Wohldefiniertheit des folgenden
Homomorphismus sichert. Wir erhalten einen Homomorphismus zwischen den
Cech—Komplexen, welchen wir ebenfalls o nennen mit

oP : CPU,F) —— CP(V,F)

definiert durch
P (Pjorwip = Fotio)otin)ly:

G0..-dp
Dass ¢ mit den Differentialen kommutiert rechnet man einfach nach. Wir erhal-
ten also einen Homomorphismus zwischen den Kohomologiegruppen

o*: ﬁp(u,f) —_ ﬁp(v,}‘)

Lemma 4.5. Der Homomorphismus ¢* héngt nicht von der Wahl von o ab.
Beweis. Vergleiche [Liu02, S. 182, Lemma 2.8]. O

Korollar 4.6. Ist U eine Verfeinerung von V und V eine Verfeinerung von U,
so ist HP(U,F) — H?(V, F) ein Isomorphismus.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 182, Corollary 2.9])

Wir verwenden die Notation aus der Definition. Ist U/ eine Verfeinerung einer
offenen Uberdeckung W mit einer Abbildung 7, so dass U; C Wiy, dann ist
V ebenfalls eine Verfeinerung von W, denn V; C U, ;) C€ Wiroq)(j)- Weiter gilt
offensichtlich (70 0)* = 7* 0 o*, da die Abbildung H? (U, F) — HP(W, F) nach
der universellen Eigenschaft des Quotienten eindeutig bestimmt ist. Wahle nun
W = V. Nach dem letzten Lemma stimmt 7% oo™ mit id% {iberein. Das bedeutet
T* ist injektiv und o* ist surjektiv. Wegen Symmetrie ist dann 7* ebenfalls
surjektiv, also ein Isomorphismus. O

Die Verfeinerungseigenschaft definiert offensichtlich eine Préordnung auf den
offenen Uberdeckungen von X. Je zwei offene Uberdeckungen (U;)icr,(Vj)jer
besitzen auBerdem eine gemeinsame Verfeinerung, namlich (U; N Vj) jyerx
indem wir als Abbildungen die Projektionen I x J — I bzw. I x J — J
wihlen. Zwei offene Uberdeckungen heiBen dquivalent, falls sie jeweils Verfei-
nerungen voneinander sind. Das Korollar besagt also, dass H? (U, F) nur von
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der Aquivalenzklasse von U beziiglich dieser Aquivalenzrelation abhéngt. Wir er-
halten ein induktives System tiber der beziiglich Verfeinerung gerichteten Menge
der Aquivalenzklassen offener Uberdeckungen und kénnen daher zum indukti-
ven Limes {ibergehen.

Definition 4.7. Sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe auf X. Wir
definieren die p-te Cech-Kohomologiegruppe von F als

HP (X, F) = lim H(U, F)
%

Nach Proposition 4.3 ist beispielsweise H(X, F) = F(X) = H(X, F) die 0-te
Kohomologiegruppe von JF im Sinne des dritten Abschnitts. Ist 7 eine Garbe
von A-Moduln, so ist H?(X, F) in natiirlicher Weise ein A-Modul.

Um diesen Abschnitt abzuschlieen kommen wir nun zu dem fiir uns interes-
santen Satz, der es uns erlaubt die Kohomologie quasi-kohdrenter Garben tiber
separierten Schemata via Cech-Kohomologie zu berechnen.

Satz 4.8. Ist X ein separiertes Schema und F ein quasi-koharenter O x-Modul,
so stimmen die Kohomologiegruppen H p(X F), p >0, fir jedes p mit den eben
definierten Cech- Kohomologiegruppen HP (X, F) iiberein.

Beweis. Vergleiche [Liu02, S. 185f, Remark 2.16]. O

5 Das Affinitatskriterium von Serre

Wir haben nun alles was wir brauchen um das Affinitéatskriterium zu beweisen.
Zunichst beweisen wir ein eigenstidndiges Kriterium fiir Affinitat, welches wir
dann fiir die entsprechende Implikation in Serre’s Affinitdtskriterium verwenden.
Ab diesem Punkt bezeichne X stets ein Schema. Fir f € I'(X, Ox) definieren
wir die offene Menge X; = {z € X | f, € Ox,}. Weiter bezeichnen wir mit

m,, das eindeutige maximale Ideal des lokalen Rings Ox , (NB: f, € O)X(,z =

Jo & mg).

Proposition 5.1. Sei f € T'(X,0Ox) ein globaler Schnitt. Angenommen X
besitzt eine endliche affine offene Uberdeckung (U;)icr, so dass fiir alle 4,7 € T
der Schnitt U; NU; ebenfalls affin ist. Dann induziert die Restriktionsabbildung
p:I(X,0x) = T'(Xy,Ox) einen Isomorphismus I'(X, Ox) s = I'(Xy, Ox).

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 44f, Proposition 3.12])

Wie immer benutzen wir die universelle Eigenschaft der Lokalisierung um den
gewiinschten Morphismus zu erhalten. Wir miissen also zeigen, dass p die Ele-
mente von { f” | n € N} auf Einheiten in I'(X y, Ox ) abbildet. Dabei machen wir
uns auch noch einmal klar, dass Xy tatséchlich eine offene Teilmenge von X ist.
Sei z € Xy, also f, € O% .. Es gibt dann eine offene Umgebung U von z in X
und ein g € Ox (U), so dass fz92 = 1. Es folgt (fg)|,, =1in Ox (V) fiir eine ge-
eignete offene Umgebung V' von x mit V' C U. Daraus folgt sofort f, € O)ng flir
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jedesy € V, also V C X;. Das zeigt, dass X offen in X ist. Lassen wir x durch
die Elemente von X laufen, so erhalten wir eine offene Uberdeckung von X [
und lokale Inverse von f. Da diese eindeutig sind miissen sie auf den Schnitten
tibereinstimmen und lassen sich daher zu einem Inversen von f|, verkleben.
Das bedeutet p bildet f auf eine Einheit ab und damit auch jedes ﬁ)lement von
{f™ | n € N}. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung liefert uns nun einen
Morphismus a : I'(X, Ox) s — I'(Xf, Ox), der eindeutig bestimmt ist durch die
Eigenschaft das folgende Diagramm kommutativ zu machen

['(X,0x) =5 I'(X,0x)f

0 i
\ A
~

['(Xy,Ox)

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass « ein Isomorphismus ist. Nach Voraussetzung
besitzt X die endliche affine offene Uberdeckung (U;);c;. Fiir ein Primideal
p € U; identifizieren wir den Keim f, mit f(p). Dann ist X, die Vereinigung

der
Vi=UinXy={peU| f, € Ox, =0y, ,}

={p el f(p) € Ou Uiy}

={pelil fly, 9} = D(flv,)
Der Ubersicht halber schreiben wir nur f fiir die verschiedenen Restriktionen
von f. Nach eben Gezeigtem haben wir dann I'(V;,Ox) = I'(U;,Ox)s. Da
wir nur endlich viele U; haben kénnen wir in der Sequenz (1) die [] durch

ersetzen. Da die Lokalisierung flach ist und mit direkten Summen vertauscht
erhalten wir dann die folgende exakte Sequenz

0 —— I'(X, Ox)f E— 691 (v, Ox)f E— @id r(U; N U;, Ox)f
Daraus erhalten wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 — I(X,0x); — @,I(U;,0x); —— @,,T(U:;NU;,0x);

N s

0 — (X}, 0x) —— @,T(Vi,0x) —2— @, , T(V;nV;,0x)

Da sowohl die obere als auch die untere Zeile exakt ist folgt aus der Kommu-
tativitdt sofort, dass « injektiv ist. Weiter ist § eine Familie von Morphismen
derselben Form wie a.. Da U; NUj sich nach Voraussetzung ebenfalls durch end-
lich viele affine offene Mengen tiberdecken lésst (U; N U; ist selbst affin) zeigen
also dieselben Argumente, dass auch g injektiv ist. Man tberpriift, dass a nun
auch surjektiv ist: Sei r € I'(Xf, Ox), dann ist ¢'(r) € @, T'(V;,Ox). Da x ein
Isomorphismus ist, gibt es s € @, I'(U;, Ox )¢ mit x(s) = +’(r). Damit folgt

Blp(s)) = p'(x(s) = p'(¥'(r)) =0



wegen Exaktheit der unteren Zeile. Wir erhalten p(s) € ker(/5). Nun ist aber
ker(B) = 0, da § injektiv ist. Das bedeutet wir haben s € ker(p) = im(¢)) wegen
Exaktheit der oberen Zeile. Es gibt also ein 7 € I'(X,Ox)y mit s = (1),
also ¥'(r) = x(s) = x(¥(r")) = ¥'(a(r")). Da ¢ injektiv ist, folgt schlieflich
r=a(r’) € im(a). Also ist o wie gewiinscht surjektiv. O

Lemma 5.2. Sei X ein separiertes Schema. Gibt es f1,..., f, € T'(X, Ox) mit
den untenstehenden Eigenschaften, so ist X affin.

(a) Fir jedes 1 <1 < nist Xy, affin
(b) fi,.-., fn erzeugen das Einsideal von I'(X, Ox)

Beweis. (vgl. [GW10, S. 335f, Theorem 12.35 (2) = (1)])

Schreibe A =T'(X,0x) und Y = Spec(A). Wir miissen zeigen, dass der kano-
nische Morphismus ¢ : X — Y ein Isomorphismus ist. Dieser ist das Urbild der
Identitdt T'(X, Ox) = T'(Y, Oy ) unter der Bijektion

Hom((X,0x),(Y,0y)) —— Hom(I'(Y,Oy),I'(X, Ox))

welche einen Morphismus (f, f#) auf die globale Komponente f# abbildet. Wir
haben also @i =1idy. Firpe Y und f € I'(Y,Oy) = A identifizieren wir also,
ahnlich wie im letzten Beweis, den Keim f, mit f(p). Wir erhalten

e UD(f) ={z e X | fi ¢ p(z)}
={z e X| filo(x)) € Oy (Y) )}
={z e X | fipw € Oy )}
={zeX|fi. € 0x,} =Xy,

Dabei haben wir in der dritten Zeile verwendet, dass Oy (Y'),(z) = Oy, (5 und

in der vierten Zeile, dass @7 : Oy, () — Ox 2 ein lokaler Ringhomomorphismus
ist. Nach Hilbert’s Nullstellensatz gilt Y = (J, D(f;), da die f; das Einsideal von
A erzeugen. Daraus folgt

X=p (V)= sfl(U D(fi)) = U‘Pil(D(fi)) = UXfi

Also ist X die Vereinigung endlich vieler, nach Voraussetzung (a) affiner, offe-
ner Mengen. Auflerdem sind deren Schnitte ebenfalls affin, da X separiert ist.
Die Voraussetzungen fiir Proposition 5.1 sind also erfiillt und wir erhalten fiir
jedes i einen Isomorphismus «; : I'(X, Ox)y, — I'(Xy,, Ox). Identifizieren wir
['(X,Ox)y, mit (Y, Oy )y, =T(D(fi), Oy), so zeigt dies sofort, dass o[y ein
Isomorphismus ist, denn offenbar gilt dann ¢ x5, = Spec(a;) und Spec(—l) ist
ein Funktor. Da die Xy, (bzw. D(f;)) eine offene Uberdeckung von X (bzw.
Y) bilden folgt daraus direkt, dass ¢ ein Isomorphismus von Garben ist und
dass ¢ offen und surjektiv ist. Es bleibt also iibrig zu zeigen, dass ¢ injektiv
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ist. Seien dazu z,y € X mit p(z) = p(y). Wahle ein ¢ mit € Xy,, dann gilt
e(y) = ¢(x) € p(Xy,) = D(f;). Dann folgt aber y € ¢~ (D(fi)) = Xy, und
daher = = y wegen Injektivitdt von ¢ X, O

Bemerkung. Die Separiertheit wird nur an einer Stelle verwendet und es fallt
nicht schwer zu glauben, dass man mit etwas Zusatzarbeit wahrscheinlich auf
diese Voraussetzung verzichten kann. Man bekommt dann dieselbe Aussage fiir
ein (nicht notwendigerweise separiertes) Schema X, das globale Schnitte mit den
Eigenschaften (a) und (b) besitzt (vgl. [Stal8, Lemma 27.27.3]). Tatsichlich
bendtigen wir im Beweis des Affinitdtskriteriums die Separiertheit ebenfalls
nur um dieses Lemma anwenden zu kénnen. Damit kann man dann das Af-
finitatskriterium auf quasi-kompakte Schemata erweitern.

Satz 5.3 (Das Affinitatskriterium von Serre). Sei X ein separiertes und quasi-
kompaktes Schema. Dann sind dquivalent:

(i) X ist affin
(i)
(iii)
Beweis. (vgl. [GW10, S. 334ff, Lemma 12.33 & Theorem 12.35 (v) = (ii)])
(iii) = (ii). Trivial.
(ii) = (i). Wir wollen Lemma 5.2 anwenden. Da X nach Voraussetzung sepa-
riert ist missen wir nur die Existenz geeigneter f1,..., f, € ['(X,Ox) zeigen.
Dazu sei zunéichst € X ein abgeschlossener Punkt - das heifit {z} ist abge-
schlossen in X - und U eine affine offene Umgebung von z in X. Wir haben
dann zwei abgeschlossene Teilmengen Y = X \ U und Y’ =Y U {z}. Zu jeder
abgeschlossenen Teilmenge Z von X gibt es genau eine Struktur eines reduzier-

ten Unterschemas auf Z. Die zugehorige quasi-kohérente Idealgarbe ist wie folgt
definiert

HY(X,F) =0 fiir jeden quasi-kohérenten Ox-Modul F
HP(X,F) =0 fiir jeden quasi-kohdrenten Ox-Modul F und jedes p > 1
(

I;(V)={feT(V,0x)|Vz€ZNV:f, em,}

fir V. C X offen. Wir haben dann Z = V(%) = {z € X | Sz, # Ox,.}
und daher &z, = Ox ., falls z ¢ Z. Wir wollen die Halme des Quotienten
G = Sy /SFy berechnen. Da diese isomorph zum Quotienten der Halme sind
konnen wir erst die Halme von %y und %y berechnen und anschliefend deren
Quotienten bilden. Es sind drei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: Ist z ¢ Y, so haben wir auch z ¢ Y. Demnach haben wir in diesem Fall
Hy,, = Ox = Iy, und daher G, = 0.

Fall 2: Ist z € Y\ {«}, so finden wir eine offene Umgebung V von z in X, die
nicht enthilt, da {x} in X abgeschlossen und daher X \ {z} in X offen ist. Fiir
jede offene Teilmenge W von V ist dann aber Y N W =Y’ N W und daher per
Definition S|, = Hy/|,,. Es folgt #y . = Fy/ . und daher ebenfalls G, = 0.
Fall 3: Ist z = z, so haben wir Hy, = Ox,, da z ¢ Y. Wir wollen zeigen,
dass Sy, =m,. Da x € Y/ ist #y , ein echtes Ideal von Ox . Die Inklusion
C ist daher klar, da Ox , ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, ist. Sei
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andererseits g = f, € m, der Keim von f € T'(V,Ox) mit einer offenen Umge-
bung V von z in X. Betrachte die offene Umgebung V N U von x. Wir haben
Y'NVvNnU=Y'NnUNV ={z} NV = {z} und daher f € #~(V NU), da nach
Annahme f, € m;. Das bedeutet aber f, € Sy, und daher m; C Hy» ,. Wir
haben also die gewiinschte Gleichheit und erhalten G, = Ox ,/m,; = k().

Wir schreiben das Ergebnis nochmal etwas iibersichtlicher auf

k(x) , z==
G. = 0 , z¢Y
0 , z€Y

Das bedeutet G ist die Wolkenkratzergarbe in x mit Wert x(x). Betrachte die
exakte Sequenz

0 Sy Fy g 0

Da %y quasi-kohérent ist haben wir nach Voraussetzung H' (X, #y+) = 0. Also
haben wir eine exakte Sequenz zwischen den globalen Schnitten

00— Hi(X) — H(X) — GX) —— 0

Daraus folgt schliellich, dass die obere Zeile des folgenden kommutativen Dia-
gramms exakt ist

Iy (X) 5 G(X) =r(x) —— 0

J{CGJL. J{CGTLA

Iy z — T G, = k(x)

Auflerdem ist die rechte kanonische Abbildung ein Isomorphismus, das heif}t
can.omy ist surjektiv. Wegen Kommutativitét ist daher auch m, o can. surjektiv.
Nun gilt (75 o can.)(g) = g» +m, fiir g € F(X) C I'(X,Ox). Da s(z) # 0
folgt daher aus der Surjektivitit die Existenz eines f € %y (X) mit f, +m, # 0
bzw. f, ¢ mg,. Wir haben also z € Xy und Xy C X \Y =U, da f € S (X).
Das impliziert X; = Uf\u' Wie im Beweis von 5.1 ist Xy damit die prinzipale
offene Menge D( f|;;) von U und daher insbesondere affin. Wir erhalten also
eine Familie offener Teilmengen von X der Form X fiir f € I'(X, Ox), deren
Vereinigung per Konstruktion alle abgeschlossenen Punkte enthélt. Ist nun y €
X beliebig, so ist {y} eine abgeschlossene Teilmenge von X. Diese ist quasi-
kompakt, da X quasi-kompakt ist, und enthélt daher einen abgeschlossenen
Punkt ¢ (vgl. [Liu02, S. 67, Exercise 4.8]). Wire nun y nicht in der Vereinigung
der X enthalten, so wére y in deren Komplement enthalten. Das ist aber eine
abgeschlossene Teilmenge von X und wiirde daher auch den Abschluss von {y}
enthalten. Dann wére aber £ ein abgeschlossener Punkt von X der nicht in
der Vereinigung der Xy enthalten ist. Es folgt, dass y in der Vereinigung der
X7 liegt, welche also eine offene Uberdeckung von X bilden. Wegen Quasi-
Kompaktheit kénnen wir eine endliche Teilitberdeckung wéhlen, etwa (Xy,)7

25



mit f1,..., fn € T(X,Ox). Insbesondere haben wir damit Eigenschaft (a) aus
Lemma 5.2 gezeigt. Es bleibt also tibrig zu zeigen, dass f1, ..., f, das Einsideal
von I'(X, Ox) erzeugen. Dazu betrachten wir den Morphismus ¢ : O% — Ox,
welcher fiir V' C X offen wie folgt definiert ist

(ala' "aa’ﬂ) — Ziai fi‘V

Wegen X = J, Xy, ={z e X |3i: fi, € O} gibt es zu jedem z € X ein i,
so dass f; , das Einsideal von Ox , erzeugt. Das zeigt sofort, dass 9, fiir jedes
x € X surjektiv ist, also ist ¥ surjektiv. Wir haben dann eine exakte Sequenz

¥

0 —— ker(v) oy Ox 0

Da 1 ein Morphismus zwischen quasi-kohdrenten Garben ist, ist ker(1) ebenfalls
quasi-kohdrent (vgl. [Liu02, S. 162, Proposition 1.12 (c)]). Nach Voraussetzung
ist also H'(X, ker(¢))) = 0 und wir haben wieder eine exakte Sequenz globaler
Schnitte

0—— ke?“(l/})() E— Ox(X>” E— Ox(X) — 0

Die Exaktheit auf der rechten Seite bedeutet aber offensichtlich nichts anderes,
als dass f1,..., fn das Einsideal von I'(X, Ox) erzeugen.

(i) = (iii). Sei X = Spec(A) fiir einen Ring A und F ein quasi-kohédrenter O x-
Modul. Da jede offene Uberdeckung von X eine Verfeinerung durch prinzipale
offene Mengen besitzt, geniigt es nach Satz 4.8 zu zeigen, dass HP U,F)=0gilt
fiir jede offene Uberdeckung U = (D(f;))ier fiir gewisse f; € A. Weiter kénnen
wir wegen Quasi-Kompaktheit von X annehmen, dass I endlich ist. Schreibe
F = M fiir einen A-Modul M. Fiir p > 1 und i = (ig,...,i,) € I’ schreiben
wir fi = fi, -+ fi,. Bs folgt D(fi,) N--- N D(fi,) = D(fi,- fi,) = D(f1).
Wir wollen zeigen, dass ﬁp(l/l,}') = 0 fiir p > 1. Dazu miissen wir zeigen,
dass ker(d?) C im(dP~1) fiir p > 1. Sei also m = (m;); € ker(d?) mit m; €
F(D(f;)) = M(D(f;)) = My,. Das heift fiir alle (ig, ..., i,11) € IPT2 haben wir

p+1
0= d(m)io~~ip+1 = Z(_l)rmio...ir...iﬁ_l
r=0
Da die Elemente von My, sich alle als Briiche schreiben lassen finden wir z; € M
und ein k > 1, so dass m; = x;/fF (NB: Wir kénnen k so groB wihlen, dass es
unabhéngig von i ist, indem wir gegebenenfalls Potenzen von fj in den Z&hler
aufnehmen). Fiir ein beliebiges j € I erhalten wir

Q¢

P
0= (m)jio--ip = (_1)0m3i0.‘.ip + Z(_l)rﬂm]‘io...{,....ip
r=0

p
. r+1
=m; + E (—1) Miio iy
r=0
k

p
Ti 1T jig. i ir
= 4 (_1)T+ _J0 Ay Apt I
2 FEFE
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Das bedeutet es gibt eine natiirliche Zahl [ > 1, so dass wir fiir alle j € I und
i € I?™! die folgende Gleichheit von Elementen in My, gilt

fk+lx' P

k+l1 J 1 f Zr jl T
fitm = Sa= =3 (- DR
i r=0

Da die D( ka) D(f;) eine offene Uberdeckung von X bilden folgt mit Hil-
bert’s Nullstellensatz, dass h; € A existieren mit >, h; f’-”l = 1. Wir defi-

nieren die (p — 1)-Kokette n wie folgt: Setze ni,._i, , = >, h;f ]z Litoip-n gy

ZO 7,;,,71

(0, ... ,ip—1) € I?. Eine kurze Rechnung zeigt dv(n) =m

r=0
p f Z 4 .
= Z(,l) Z h; #
r=0 i
P f o
= Z h; Z( 1)" Zﬂ—z
J r=0 fi
f’.“+1mi
J
= Z hjfj’?+l Mg i, = Mig..i,
%,1_/
Wir haben also wie gewiinscht ker(czp) C im(ch—l), 0

Bemerkung. (i) Wie bereits zuvor bemerkt gilt das Affinitatskriterium auch
allgemeiner fiir quasi-kompakte Schemata. Wir haben bereits angemerkt, wie
man die Implikation (ii) = (i) ohne Separiertheit beweist, aber wir haben nun
gesehen, dass man auch fiir die anderen beiden Implikationen die Separiertheit
nicht braucht: Die Implikation (iii) = (ii) gilt offensichtlich immer und bei
(i) = (iii) ist das Schema affin und daher insbesondere separiert (vgl. [Liu02,
S. 100, Proposition 3.4]).

(ii) Wie in [Liu02, S. 186, Theorem 2.19] folgt aus dem Beweis von Satz 5.3
(i) = (iii) zusammen mit Satz 4.8 auch, dass fiir jedes separierte Schema X,
jede affine offene Uberdeckung U von X, jeden quasi-kohéirenten O x-Modul F
und alle p > 0 der kanonische Morphismus H? (U, F) — H?(X,F) = H?(X, F)
ein Isomorphismus ist.

Korollar 5.4. Sei X ein separiertes Schema, das eine affine offene Uberdeckung
U durch m € N affine offene Mengen besitzt, und sei F ein quasi-kohérenter O x-
Modul. Dann ist H?(X,F) = 0 fiir alle p > m.
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Beweis. (vgl. [Liu02, S. 181, Corollary 2.5])

Nach Satz 4.8 gilt H?(X,F) = HP(X,F). Nach Teil (ii) der vorigen Bemer-
kung ist HP(U,F) — HP(X,F) ein Isomorphismus, da U eine affine offene
Uberdeckung ist. Weiter diirfen wir H?(U, F) mittels alternierender Koketten
berechnen. Da es jedoch keine (m+ 1) verschiedenen Elemente in {1, ...,m} gibt
folgt, dass alle alternierenden p-Koketten fiir p > m gleich 0 sind und daher
HP(U,F) = 0. O

6 Kohirente Garben

Bevor wir den Endlichkeitssatz beweisen kénnen miissen wir uns etwas mehr
mit kohdrenten Garben beschéftigen. Wir werden tiber kohdrente Garben tiber
lokal noetherschen Schemata sowie iiber projektiven Schemata reden und unter
anderem das Verhalten von Kohérenz unter pushforwards tiberpriifen.

Definition 6.1. Ein Ox-Modul F heift

(i) endlich erzeugt, falls zu jedem x € X eine offene Umgebung U von z in
X, ein n > 1 und ein surjektiver Morphismus O% |, — F/|,, existieren

(ii) kohdrent, falls F endlich erzeugt ist im Sinne von (i) und falls fir jede
offene Teilmenge U von X und jeden Homomorphismus a : O% |, — F|
auch ker(a) endlich erzeugt ist

Bemerkung. Offensichtlich besteht ein Zusammenhang zwischen endlich er-
zeugten Modulgarben und endlich erzeugten Moduln sowie zwischen kohérenten
Modulgarben und endlich présentierten Moduln. Da endlich prasentiert und
endlich erzeugt iiber noetherschen Ringen &quivalent sind ist es nicht verwun-
derlich, dass endlich erzeugt und kohérent iiber lokal noetherschen Schemata
dquivalent sind. Das beweisen wir in der folgenden Proposition.

Proposition 6.2. Sei F ein quasi-kohérenter Ox-Modul. Betrachte die folgen-
den Aussagen:

(i) F ist kohérent
(ii) F ist endlich erzeugt

(iii) Fiir jede affine offene Teilmenge U von X ist F(U) ein endlich erzeugter
Ox (U)-Modul

Es gilt stets (i) = (ii) = (iii). Ist X lokal noethersch, so gilt auch (iii) = (i).

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 161f, Proposition 1.1])
(i) = (ii). Gilt per Definition von Kohérenz.
(if) = (iii). Sei U C X affin offen. Da F endlich erzeugt ist finden wir zu
jedem z € U eine offene Umgebung U; von z, ein n; > 1 und einen sur-
jektiven Morphismus O% [, — Fly,. Nun ist U aber affin, also bilden die
prinzipalen offenen Mengen eine Basis der Topologie auf U. Daher kénnen wir,
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gegebenenfalls nach weiterer Restriktion, annehmen, dass alle U; prinzipale of-
fene Teilmengen von U sind. Wir erhalten also eine Uberdeckung (U;); von
U durch prinzipale offene Mengen U; und exakte Sequenzen O v, = F l,-

Schlieflich kénnen wir annehmen, dass diese Uberdeckung endlich ist, da U af-
fin und daher quasi-kompakt ist. Serre’s Affinitatskriterium impliziert nun, dass
Ox (U;)™ — F(U;) — 0 ebenfalls exakt ist, da U; quasi-kompakt und separiert
ist. Das bedeutet F(U;) ist ein endlich erzeugter Ox (U;)-Modul. Da U; prinzipal
offen ist haben wir F(U;) = F(U) ®o () Ox (U;). Also wird F(U;) von endlich
vielen einfachen Tensoren m; ® n; mit m; € F(U) und n; € Ox(U;) erzeugt.
Setzen wir M als den von den m; erzeugten Modul, so haben wir einen end-
lich erzeugten Ox (U)-Untermodul von F(U) mit M ®¢, ) Ox (Us) = F(Us).
Nachdem wir M gegebenenfalls vergréfilern kénnen wir annehmen, dass die-
se Gleichheit fur alle 7 gilt. Beachte, dass dann M ein Opy-Untermodul von

FU) = Fly ist mit MU;) = M ®ox @) Ox(Us) = F(U;) fiir alle 4. Daraus
folgt M b= M(Ui)w = F|y, fiir alle ¢ und daher M = F|y- Insbesondere ist

F(U) = M(U) = M endlich erzeugt.

(ili) = (i). Sei nun X lokal noethersch. Zunéchst ist F offensichtlich end-
lich erzeugt, denn fiir x € X konnen wir eine beliebige affine offene Umge-
bung U von z in X wihlen. Da F(U) nach Voraussetzung ein endlich erzeugter
Ox (U)-Modul ist haben wir eine Surjektion Ox (U)™ — F(U) fiir ein n > 1.
Ubergang zu assoziierten Modulgarben liefert sofort die gewiinschte Surjektion
O%|, — Fly- Wir miissen also nur zeigen, dass fiir eine beliebige offene Menge
V und jeden Morphismus a : O%|, — F|, auch ker(c) endlich erzeugt ist. Da
dies eine lokale Eigenschaft ist konnen wir annehmen, dass V' affin ist. Es gibt
dann einen Ox (V)-Modul N mit F|,, = N. Da O% ebenfalls quasi-kohérent ist
folgt, dass ker(«) als Kern eines Morphismus zwischen quasi-kohédrenten Gar-
ben quasi-kohérent ist. Wir haben also ker(a) = ker(ay)™. Da X noethersch
ist, ist Ox (V') ein noetherscher Ring (vgl. [Liu02, S. 55, Proposition 3.46 (b)]).
Also ist ker(ay ) als Untermodul des endlich erzeugten Ox (V)-Moduls Ox (V)™
ebenfalls endlich erzeugt. Das zeigt, dass ker(a) endlich erzeugt ist. O

Wir erinnern uns, dass ein Morphismus f : X — Y von Schemata endlich
heilt, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) f ist affin, das heiBt fiir V C Y affin offen ist f~1(V) C X affin offen

(b) Fiir jede affine offene Teilmenge V C Y ist Ox(f~1(V)) iiber f# ein
endlich erzeuger Oy (V')-Modul

Proposition 6.3. Sei f: X — Y ein endlicher Morphismus und F ein endlich
erzeugter quasi-kohérenter O x-Modul. Dann ist f..F ein endlich erzeugter quasi-
kohérenter Oy -Modul.

Beweis. Nach [Bosl3, S. 463, Remark 2] ist f separiert und quasi-kompakt. Wir
wissen also bereits, dass f.JF quasi-koharent ist (vgl. [Har77, S. 115, Proposi-
tion 5.8]). Es bleibt daher zu zeigen, dass f.F endlich erzeugt ist. Da das eine
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lokale Eigenschaft ist konnen wir annehmen, dass Y affin ist. Dann ist auch X
affin, da f nach Voraussetzung affin ist. Wegen Quasi-Kohérenz haben wir also
f«F = F(X)™ als Oy-Moduln. Nun ist Ox (X) nach Bedingung (b) ein endlich
erzeugter Oy (Y)-Modul. Weiter ist F(X) nach (ii) = (iii) der letzten Propo-
sition ein endlich erzeugter Ox (X)-Modul, da X affin ist. Daher ist F(X) ein
endlich erzeugter Oy (Y')-Modul. Wie im Beweis der letzten Proposition erhalten
wir, dass f.F = F(X)™~ als Oy-Modul endlich erzeugt ist. O

Bemerkung. Ist Y lokal noethersch, so erhalten wir mit Proposition 6.2, dass
f«F sogar kohdrent ist. Das bedeutet also, dass pushforwards von kohérenten
Garben unter endlichen Morphismen in diesem Fall koh&rent sind. Beispielsweise
sind abgeschlossene Immersionen endlich, was wir im Beweis des Endlichkeits-
satzes verwenden werden.

Neben endlich erzeugt gibt es auch einen Begriff von Flachheit fiir eine Mo-
dulgarbe. Sind F und G zwei Ox-Moduln, so kénnen wir das Tensorprodukt
F @0y G betrachten. Wir haben (F Qo G)s = Fi Qoy , G fur jedes z € X
(vgl. [GW10, S. 175, (7.4.7)]). AuBerdem ist die Exaktheit einer Sequenz von
O x-Moduln halmweise definiert. Es ist also natiirlich Flachheit von O x-Moduln
wie folgt zu definieren.

Definition 6.4. Ein Ox-Modul F heif3t
(i) flach im Punkt x € X, falls F,, ein flacher Ox ,-Modul ist
(ii) flach, falls F in jedem Punkt x € X flach im Sinne von (i) ist

Beispiel. Ein Ox-Modul £ heifit lokal frei vom Rang 1, falls zu jedem z € X
eine offene Umgebung U von z in X existiert, so dass L], = Oy als Oy-Moduln.
Offensichtlich sind dann die Halme freie, also insbesondere flache, Ox ,-Moduln.
Ist X =P’ der projektive Raum iiber einem Ring A, so sind beispielsweise die
Serre-Twists Ox (d), d € Z, lokal frei vom Rang 1.

Lemma 6.5. Sei X ein noethersches oder separiertes und quasi-kompaktes
Schema, F ein quasi-kohdrenter Ox-Modul und £ lokal frei vom Rang 1. Wir
fixieren zwei globale Schnitte f € F(X) und s € £(X). Wir schreiben £¢ fiir
L@ ®Lund s fir s®---®@sund Xy = {z € X | 5,0x, = L,}. Es gelten:

i) Ist f|, =0, so gibt es ein d > 1, so dass f @ s? =0 in (F® L})(X
Xs

(ii) Sei g € F(X;). Dann gibt es ein dy > 1, so dass g ® (sd’X ) fiir jedes
d > dy die Restriktion eines globalen Schnitts von F @ £ auf X, ist

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 166f, Lemma 1.25])

Da £ lokal frei vom Rang 1 ist kénnen wir X durch affine offene Mengen X
tiberdecken, so dass L[y, = Oy, fiir alle i. Mit den Voraussetzungen an X
kénnen wir weiter annehmen, dass diese Uberdeckung endlich ist, sagen wir
i < 7. Fiir jedes ¢ wéhle einen Erzeuger e; € L(X;) von L[|y - das heifit der
Keim e, , erzeugt L, fiir jedes = € X; - und h;, so dass s|Xi = ¢;h;. Es ist dann,
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dhnlich wie im Beweis von 5.1, X, N X; = D(h;) eine prinzipale offene Menge
von X;. Damit konnen wir nun die beiden Teile des Lemmas beweisen:

(i) Da f|x, = 0 folgt durch Restriktion f|y -y, = 0 fiir alle i. Da X; N X;
die prinzipale offene Menge D(h;) ist gilt wegen Quasi-Kohérenz von F, dass
F(D(hi)) = F(Xi)®@0y (x,)Ox (D(h:)). Es gibt also ein d > 1, s0 dass f|y h{ =
0 ist. Nachdem wir d gegebenenfalls vergréfiern kénnen wir annehmen, dass
es undbhéngig von i ist, da wir nur endlich viele ¢ haben. Auf X; definiert
Multiplikation mit e¢ einen Isomorphismus von Garben Oy, — £d| x,» da eﬁm
fiir jedes z € X; den Halm L erzeugt. Tensorieren mit F| x, induziert einen
Isomorphismus ¢; 4 : Fly, = Fly, ®ox, Ox, = (F @ Ed)‘xf' Wir haben dann
0=wialflx, hi) = f|Xihg®€?: flx, ® hief = (f®3d)|xi

Da dies fiir alle 7 gilt folgt mit dem Garbenaxiom, dass f ® snd =0.
(i) Wir betrachten die Restriktion g|y -y, € F(D(h;)). Ahnlich wie in (i)
finden wir ein m > 1 und ein f; € F(X;), so dass

g|XSmXi h;‘n|Xszi = fi|XSﬂXi

Wobei wir wieder annehmen koénnen, dass dieses m unabhéngig von ¢ ist indem
wir gegebenenfalls Potenzen von h; in f; aufnehmen. Mit derselben Notation
wie im Beweis von (i) setzen wir t; = i m(fi) € (F ® L™)(X;). Es gilt dann
nach der selben Rechnung wie in (i)

tilx.nx, = Pim(filx.nx,) = 9lx.nx, @ " x.nx,

Fiir beliebige 4, j haben wir dann, da m unabhéngig von ¢ und j ist

ti|Xsm(XiﬂXj) = tj‘xsn(x,imxj)

Ist X noethersch, so ist X; N X ebenfalls noethersch (vgl. [Liu02, S. 55, Propo-
sition 3.46 (a)]). Ist X separiert und quasi-kompakt, so ist X; N X, als Schnitt
affiner offener Mengen wieder affin und daher insbesondere separiert und quasi-
kompakt. In jedem Fall konnen wir (i) anwenden, wobei wir dann X durch
X;NX; und F durch (F® [,m)|Xij ersetzen. Es existiert also ein ¢ > 1, so

dass in ((F ® L™) ® L1)(X; N X)) gilt

(ti‘Xian - tj|Xiij) ® Sq‘Xian =0
Setze dy = m+q. Fiir jedes d > dy stimmen dann nach der letzten Gleichung die
t; ® (satd=do ’X) € (F® L£4)(X;) auf den Schnittmengen X; N X iiberein und

lassen sich daher nach Garbenaxiom zu einem globalen Schnitt ¢ € (F ® £4)(X)
verkleben. Wir zeigen, dass die Restriktion von ¢ auf X, gerade g ® (sd‘ X )

ist. Dazu geniigt es, da die X, N X; eine offene Uberdeckung von X, bilden,

zu zeigen, dass t|y (v, = g ® (s4 fiir jedes 7. Das zeigt die folgende

Xs) X,NX
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Rechnung

t =t X Sq+did0 ’
|XsnX'i v ( |XL) XsNX;
d—d
= (9lx,0x, ® " x,nx,) OO ¢ (1)
:tilxsﬁXi
d
= S
99 (") Ay,
Damit haben wir gezeigt, dass t die in (ii) gewiinschte Eigenschaft hat. O

Sei A ein Ring, n > 0 und f : X — P eine abgeschlossene Immersion, d.h.
X ist ein projektives A-Schema. Ist F ein Ox-Modul und d € Z, so setzen wir
wie iiblich F(d) = F ®oy f*Opn (d). Wir nennen diesen Ox-Modul den d-ten
Twist von F.

Satz 6.6. Sei X ein projektives Schema tiber einem Ring A. Zu jedem endlich
erzeugten quasi-kohérenten Ox-Modul F existiert ein dg > 0, so dass F(d) fiir
jedes d > dy von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt wird, d.h. ihre Keime
in z erzeugen den Halm F(d), fir alle z € X.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 167, Theorem 1.27])

Wir wollen den Beweis auf den Fall X = P’} reduzieren. Sei also f : X — P%
eine abgeschlossene Immersion. Nach Proposition 6.3 wissen wir, dass f.F ein
endlich erzeugter quasi-kohdrenter P;-Modul ist. Weiter behaupten wir, dass
f«(F(d)) = (f«F)(d), also f.F ®Of’f\ OP;“(d) = fu(F ®ox f*OlP’Z(d))' Da die
beiden Garben quasi-kohérent sind kénnen wir das auf affinen offenen Mengen
iiberpriifen. Sei also f : Spec(R/I) = X — Y = Spec(R) und wir miissen
zeigen, dass fiir beliebige quasi-kohdrente O x-Moduln F und Oy-Moduln G die
folgende Gleichheit gilt

f*F®0y g = f*(F(g)OX f*g)

Schreiben wir F = M fiir einen R/I-Modul M und G = N fiir einen R-Modul
N, so ist diese Gleichheit dquivalent zu der folgenden Gleichheit von R-Moduln

M®RN:M®R/[ (R/I®g N)

Das ist aber einfach die bekannte Kiirzungsregel fiir das Tensorprodukt. Schlief3-
lich haben wir f,.(F(d))(P%) = F(d)(X) per Definition von f,.. Es folgt also,
dass F(d) von globalen Schnitten erzeugt wird, wenn (f.F)(d) von globalen
Schnitten erzeugt wird und wir kénnen ohne Einschrénkungen von X = P
ausgehen. Schreibe U; = D (z;), 0 < ¢ < n, fiir die gewohnliche affine offene
Uberdeckung von P% = Proj(A[xo, ..., 2,]). Nach Proposition 6.2 wird F(U;)
von endlich vielen Elementen s;; € F(U;), j < m erzeugt. Mit der Notation aus
dem letzten Lemma wihlen wir £ = Ox(1). Es gilt dann Ox(d) = £%. Also
existiert ein dg > 0, so dass fiir jedes 4, j und d > do der einfache Tensor s;; ®x§l
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die Restriktion eines globalen Schnittes ¢;; von F(d) auf U; ist. Nach [Liu02, S.
162, Proposition 1.12 (b)] haben wir nun F(d)(U;) = F(Us) ®o  (v,) Ox (d)(U;).
Weiter wissen wir, dass Ox (d)(U;) = 2¢Ox (U;) (vgl. [Liu02, S. 165, Example
1.19]). Das impliziert dann sofort, dass F(d) von den globalen Schnitten ¢;;
erzeugt wird. O

Korollar 6.7. Seien X und F wie in Satz 6.6. Es existieren m € Z, r > 1 und
ein surjektiver Morphismus von Garben a: Ox(m)" — F.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 167, Corollary 1.28])

Nach Satz 6.6 finden wir ein d € Z, so dass F(d) von r globalen Schnitten erzeugt
wird. Das ist aber dquivalent zur Existenz eines surjektiven Homomorphismus
0% — F(d). Tensorieren mit Ox(—d) gibt uns den gewiinschten surjektiven
Homomorphismus Ox (—d)" — F. O

Bemerkung. Ist A ein noetherscher Ring, so ist X wie in Satz 6.6 und Korollar
6.7 ein noethersches Schema. Dann ist ker(«) ebenfalls kohérent, denn ker(«)
ist endlich erzeugt, da F kohérent ist, und quasi-kohérent, da sowohl F als auch
Ox(m)" quasi-kohédrent sind. Die Kohérenz folgt daher aus Proposition 6.2 zu
Beginn des Abschnitts. Damit haben wir folgende exakte Sequenz kohérenter
Garben

0 —— ker(a) —— Ox(m)" —— F —— 0

Diese Sequenz wird eine entscheidende Rolle im Beweis des Endlichkeitssatzes
spielen.

7 Der Endlichkeitssatz von Serre

In diesem letzten Abschnitt beweisen wir den Endlichkeitssatz von Serre fiir ein
projektives Schema X iiber einem noetherschen Ring A. Dazu berechnen wir
zunéchst die Kohomologie der Serre-Twists Opr (d), d € Z. Der Endlichkeitssatz
ist dann letztlich eine Verallgemeinerung auf beliebige kohérente Garben. Wir

wéhlen die {ibliche Graduierung des Polynomrings Alzg,...,z,] in n+ 1 Varia-
blen iiber A und schreiben (A[zg,...,%,])q fir die Elemente die homogen vom
Grad d sind.

Lemma 7.1. Sei A ein Ring und n > 0. Fiir d € Z gilt

I(A[an"l'vxn])dl 5 p:O
H*( Z;Opg(d)): (HA[CC*OP”’;]M y P=n
0 , p#0,n

Insbesondere ist H? (X, Opn ) stets ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. (vgl. [Stal8, Lemma 29.8.1])
Da P separiert und Opn (d) quasi-kohérent ist kénnen wir die Kohomologie
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nach der Bemerkung im Anschluss an Satz 5.3 via éech—Kohomologie mit ei-
ner beliebigen affinen offenen Uberdeckung U berechnen. In diesem Fall ver-

wenden wir den geordneten Cech-Komplex mit der gewohnten Uberdeckung

1
U = (Di(4))iey von P%. Wir haben Opn (D (z:)) = (A[aco,...,xn,;])o

(vgl. [Liu02, S. 165, Proposition 1.17 (i)]). Demnach gilt fiir den d-ten Twist
1
Opn (d)(D4(z:)) = (Alwo, ..., Ty, ;])d. Unter Benutzung der Tatsache, dass

D (xiy)N---NDy(x;,) = Dy (4 ... 2;,) hat der geordnete Cech-Komplex also
die folgenden Glieder

égrd(u’omﬁ) = @ (A[J}o,....’l}n,i])d

i0<...<lp o tp

Jeder Term besitzt eine natiirliche Z""!-Graduierung indem wir ein Monom
zg® ... xz¢m als homogen vom Grad € = (eq,...,e,) € Z"! setzen. Die De-
finition des Differentials zeigt, dass es diese Graduierung respektiert. Da die
Kohomologiegruppen mit direkten Summen vertauschen geniigt es nun die Ko-
homologie der graduierten Bestandteile zu berechnen und am Ende die direkte
Summe zu nehmen. Definieren wir den Komplex C*(€) als den Cech-Komplex
der geordneten Koketten die homogen vom Grad € € Z"*! sind, so haben wir
also

CoaU, Opr (d)) = EB C*(e)

Dabei sind jedoch einige Summanden auf der rechten Seite trivial, wie wir gleich
sehen werden. Fixiere ein € = (eq, ..., e,) € Z" !, Damit dieser Grad in obigem
Komplex einen nicht trivialen Beitrag leistet muss eg+- - -+e,, = d gelten. Unter
dieser Annahme definieren wir die Menge

NEG(&) = {i € {0,...,n} | e; < 0}

Die homogenen Elemente in ég;d(u,opz) sind skalare Vielfache von Mono-

1
men der Form g ... 2" (——————)" mit natiirlichen Zahlen m,my, ..., My,.
Lijg v l‘,‘,p
Bringt man diesen Ausdruck in die Form z¢° ...z, so ist e; = m; falls i ¢
{i0,...,ip} und e; = m; —m falls i € {ip,...,ip}. Das heifit e; kann hochstens

dann negativ sein, wenn i € {ig,...,%,}. Nach Definition von NEG(€) hat der
Summand C*(&) des Cech-Komplexes also die folgenden Glieder

CP(e) = @ A-xg® ..oz

10<...<ip,NEG(&)C{io,...,ip}

Wir unterscheiden drei Falle:

Fall 1: NEG(€) = {0, ...,n}. Das bedeutet alle Exponenten e; sind negativ. Wir
haben hier nur eine Moglichkeit fir iy < ... < 4, mit NEG(€) C {ig,...,ip},
namlich {io,...,i,} = NEG(€) = {0,...,n}, also p = n. Das bedeutet bis auf
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das n-te Glied sind alle Terme des Komplexes 0. Also hat C'*® (€) in diesem Fall
die folgende Form

0 0 0 CME) — 0 — ...

1

——————— Damit erhalten wir fiir die Koho-
0 T €n

0 eI

Per Definition ist C™(&) = A -

mologie in diesem Fall

) A =
B (C*@) =" a0 P

0 , sonst
Da e; < 0 bzw. ¢; — 1 < 0 kénnen wir den Fall p = n auch wie folgt schreiben
1 1

A. 6071
Zo..-Tp To .

xenfl

T

Damit ergibt die direkte Summe iiber alle & € Z"*! mit eg + --- + e, = d die
im Lemma behauptete Kohomologie fir p =n

1 1 1
(xo .. .mnA[xo"”’ xn])d

AuBlerdem beeinflusst dieser Fall die Kohomologie fiir p # n nicht.

Fall 2: NEG(€) = @. In diesem Fall ist NEG(€) immer in {io,...,%,} enthal-
ten. Der Komplex CV"(é') hat also einen Summanden A - zy’...z5" (= A als
A-Moduln) fiir alle 49 < ... < i,. Wir vergleichen C*(¢) mit einem anderen
Komplex. Betrachte die affine offene Uberdeckung V = (Vi) von Spec(A) mit
Vi = Spec(A) fur alle ¢ und den geordneten Cech-Komplex C’;Td(]/,(’)spec( A))-
Da Spec(A) separiert und Ogpeq(a) quasi-kohérent ist kénnen wir diesen Kom-
plex zur Berechnung der Kohomologie von Ogpc(a) verwenden. Wir haben also
HO(V, Ospec(a)) = Ospec(a)(Spec(A)) = A und nach Serre’s Affinitétskriterium
HP(V, Ogpec(ay) = 0 fiir p > 1. Nun hat C’ord(V, Ospec(a)) aber ebenfalls fiir alle
ip < ... < ip einen Summanden A und exakt das gleiche Differential. Das heifit
die Komplexe Cv"(éﬁ und Cv”;rd(V, Ospec(4)) sind isomorph und haben daher die-
selbe Kohomologie. Da H%(C*(€)) = ker(d’) = A - z(°...z%" erhalten wir fiir
die Kohomologie in diesem Fall also

e A-xg®...xér , p=0
H(C (é)):{ O0 , Isjonst

Die direkte Summe iiber alle € liefert den im Lemma behaupteten Wert fiir p = 0
(Alzo, ..., zn])a

Auflerdem beeinflusst dieser Fall die Kohomologie fiir p 7 0 nicht.
Fall 3: Als letztes miissen wir zeigen, dass die Komplexe C*(€) verschwindende
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Kohomologiegruppen haben, wenn NEG(€) weder leer noch {0,...,n} ist. Wir
kénnen einen Index if, ¢ NEG(€) wihlen. Es gilt dann stets

NEG(a - {’io, ce 7ip} = NEG(é) - {’Lﬁz, 10y .- ,ip}

Mit dieser Tatsache kénnen wir eine Abbildung k : CP1(&) — C?(€) defnieren
durch die Vorschrift

k(S)zoz,, = Siggig...ip
Wir rechnen nach, dass k eine Homotopie zwischen der Identitét id : C*(é) —
C*(€) und der Nullabbildung 0 : C*(€) — C*(€) definiert

(CZ]C + kCZ)(S)mZP = dvk(s)io,,,ip + kd(s)io...ip

[
NE

(_l)rk(s)ig...ir.,.ip + J(S)iﬁmionvip

%
Il
o

I
NE

T N . _1\r+1 .
(1) Sipaioniriy T Siggio.ip T E ( 1) Sifinio . ip . ip

io-rip = (id = 0)(8)ig...q,

Also sind id und 0 homotop und induzieren daher, wie im ersten Abschnitt be-
merkt, dieselben Abbildungen zwischen den Kohomologiegruppen. Die Nullab-
bildung induziert aber offensichtlich die Nullabbildung zwischen den Kohomolo-
giegruppen und die Identitdt die Identitdt zwischen den Kohomologiegruppen.
Also ist der Komplex Ce (€) azyklisch und wir erhalten die im Lemma behaup-
teten verschwindenden Kohomologiegruppen fiir p # 0, n. O

ﬁ
Il
=)
5
I
=)

Y3

Satz 7.2 (Der Endlichkeitssatz von Serre). Sei X ein projektives Schema iiber
einem noetherschen Ring A und F ein kohdrenter Ox-Modul. Es gelten:

(i) Fiir jedes p > 0 ist H?(X, F) ein endlich erzeugter A-Modul

(ii) Es gibt ein (von F abhéngiges) dy € Z mit HP(X,F(d)) = 0 fiir jedes
d>dy

Beweis. (vgl. [Liu02, S.195f, Theorem 3.2])

Die Idee ist, wie im Beweis von Satz 6.6, auf den Fall X = P"} zu reduzieren. Sei
wieder f : X — P7 eine abgeschlossene Immersion. Wir wollen zunéchst zeigen,
dass fiir jedes p > 0

HP (X, F(d)) = HP (P, (f.F)(d))

Im Beweis von Satz 6.6 haben wir bereits gesehen, dass (f..F)(d) quasi-kohérent,
endlich erzeugt und isomorph zu f,(F(d)) ist. Da P’ noethersch ist folgt aus
Proposition 6.2, dass (f«F)(d) bzw. f.(F(d)) sogar kohdrent ist. Wir zeigen
nun, dass f, ein exakter Funktor ist: Fiir y € P haben wir entweder y € im(f)
oder y ¢ im(f). Im Fall y ¢ im(f) ist, da im(f) C P7 abgeschlossen ist,
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U =P% \ im(f) eine offene Umgebung von y in P’ und wir haben (f.F)(V) =
F(f~Y(V)) = F(@) = 0 fiir jede offene Teilmenge V C U. Daraus folgt sofort
(f+F)y = 0. Ist andererseits y = f(x) € im(f), so durchlauft U die offenen
Umgebungen von y in P% genau dann, wenn f~!(U) die offenen Umgebungen
von z in X durchléuft, da f ein Hom6omorphismus auf sein Bild ist. Wir sehen
(feF)y = @yeU(f*f)(U) = ligzev}_(V) = F,. Angenommen wir haben nun
eine exakte Sequenz von O x-Moduln

0 g g g’ 0

Das bedeutet fiir jedes x € X ist die Sequenz zwischen den Halmen

0 g Gu gy 0

exakt. Falls y = f(x) € im(f) ist das bis auf Isomorphie aber nach bereits
Gezeigtem dieselbe Sequenz wie

0 —— (fiG)y — (f:G)y — (f:G")y — 0

Ist andererseits y ¢ im(f), so ist diese Sequenz einfach die Nullsequenz, welche
exakt ist. Also ist f. wie behauptet exakt. Ist nun 0 — G — #*® eine injektive
Auflésung von einem Ox-Modul G, so ist 0 — f.G — f..#°® zunichst eine
exakte Sequenz von Opr-Moduln. Wir wissen aber, dass injektive Moduln welk
sind und das pushforwards welker Garben wieder welk sind (vgl. Lemma 3.3 und
Beispiel (2) davor). Das bedeutet 0 — f.G — f..#* ist eine welke und daher
I'(P%, —)-azyklische Auflésung von f,.G. Wir kénnen diese also zur Berechnung
von HP(P%, f.G) verwenden. Aber per Definition von f, liefert Anwenden von
(P, —)auf 0 — fuG — f..#* den selben Komplex wie Anwenden von I'( X, —)
auf 0 - G — #°. Es folgt H?(X,G) = HP(P%, f.G). Wahlen wir nun G = F(d),
so erhalten wir mit zuvor Gesehenem

HP (X, F(d)) = HP (P, (f.F)(d))

Damit ist der Reduktionsschritt getan und wir kénnen von X = P’} ausge-
hen. Dann wird X von n + 1 affinen offenen Mengen iiberdeckt und wir haben
HP (P, F) =0 fiir p > n+ 1 nach Korollar 5.4. Die Aussagen des Satzes sind
also fiir p > n + 1 bewiesen und wir kénnen den Beweis durch absteigende In-
duktion iiber p abschlieBen. Angenommen die Aussagen des Satzes gelten fiir
p+ 1. Nach der Bemerkung nach Korollar 6.7 existieren m € Z, r > 1 und eine
exakte Sequenz kohérenter Garben

00— G —— Ox(m)" — F —— 0

Wegen Flachheit von Ox (d), d € Z, erhalten wir durch Tensorieren eine exakte
Sequenz

0 G(d) Ox(m+d)" —— F(d) — 0
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Die lange exakte Kohomologiesequenz gibt uns schlielich die exakte Teilsequenz
HP(X, Ox (m +d)") —2— HP(X, F(d)) —— H"*(X,G(d))

Daraus folgen nun sofort die beiden Aussagen des Endlichkeitssatzes:
(i) Setze d = 0 und betrachte die induzierte kurze exakte Sequenz

0 — im(a) —— HP(X, F) —— im(B8) —— 0

Nach Induktionsvoraussetzung ist HP*!(X, G) endlich erzeugt. Da A nach Vor-
aussetzung noethersch ist, ist also der A-Untermodul im(3) ebenfalls endlich
erzeugt. Nach Lemma 7.1 ist auch H?(X, Ox(m)") endlich erzeugt. Damit ist
auch HP(X,F) endlich erzeugt und Teil (i) des Satzes ist bewiesen.

(i) Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dy € Z mit HPT1(X,G(d)) = 0 fiir
jedes d > dy. Nachdem wir dy gegebenfalls vergréflern ist nach Lemma 7.1 auch
H?(X,0x(m +d)") = 0 fir alle d > dy. Wegen Exaktheit der obigen Sequenz
folgt daraus H? (X, F(d)) = 0 fiir alle d > dp und Teil (ii) des Satzes ist ebenfalls
bewiesen. O

Bemerkung. Der Endlichkeitssatz ist allgemeiner fiir eigentliche A-Schemata
richtig (vgl. [Liu02, S. 196, Remark 3.3]). Dazu ist noch etwas Zusatzarbeit
notwendig und man benutzt unter anderem Chow’s Lemma (vgl. [Liu02, S. 109,
Remark 3.34]), das es teilweise erlaubt Aussagen iiber projektive Morphismen
bzw. Schemata auf eigentliche Morphismen bzw. Schemata zu erweitern.
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