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0 Einleitung
Ziel dieser Bachelorarbeit ist es das Affinitätskriterium und den Endlichkeitssatz
von Serre zu beweisen und dabei einen Einblick in kohomologische Arbeitsweisen
zu liefern. Wir werden dazu viele Resultate aus den Vorlesungen Algebraische
Geometrie 1 und 2 und aus dem Seminar Homologische Algebra von Professor
Kohlhaase in den Jahren 2017/2018 als gegeben voraussetzen. Wurde etwas
nicht in einer dieser beiden Vorlesungen, in dem Seminar oder im Verlauf dieser
Bachelorarbeit bewiesen, so kennzeichnen wir den Satz dementsprechend und
geben nur eine Referenz an.

Zunächst geben wir kurz einige Begriffe und Resultate der homologischen
Algebra an um danach mit der Existenz injektiver Auflösungen von Moduln
über beliebigen Ringen zu beginnen (Hierbei sei angemerkt, dass wir unter ei-
nem Ring in dieser Arbeit stets einen kommutativen Ring mit Eins verstehen).
Daraus folgern wir die entsprechende Aussage für Modulgarben über geringten
topologischen Räumen. Anschließend können wir die Kohomologiegruppen von
Modulgarben über geringten topologischen Räumen oder allgemeiner von Gar-
ben abelscher Gruppen über topologischen Räumen definieren mit denen wir
uns in dieser Arbeit beschäftigen wollen.

Nachdem wir die Kohomologiegruppen einer Garbe definiert haben sammeln
wir Resultate, die wir für den Beweis des Affinitätskriteriums und des Endlich-
keitssatzes benötigen. Dazu beschäftigen wir uns zuerst mit welken Garben. Wir
werden zeigen, dass diese azyklisch bezüglich des globalen Schnittfunktors sind,
was es uns erlaubt die Kohomologie einer Garbe mittels welker Auflösungen
anstatt injektiver Auflösungen zu berechnen. Als weiteres Werkzeug zur Be-
rechnung der Kohomologie von Garben geben wir einen kurzen Überblick zu
Čech-Kohomologie. Wir wollen Čech-Kohomologie verwenden um die Kohomo-
logie einer quasi-kohärenten Garbe über einem separierten Schema explizit zu
berechnen. Dabei werden wir die wichtigsten Sätze ohne Beweis verwenden.

Im fünften Abschnitt zeigen wir zunächst ein eigenständiges Kriterium für
Affinität für separierte Schemata, das wir dann verwenden um das Affinitäts-
kriterium zu beweisen. Dieses besagt, dass der globale Schnittfunktor für ein
separiertes und quasi-kompaktes Schema auf den quasi-kohärenten Garben ge-
nau dann rechtsexakt ist, wenn das Schema affin ist. Außerdem weisen wir kurz
darauf hin wie man das Affinitätskriterium auf quasi-kompakte Schemata er-
weitern kann, die nicht notwendigerweise separiert sind.

Im Hinblick auf den Endlichkeitssatz beschäftigen wir uns mit kohärenten
Garben. Wir werden einige Eigenschaften kohärenter Garben auf lokal noether-
schen sowie projektiven Schemata beweisen. Diese verwenden wir dann im letz-
ten Abschnitt um den Endlichkeitssatz für projektive Schemata über einem
noetherschen Ring A zu beweisen. Er besagt, dass die Kohomologiegruppen von
kohärenten Garben auf einem solchen Schema ab einem gewissen Twist ver-
schwinden und zumindest stets endlich erzeugte A-Moduln sind. Die Aussage,
dass die Kohomologiegruppen immer endlich erzeugte A-Moduln sind lässt sich
noch auf eigentliche A-Schemata erweitern, was wir aber nur kurz anmerken
und nicht explizit beweisen werden.
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1 Grundlagen aus der homologischen Algebra
In diesem Abschnitt listen wir einige Resultate aus der homologischen Algebra
auf, die wir benötigen werden. Außerdem geben wir einige der wichtigen Be-
griffe und Definitionen an, wobei wir aber Begriffe wie ”exakte Sequenz“ oder
Ähnliches als bekannt voraussetzen. Wir orientieren uns in diesem Abschnitt
stark an [Har77, S. 202ff, Chapter III.1] und werden auch die Notation aus die-
sem Kapitel übernehmen. Alle Aussagen in diesem Abschnitt lassen sich auf
beliebige abelsche Kategorien erweitern, aber wir werden nur benötigen, dass
alle Konstruktionen und Definitionen in den folgenden vier Kategorien funktio-
nieren:

(i) Ab, die Kategorie der abelschen Gruppen

(ii) Mod(A), die Kategorie der Moduln über einem Ring A

(iii) Ab(X), die Kategorie der Garben abelscher Gruppen über einem topolo-
gischen Raum X

(iv) Mod(X), die Kategorie der OX -Moduln über einem geringten topologi-
schen Raum X

Definition 1.1. Es sei A eine der obigen vier Kategorien. Ein Komplex A• in
A ist eine Familie (Ap, dp)p∈Z von Objekten Ap ∈ Ob(A) und Morphismen dp :
Ap → Ap+1 für jedes p ∈ Z, so dass dp+1 ◦ dp = 0 (kurz: d2 = 0). Wir schreiben
meistens nur d und nennen die Abbildung d das Differential des Komplexes.
Sind die Objekte nur in einem Bereich p0 ≤ p ≤ p1 definiert, so setzen wir
Ap = 0 für jedes andere p.
Das p-te Kohomologieobjekt eines Komplexes A• ist der Quotient

hp(A•) = ker(dp)/im(dp−1)

Seien A• und B• zwei Komplexe in A mit Differentialen dA und dB . Ein Mor-
phismus von Komplexen f : A• → B• ist eine Familie von Morphismen (fp)p∈Z
mit fp : Ap → Bp, so dass fp+1 ◦ dpA = dpB ◦ fp für jedes p ∈ Z. Wir sagen auch,
dass f mit den Differentialen kommutiert. Ist f : A• → B• ein Morphismus von
Komplexen, so liefert die universelle Eigenschaft des Quotienten für jedes p ∈ Z
einen Morphismus zwischen den Kohomologieobjekten der Komplexe

hp(f) : hp(A•) hp(B•), a+ im(dp−1
A ) fp(a) + im(dp−1

B )

Eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in A

0 A• B• C• 0

ist eine Familie von Morphismen von Komplexen, so dass für jedes p ∈ Z die
Sequenz

0 Ap Bp Cp 0
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exakt ist. Haben wir solch eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in A,
so existieren natürliche Abbildungen δp : hp(C•) → hp+1(A•) und eine lange
exakte Sequenz

. . . hp(A•) hp(B•) hp(C•) hp+1(A•) . . .δn

Wir nennen diese Sequenz die lange exakte Kohomologiesequenz. Die Existenz
der δ ist letztlich eine Verallgemeinerung des Schlangenlemmas.
Zwei Morphismen von Komplexen f, g : A• → B• heißen homotop, falls eine
Familie von Morphismen kp : Ap → Bp−1, p ∈ Z existiert, so dass fp − gp =
dp−1
B ◦kp +kp+1 ◦dpA für jedes p ∈ Z (kurz: f − g = dk+kd). Die Definition von

Homotopie zeigt, dass zwei homotope Morphismen f, g für jedes p ∈ Z dieselbe
Abbildung hp(A•)→ hp(B•) zwischen den Kohomologieobjekten induzieren.
Sei B eine weitere der oben erwähnten Kategorien. Ein kovarianter Funktor
F : A → B heißt additiv, falls für alle A,A′ ∈ A die induzierte Abbildung
zwischen den Morphismengruppen Hom(A,A′)→ Hom(F (A), F (A′)) ein Grup-
penhomomorphismus ist. F heißt linksexakt, falls F additiv ist und falls für jede
kurze exakte Sequenz 0 → A′ → A → A′′ → 0 in A die Sequenz 0 → F (A′) →
F (A)→ F (A′′) in B exakt ist. Können wir anstatt links die 0 rechts schreiben,
so heißt F rechtsexakt. Ist F sowohl links- als auch rechtsexakt, so sagen wir
nur F ist exakt. Für einen kontravarianten Funktor definieren wir exakt bzw.
rechts- oder linksexakt analog. Für ein fixiertes Objekt A ∈ A ist in den obigen
vier Beispielen für A der Funktor B 7→ HomA(A,B), notiert als HomA(A,−),
kovariant und linksexakt und der Funktor HomA(−, A) ist kontravariant und
linksexakt.
Ein Objekt I ∈ A heißt injektiv, falls Hom(−, I) ein exakter Funktor ist. Eine
injektive Auflösung eines Objektes A ∈ A ist ein Komplex I•, definiert für p ≥ 0,
zusammen mit einem Morphismus ε : A→ I0, so dass Ip für jedes p ≥ 0 injektiv
ist und so dass die folgende Sequenz exakt ist

0 A I0 I1 . . .ε

Wir sagen A besitzt genügend viele injektive Objekte, falls jedes Objekt von A
sich in ein injektives Objekt von A einbetten lässt. In diesem Fall besitzt auch
jedes Objekt A ∈ A eine injektive Auflösung, denn man kann zunächst A in ein
injektives Objekt einbetten und danach den Kokern dieser Abbildung wieder in
ein injektives Objekt einbetten und so weiter.
Schließlich sei A eine Kategorie mit genügend vielen injektiven Objekten und
F : A→ B ein kovarianter linksexakter Funktor. Wir definieren die rechtsabge-
leiteten Funktoren RpF , p ≥ 0, von F indem wir zu jedem Objekt A ∈ A eine
injektive Auflösung I• wählen und RpF (A) = hp(F (I•)) setzen.
Satz 1.2. Angenommen A bestitzt genügend viele injektive Objekte. Es sei
F : A → B ein kovarianter linksexakter Funktor in eine abelsche Kategorie B.
Es gelten:

(i) Für jedes p ≥ 0 ist RpF wie oben definiert ein additiver Funktor A→ B.
Desweiteren ist RpF bis auf Isomorphie unabhängig von der Wahl der
injektiven Auflösung
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(ii) In natürlicher Weise gilt R0F ∼= F

(iii) Für jede kurze exakte Sequenz 0 → A′ → A → A′′ → 0 in A und jedes
p ≥ 0 gibt es einen natürlichen Morphismus δp : RpF (A′′) → Rp+1F (A′)
und eine lange exakte Kohomologiesequenz

. . . RpF (A) RpF (A′′) Rp+1F (A′) . . .δp

Beweis. Vergleiche [Har77, S.204f, Theorem 1.1A].

Definition 1.3. Sei F : A → B wie im letzten Satz. Ein Objekt J ∈ A heißt
F-azyklisch, falls RpF (J) = 0 für alle p ≥ 1.

Proposition 1.4. Sei F : A → B wie zuvor und A ∈ A ein Objekt. Eine
F-azyklische Auflösung von A ist eine exakte Sequenz

0 A J0 J1 . . .

so dass Jp azyklisch ist für jedes p ≥ 0. Wir haben dann für jedes p ≥ 0 einen
natürlichen Isomorphismus RpF (A) ∼= hp(F (J•)).

Beweis. Vergleiche [Har77, S. 205, Proposition 1.2A]; das ergibt sich induktiv
sofort aus Betrachtung der langen exakten Kohomologiesequenzen zu 0→ A→
J0 → J0/A→ 0 etc.

Bemerkung. Jedes injektive Objekt I ∈ A ist F -azyklisch, denn eine injekti-
ve Auflösung von I ist durch 0 → I → I → 0 gegeben und Anwenden von F
erhält die Exaktheit dieser Sequenz. Das bedeutet F -azyklisch ist eine deut-
lich schwächere Bedingung als injektiv. Die letzte Proposition ist daher für
das Arbeiten mit Kohomologiegruppen extrem wichtig, da es häufig deutlich
einfacher ist eine F -azyklische Auflösung eines Objekts zu finden bzw. zu zei-
gen, dass ein Objekt F -azyklisch ist. Im Beweis des Endlichkeitssatzes werden
wir beispielsweise eine Auflösung konstruieren, die offensichtlich azyklisch, aber
möglicherweise keine injektive Auflösung ist.
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2 Existenz injektiver Auflösungen
Da wir injektive Auflösungen benötigen um rechtsabgeleitete Funktoren zu defi-
nieren ist unser erstes Ziel die Existenz injektiver Auflösungen von Modulgarben
über geringten topologischen Räumen zu zeigen.

2.1 Injektive Auflösungen von Moduln
Zunächst zeigen wir die Existenz injektiver Auflösungen von Moduln über einem
beliebigen Ring A. Die Strategie ist die entsprechende Aussage zunächst für Z
zu zeigen und dann aus injektiven Z-Moduln injektive A-Moduln zu machen.

Proposition 2.1. Für einen A-Modul I sind äquivalent:

(i) I ist injektiv

(ii) für jedes Ideal a ⊆ A lässt sich jede A-lineare Abbildung a → I zu einer
A-linearen Abbildung A→ I fortsetzen

Falls A ein Hauptidealring ist sind (i) und (ii) zusätzlich äquivalent zu

(iii) I ist divisibel, das heißt zu jedem a ∈ A \ {0} und x ∈ I existiert ein
x′ ∈ I so dass x = ax′. Anders ausgedrückt: Für jedes a ∈ A \ {0} ist
Multiplikation mit a surjektiv

Beweis. (vgl. [Bos13, S. 183f, Proposition 5])
(i) =⇒ (ii). Wende die Injektivität von I auf die Injektion a→ A an.
(ii) =⇒ (i). Gegeben seien eine Injektion M ′ →M und eine A-lineare Abbildung
f ′ : M ′ → I. Wir müssen zeigen, dass f ′ sich zu einer A-linearen Abbildung
f : M → I fortsetzen lässt. Betrachte dazu die Menge Z aller Paare (M̃, f̃), wo
M̃ ⊆M ein Untermodul von M ist der M ′ enthält und f̃ eine Fortsetzung von
f ′ ist. Wir haben eine partielle Ordnung ≤ via (M̃, f̃) ≤ (Ñ , g̃) genau dann,
wenn M̃ ⊆ Ñ und g̃|

M̃
= f̃ . Offensichtlich gilt (M ′, f ′) ∈ Z, also ist Z nicht

leer. Weiter ist Z induktiv geordnet, denn für jede total geordnete Teilmenge
ist die Vereinigung der Untermoduln von M und Verklebung der Fortsetzungen
von f ′ eine obere Schranke. Nach Zorn’s Lemma existiert also ein maximales
Element (M,f). Angenommen wir haben y ∈ M \M . Wir wollen zeigen, dass
sich f auf einen Modul fortsetzen lässt, der M enthält. Betrachte dazu das wie
folgt definierte Ideal von A

a = {a ∈ A | ay ∈M}

Offensichtlich gilt M ∩ Ay = ay. Nach Voraussetzung lässt sich die A-lineare
Abbildung

a I, a f(ay)

zu einer A-linearen Abbildung g̃ : A→ I fortsetzen. Setzen wir x = g̃(1), so gilt

ax = ag̃(1) = g̃(a) = f(ay)
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für jedes a ∈ a. Ist a ∈ A mit ay = 0, so folgt a ∈ a, da 0 ∈ M . Daraus folgt
nun ax = f(ay) = 0. Das zeigt die Wohldefiniertheit der folgenden A-linearen
Abbildung

g : Ay I, ay ax

Außerdem stimmt g nach der letzten Rechnung auf M ∩Ay = ay mit f überein.
Also lässt sich f zu einer A-linearen Abbildung

f : M +Ay I, z + ay f(z) + g(ay)

fortsetzen. Da offensichtlich M (M +Ay im Widerspruch zur Maximalität von
M bleibt zu zeigen, dass f wohldefiniert ist. Seien z, z′ ∈ M und a, a′ ∈ A mit
z + ay = z′ + a′y. Es gilt z − z′ = (a′ − a)y ∈M ∩Ry = ay und daher

(f(z) + g(ay))− (f(z′) + g(a′y)) = f(z − z′)− f((a− a′)y)
= f(z − z′)− g(z − z′) = 0

Damit haben wir unseren Widerspruch zur Existenz eines solchen y und es folgt
M = M . Also ist I injektiv.
Sei nun A ein Hauptidealring. Wir zeigen die Äquivalenz von (ii) und (iii). Für
die Implikation (ii) =⇒ (iii) sei a ∈ A \ {0}. Wir setzen a = (a) und betrachten
die A-lineare Abbildung

f ′ : a I, ra rx

Diese ist wohldefiniert, da A ein Integritätsbereich ist. Nach (ii) lässt sich nun
f ′ zu einer A-linearen Abbildung f : A→ I fortsetzen und x′ = f(1) ∈ I liefert
das in (iii) gesuchte Element, denn ax′ = af(1) = f(a) = f ′(a) = x. Für die
umgekehrte Implikation betrachte ein Ideal a von A. Da A ein Hauptidealring ist
haben wir a = (a) für ein a ∈ A. Sei nun f ′ : (a)→ I eine A-lineare Abbildung.
Diese ist wegen A-Linearität zwangsläufig von der Form ra 7→ rx mit x = f ′(1).
Um f ′ zu einer A-linearen Abbildung A→ I fortzusetzen können wir außerdem
annehmen, dass a 6= 0, denn in dem Fall wäre f = 0 schon eine Fortsetzung von
f ′. Da I nach Voraussetzung divisibel ist existiert dann ein x′ ∈ I mit x = ax′

und die A-lineare Abbildung

f : R I, r rx′

liefert eine Fortsetzung von f ′, denn f ′(ra) = rx = rax′ = f(ra).

Bemerkung. Q ist als Z-Modul offensichtlich divisibel, also injektiv. Ebenso
erhält man die Injektivität von Q/Z. Da außerdem beliebige Produkte injektiver
Moduln injektiv sind erhält man auch die Injektivität von (Q/Z)X für beliebige
Indexmengen X. Damit können wir sofort zeigen, dass die Kategorie der Z-
Moduln genügend viele injektive Objekte besitzt.

Korollar 2.2. Mod(Z) = Ab besitzt genügend viele injektive Objekte.
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Beweis. (vgl. [Bos13, S. 185, Corollary 7])
Wir können ohne Einschränkungen von M 6= 0 ausgehen, da der Nullmodul
bereits injektiv ist. Für jedes y ∈ M \ {0} betrachten wir den Untermodul
Zy ⊆ M von M . Dies ist eine nicht-triviale zyklische Gruppe also gilt Zy ∼= Z
oder Zy ∼= Z�nZ mit n > 1. Wähle eine Z-lineare Abbildung

Zy Q/Z, zy zu

wobei u ∈ Q/Z die Restklasse von 1
n ist, falls Zy ∼= Z/nZ und u 6= 0 beliebig

gewählt werden kann falls Zy ∼= Z. Mit der Injektivität von Q/Z lässt sich
Zy → Q/Z zu einer Z-linearen Abbildung ϕy : M → Q/Z fortsetzen. Betrachte
die Z-lineare Abbildung

ϕ : M
∏

y∈M\{0}
Q/Z, z (ϕy(z))y∈M\{0}

Der Modul auf der rechten Seite ist nach der letzten Bemerkung injektiv und
die angegebene Abbildung ist injektiv, da ϕy(y) 6= 0 für alle y ∈M \ {0}.

Bemerkung. Ziel ist es nun die Aussage des Korollars auf einen beliebigen Ring
A zu erweitern. Für einen A-Modul M und eine abelsche Gruppe G, aufgefasst
als Z-Modul, hat die Menge HomZ(M,G) eine natürliche Struktur eines A-
Moduls. Für a ∈ A und ϕ ∈ HomZ(M,G) definieren wir dafür die Abbildung
a · ϕ durch (a · ϕ)(m) = ϕ(am) für jedes m ∈M .
Lemma 2.3. Wir haben einen Isomorphismus abelscher Gruppen

Φ : HomA(M,HomZ(A,G)) HomZ(M,G)

indem wir ϕ ∈ HomA(M,HomZ(A,G)) auf (y 7→ ϕ(y)(1)) abbilden.
Beweis. (vgl. [Bos13, S.185f, Lemma 8])
Die angegebene Abbildung ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus. Wir
zeigen, dass die Umkehrabbildung durch die folgende gegeben ist:

Ψ : HomZ(M,G) 3 ψ (y 7→ (a 7→ ψ(ay)))

Dass rechts tatsächlich eine A-lineare Abbildung M → HomZ(A,G) steht, rech-
net man einfach nach. Auch dass Φ und Ψ invers zueinander sind, ist eine direkte
Rechnung:

ϕ
Φ7−→ (y 7→ ϕ(y)(1))
Ψ7−→ (y 7→ (a 7→ ϕ(ay)(1))) = ϕ

Dabei verwendet man in der zweiten Zeile (ϕ(ay))(1) = (a · ϕ(y))(1) = ϕ(y)(a)
und daher (y 7→ (a 7→ ϕ(y)(a))) = (y 7→ ϕ(y)) = ϕ. Andersrum gilt

ψ
Ψ7−→ (y 7→ (a 7→ ψ(ay)))
Φ7−→ (y 7→ ψ(y)) = ψ

Das zeigt, dass Φ und Ψ invers zueinander sind.
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Lemma 2.4. Ist G eine abelsche Gruppe, welche als Z-Modul injektiv ist, so
ist E = HomZ(A,G) ein injektiver A-Modul.

Beweis. (vgl. [Bos13, S. 186, Lemma 9])
Sei ι : M ′ → M eine Injektion von A-Moduln und f : M ′ → E eine A-lineare
Abbildung. Nach dem letzten Lemma entspricht f einer Z-linearen Abbildung
f ′ : M ′ → G. Da G injektiv ist gibt es eine Fortsetzung zu einer Z-linearen
Abbildung f ′ : M → G, welche wiederum nach obigem Lemma einer A-linearen
Abbildung f : M → E entspricht. Da f ′ eine Fortsetzung von f ′ ist und Φ
aus dem letzten Lemma ein Gruppenisomorphismus ist sehen wir, dass f eine
Fortsetzung von f ist. Das zeigt, dass E injektiv ist.

Lemma 2.5. Mod(A) besitzt genügend viele injektive Objekte.

Beweis. (vgl. [Bos13, S. 183, Lemma 4])
Der Beweis ist prinzipiell derselbe wie in Korollar 2.2. Zusätzlich verwenden
wir hier aber noch die letzten beiden Lemmata. Wir wählen eine auf y nicht
verschwindende Z-lineare Abbildung Zy → Q/Z für jedes y ∈M\{0} und setzen
diese mit der Injektivität von Q/Z zu einer Z-linearen Abbildung M → Q/Z
fort. Lemma 2.3 liefert dann A-lineare Abbildungen ϕy : M → HomZ(A,Q/Z)
für jedes y ∈M\{0}. Diese erfüllen wie die Abbildungen im Beweis des Korollars
ϕy(y) 6= 0. Wir betrachten die A-lineare Abbildung

M
∏
y∈M\{0}HomZ(A,Q/Z), z (ϕy(z))y∈M\{0}

Diese ist injektiv und
∏
y∈M\{0}HomZ(A,Q/Z) ist injektiv, da die Faktoren

HomZ(A,Q/Z) alle nach dem letzten Lemma injektiv sind.

2.2 Injektive Auflösungen von Garben
Im weiteren Verlauf der Arbeit sei, sofern nichts anderes angenommen wird,
X stets ein geringter topologischer Raum. Mit den Resultaten aus dem letzten
Unterabschnitt können wir nun sofort zeigen, dass die Kategorie Mod(X) bzw.
Ab(X) genügend viele injektive Objekte besitzt. Außerdem beweisen wir an
dieser Stelle eine nützliche Tatsache über den induktiven Limes, da wir diese
häufiger verwenden werden. Wir arbeiten dabei in einer fest gewählten, aber
nicht näher spezifizierten, Kategorie in der induktive Limites existieren.

Lemma 2.6. Wir erinnern uns, dass eine Menge I mit einer Präordnung ≤
gerichtet genannt wird, falls zu je zwei Elementen i, j ∈ I ein k ∈ I existiert, so
dass i ≤ k und j ≤ k. Ein induktives System über I ist eine Familie (Xi, ϕij)i≤j
von Objekten Xi und Morphismen ϕij : Xi → Xj für je zwei Elemente i, j ∈ I
mit i ≤ j, so dass die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) ∀i ∈ I : ϕii = idXi

(b) ∀i, j, k ∈ I mit i ≤ j ≤ k : ϕjk ◦ ϕij = ϕik
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Sei nun (Xi, ϕij)i≤j ein induktives System über einer gerichteten Menge I. Be-
sitzt I ein maximales Element i0, so ist dieses eindeutig bestimmt und der
kanonische Morphismus ιi0 : Xi0 → lim−→i∈I Xi ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir beweisen zunächst, dass i0 eindeutig ist. Ist also i′ ein weiteres
maximales Element, so gibt es, da I gerichtet ist, ein k ∈ I mit i0 ≤ k und
i′ ≤ k. Da sowohl i0 als auch i′ maximal sind folgt i0 = k und i′ = k und damit
i0 = i′. Also ist das maximale Element wie behauptet eindeutig bestimmt. Ist
nun j ∈ I, so existiert ein k ∈ I mit j ≤ k und i0 ≤ k. Wegen Maximalität von i0
folgt k = i0, also j ≤ i0. Da (Xi, ϕij)i≤j ein induktives System über I ist existiert
also fj = φji0 : Xj → Xi0 . Diese Morphismen erfüllen fj ◦ ϕkj = ϕji0 ◦ ϕkj =
ϕki0 = fk für alle k, j ∈ I mit k ≤ j per Definition eines induktiven Systems.
Die universelle Eigenschaft des induktiven Limes liefert nun einen eindeutig
bestimmten Morphismus f : lim−→i

Xi → Xi0 mit f ◦ ιj = fj für alle j ∈ I.
Es bleibt zu zeigen, dass dieser invers zu ιi0 ist. Einerseits gilt f ◦ ιi0 = fi0 =
ϕi0i0 = idXi0

. Andererseits ist idlim−→i
Xi

der eindeutige Morphismus, der das
folgende Diagramm für alle j ∈ I kommutativ macht

Xj lim−→i
Xi

lim−→i
Xi

Es gilt aber (ιi0 ◦ f) ◦ ιj = ιi0 ◦ fj = ιi0 ◦ϕji0 = ιj . Also macht ιi0 ◦ f das obige
Diagramm ebenfalls kommutativ. Wegen Eindeutigkeit folgt daraus ιi0 ◦ f =
idlim−→i

Xi .

Proposition 2.7. Mod(X) besitzt genügend viele injektive Objekte. a

Beweis. (vgl. [Har77, S. 207, Prop. 2.2])
Sei F ein beliebiger OX -Modul. Für jedes x ∈ X können wir den Halm Fx
in einen injektiven OX,x-Modul Ix einbetten. Wir betrachten Ix als Garbe auf
der einelementigen Menge {x} via Ix({x}) = Ix und Ix(∅) = 0 und bezeichnen
die Inklusion {x} → X mit j. Um den Beweis abzuschließen zeigen wir, dass
der OX -Modul I =

∏
x∈X j∗Ix injektiv ist. Hier bezeichnet j∗ wie üblich den

pushforward entlang j. Wir haben also

(j∗Ix)(U) =
{
Ix , x ∈ U
0 , x /∈ U

Da alle Übergangsabbildungen in den entsprechenden induktiven Systemen Iso-
morphismen sind, erhalten wir für die Halme

(j∗Ix)z =
{
Ix , z = x
0 , z 6= x
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Zunächst haben wir HomOX
(G,I ) =

∏
x∈X HomOX

(G, j∗Ix), was direkt aus
der entsprechenden Aussage für Moduln über Ringen folgt. Betrachte die fol-
genden beiden Abbildungen von Mengen

HomOX
(G, j∗Ix) HomOX,x

(Gx, Ix)
Φ

Ψ

Hier ist Φ die Abbildung ϕ 7→ ϕx und Ψ bildet eine OX,x-lineare Abbildung
ψ : Gx → j∗Ix auf Ψ(ψ) ab mit

Ψ(ψ)U =
{
G(U) can.−→ Gx

ψ−→ Ix = (j∗Ix)(U) , x ∈ U
G(U) −→ 0 = (j∗Ix)(U) , x /∈ U

für U ⊆ X offen. Nun ist einerseits ϕx eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft
für jede offene Umgebung U von x in X das folgende Diagramm kommutativ
zu machen

G(U) (j∗Ix)(U) = Ix

Gx (j∗Ix)x = Ix

ϕU

can. can.

ϕx

und andererseits ist ϕz = 0 falls z 6= x, da (j∗Ix)z = 0 für z 6= x. Mit beidem
zusammen erkennt man, dass Φ und Ψ invers zueinander sind. Mit allem zusam-
men können wir nun HomOX

(−,I ) als Verknüpfung von Funktoren verstehen

G
∏
x∈X
Gx

∏
x∈X

HomOX,x
(Gx, Ix) = HomOX

(G,I )

Da die einzelnen Funktoren alle exakt sind folgt, dass auch HomOX
(−,I ) ex-

akt ist. Damit haben wir gezeigt, dass I injektiv ist. Wählen wir G = F , so
erhalten wir aus den Abbildungen Fx → Ix einen Morphismus F → I . Dieser
ist injektiv, da er per Konstruktion auf allen Halmen injektiv ist. Damit haben
wir die gewünschte Einbettung von F in einen injektiven OX -Modul.

Bemerkung. Ist X ein topologischer Raum, so können wir OX als die kon-
stante Garbe von Ringen Z wählen. Da jede abelsche Gruppe ein Z-Modul ist
liefert uns die Proposition also auch direkt, dass Ab(X) = Mod(X) genügend
viele injektive Objekte besitzt.
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3 Kohomologiegruppen von Garben
Wir haben nun die Existenz injektiver Auflösungen von Garben abelscher Grup-
pen über topologischen Räumen bzw. Modulgarben über geringten topologi-
schen Räumen gezeigt. Daher können wir jetzt ohne Bedenken über ihre Koho-
mologiegruppen sprechen. Zusätzlich beschäftigen wir uns in diesem Abschnitt
mit welken Garben, deren Eigenschaften wir aber erst im letzten Kapitel für
den Beweis des Endlichkeitssatzes brauchen werden. Schon hier werden wir welke
Garben allerdings verwenden, um zu zeigen, dass die Kohomologiegruppen eines
OX -Moduls F unabhängig davon sind, ob man sie mit injektiven Auflösungen in
Mod(X) berechnet, oder ob man F als Objekt von Ab(X) auffasst und injektive
Auflösungen dort verwendet (vgl. Bemerkung am Ende dieses Abschnitts).

Definition 3.1. Der globale Schnittfunktor Γ(X,−) : Ab(X) → Ab ist be-
kanntlich kovariant und linksexakt. Wir definieren die Kohomologiefunktoren
Hp(X,−), p ≥ 0, als die rechtsabgeleiteten Funktoren von Γ(X,−), das heißt
Hp(X,−) = RpΓ(X,−). Ist F eine Garbe abelscher Gruppen auf X, so nennen
wir die abelsche Gruppe Hp(X,F) die p-te Kohomologiegruppe von F .

Definition 3.2. Eine Garbe abelscher Gruppen F auf einem topologischen
Raum X heißt welk (fr. flasque, engl. flabby), falls für jede Inklusion V ⊆ U
offener Mengen die Restriktionsabbildung F(U)→ F(V ) surjektiv ist.

Bemerkung. Wie man sich leicht klarmacht ist die Definition äquivalent dazu,
dass Schnitte über beliebigen offenen Mengen sich zu globalen Schnitten fort-
setzen lassen. Das heißt es genügt, dass für jede offene Teilmenge U ⊆ X die
Restriktion F(X)→ F(U) surjektiv ist.

Beispiel. (1) Sei G eine abelsche Gruppe und x ∈ X ein beliebiger Punkt.
Dann ist die Wolkenkratzergarbe in x mit Wert G welk, denn die Restriktionen
sind entweder die Identität von G oder die Nullabbildung, also in jedem Fall
surjektiv.
(2) Sei f : X → Y eine stetige Abbildung und F eine welke Garbe abelscher
Gruppen auf X. Sind V,U ⊆ Y offene Teilmengen mit V ⊆ U , so ist die Re-
striktionsabbildung (f∗F)(U)→ (f∗F)(V ) per Definition von f∗ durch die Re-
striktion F(f−1(U))→ F(f−1(V )) gegeben. Diese ist aber surjektiv, da F welk
ist. Also ist f∗F ebenfalls welk.

Lemma 3.3. Jeder injektive OX -Modul I ist welk.

Beweis. (vgl. [Har77, S. 207, Lemma 2.4])
Seien U, V ⊆ X offen mit V ⊆ U . Bezeichne mit j (bzw. i) die offene Immersion
U → X (bzw. V → X). Wir führen zunächst den lower shriek Funktor j! ein.
Für einen OU -Modul F definieren wir den OX -Modul j!F als Garbifizierung der
Prägarbe

(j!F)pre(W ) =
{
F(W ) , W ⊆ U

0 , sonst
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Da die Halme der Garbifizierung denen der Prägarbe entsprechen (vgl. [GW10,
S. 52, Proposition 2.24 (1)]) erhalten wir

(j!F)x =
{
Fx , x ∈ U
0 , sonst

Das rechtfertigt auch die alternative Bezeichnung von j!F als Fortsetzung von
F durch 0 außerhalb von U . Per Definition haben wir eine natürliche Inklu-
sion (i!OV )pre → (j!OU )pre. Durch Garbifizieren erhalten wir eine Inklusion
i!OV → j!OU . Auf diese wenden wir HomOX

(−,I ) an und erhalten eine sur-
jektive Abbildung HomOU

(OU , j∗I ) → HomOV
(OV , i∗I ), da I injektiv ist.

An dieser Stelle verwenden wir - ohne Beweis -, dass j! (bzw. i!) linksadjun-
giert zu j∗ (bzw. i∗) ist (vgl. [AGV71, Expose 4, Proposition 11.3.1]). Wir
haben also HomOX

(j!OU ,I ) = HomOU
(OU , j∗I ). Weiter können wir zei-

gen, dass j∗ in diesem Fall einfach die Restriktion auf U ist. Dazu erinnern
wir uns, dass j∗I als das Tensorprodukt OU ⊗j−1OX

j−1I definiert ist (vgl.
[Har77, S. 110]). Wir müssen also nur zeigen, dass j−1 in diesem Fall die Re-
striktion auf U ist. Nun ist j−1I definiert als die Garbifizierung der Prägarbe
(j−1I )pre(W ) = lim−→W ′⊇j(W ) I (W ′). Hier ist j aber eine offene Immersion, al-
so ist j(W ) = W ⊆ X offen. Lemma 2.6 zeigt daher, dass lim−→W ′⊇j(W ) I (W ′)
einfach I (W ) ist. Damit ist (j−1I )pre = I |U bereits eine Garbe und wir
können uns das Garbifizieren sparen. Ebenso erhält man j−1OX = OU . Damit
ist j∗I = I |U wie behauptet die Restriktion von I auf U ist. Wir haben also
HomOX

(j!OU ,I ) = HomOU
(OU , I |U ). Zu guter letzt haben wir noch einen

Isomorphismus von OU -Moduln

HomOU
(OU , I |U ) I (U)

indem wir einen Morphismus ϕ auf ϕU (1OU (U)) abbilden. Offensichtlich ent-
spricht das auf den Halmen dem bekannten Isomorphismus

HomOX,x
(OX,x,Ix) Ix

Um den Beweis abzuschließen betrachte das folgende Diagramm

HomOU
(OU , I |U ) HomOV

(OV , I |V )

I (U) I (V )

' '

Der obere Morphismus ist surjektiv, da es bis auf Isomorphie der Morphismus
HomOX

(j!OU ,I ) → HomOX
(i!OV ,I ) ist. Außerdem überzeugt man sich da-

von, dass das Diagramm kommutativ ist. Demnach ist auch die Restriktion
I (U)→ I (V ) surjektiv und I ist wie gewünscht welk.

Lemma 3.4. Sei 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 eine exakte Sequenz von Garben
abelscher Gruppen auf X. Es gelten:
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(i) Ist F ′ welk, so ist für jede offene Teilmenge U ⊆ X die Sequenz
0→ F ′(U)→ F(U)→ F ′′(U)→ 0 exakt

(ii) Sind sowohl F ′ als auch F welk, so ist F ′′ ebenfalls welk. Mit anderen
Worten Quotienten welker Garben nach welken Untergarben sind welk.

Beweis. (vgl. [CK03, Lemma 2.12/13])
(i) Die Sequenz 0 → F ′(U) → F(U) → F ′′(U) → 0 ist bekanntlich links
und in der Mitte immer exakt. Wir müssen also nur die Exaktheit auf der
rechten Seite überprüfen. Bezeichnen wir den Morphismus F → F ′′ mit ϕ, so
ist also zu zeigen, dass ϕU surjektiv ist. Da ϕ nach Voraussetzung surjektiv ist,
gibt es zu jedem s ∈ F ′′(U) eine offene Überdeckung (Ui)i von U , sowie eine
Familie von Schnitten (gi)i ∈

∏
i F(Ui), so dass ϕUi

(gi) = s|Ui
für alle i (vgl.

[GW10, S. 52]). Betrachte die Menge Z aller Paare (V, f), wo V ⊆ U eine offene
Teilmenge von U ist und ϕV (f) = s|V . Wir haben eine partielle Ordnung ≤
definiert durch (V, f) ≤ (W, g) genau dann, wenn V ⊆ W und g|V = f . Die
Surjektivität von ϕ garantiert, dass Z nicht leer ist. Außerdem ist Z induktiv
geordnet, denn offensichtlich bildet die Vereinigung der Mengen und Verklebung
der Schnitte für eine total geordnete Teilmenge eine obere Schranke. Bezeichne
mit (V0, f0) ein maximales Element von Z. Wir wollen die Annahme V0 6= U
zu einem Widerspruch führen. Da ϕ surjektiv ist gibt es eine offene, nichtleere
Teilmenge V1 6⊆ V0 von U und f1 ∈ F(V1) mit s|V1

= ϕV1(f1). Wir haben also
ϕV0∩V1(f0) = s|V0∩V1

= ϕV0∩V1(f1). Das heißt auf V0 ∩ V1 unterscheidet sich f1
von f0 durch ein Element aus dem Kern von F(V0 ∩V1)→ F ′′(V0 ∩V1). Wegen
Exaktheit in der Mitte ist das gerade das Bild von F ′(V0∩V1)→ F(V0∩V1). Wir
bezeichnen den Morphismus F ′ → F mit ψ. Es gibt dann ein g ∈ F ′(V0 ∩ V1)
mit ψV0∩V1(g) = (f0 − f1)|V0∩V1

. Da F ′ welk ist, lässt sich dieses Element zu
einem Element g̃ ∈ F ′(V1) erweitern. Ersetzen wir f1 durch f1 + ψV1(g̃), so
erhalten wir

(f1 + ψV1(g̃))|V0∩V1
= f1|V0∩V1

+ ψV1(g̃)|V0∩V1

= f1|V0∩V1
+ ψV0∩V1( g̃|V0∩V1

)
= f1|V0∩V1

+ ψV0∩V1(g) = f0|V0∩V1

Da F eine Garbe ist würde das aber bedeuten, dass wir f0 und f1 zu ei-
nem Element f̃ ∈ F(V0 ∪ V1) verkleben können, welches per Konstruktion
ψV0∪V1(f̃) = s|V0∪V1

erfüllt. Das widerspricht der Maximalität von (V0, f0).
Es muss also V0 = U gelten und ϕU ist surjektiv.
(ii) Seien U, V ⊆ X offen mit V ⊆ U . Betrachte das kommutative Diagramm

F(U) F ′′(U) 0

F(V ) F ′′(V ) 0

Die vertikalen Pfeile sind die jeweiligen Restriktionsabbildungen und die Zeilen
sind nach (i) exakt, da F ′ welk ist. Weiter ist auch der linke vertikale Pfeil
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surjektiv, da auch F welk ist. Dann ist aber wegen der Kommutativität auch
der rechte vertikale Pfeil surjektiv, also ist F ′′ ebenfalls welk.

Proposition 3.5. Ist F eine welke Garbe, so gilt Hp(X,F) = 0 für jedes p ≥ 1.

Beweis. (vgl. [Har77, S. 208, Proposition 2.5])
Wir wählen eine Einbettung F → I von F in eine injektive Garbe I ∈ Ab(X)
und bezeichnen den Quotienten I /F mit G. Wir haben eine exakte Sequenz

0 F I G 0

Nach Teil (i) des letzten Lemmas ist die Sequenz zwischen den globalen Schnit-
ten 0 → Γ(X,F) → Γ(X,I ) → Γ(X,G) → 0 wieder exakt, da F welk ist. Das
bedeutet ker(Γ(X,G)→ 0) = im(Γ(X,I )→ Γ(X,G)) und daher per Definition
H1(X,F) = 0. Weiter haben wir Hp(X,I ) = 0 für p ≥ 1, da I injektiv ist. Die
lange exakte Kohomologiesequenz impliziert daher für p ≥ 2 die Exaktheit der
Teilsequenz 0 → Hp−1(X,G) → Hp(X,F) → 0, also Hp(X,F) ∼= Hp−1(X,G).
Nun ist sowohl F als auch I welk nach Lemma 3.3 angewandt auf den geringten
RaumX mit der konstanten Strukturgarbe Z. Teil (ii) des letzten Lemmas impli-
ziert daher, dass auch G welk ist. Ersetzen wir also im Beginn dieses Beweises F
durch G, so erhalten wir mit denselben Argumenten 0 = H1(X,G) = H2(X,F).
Die Aussage der Proposition folgt nun per Induktion über p.

Bemerkung. Die Proposition besagt, dass welke Garben Γ(X,−)-azyklisch
sind. Wir können daher nach Proposition 1.4 die Kohomologie einer Garbe durch
welke Auflösungen berechnen. Insbesondere erhalten wir die folgende Proposi-
tion.

Proposition 3.6. Die rechtsabgeleiteten Funktoren des globalen Schnittfunk-
tors Γ(X,−) : Mod(X) → Ab stimmen mit den zu Beginn dieses Abschnitts
definierten Kohomologiefunktoren überein.

Beweis. (vgl. [Har77, S. 208, Proposition 2.6])
Betrachten wir Γ(X,−) als Funktor von Mod(X) nach Ab, so berechnen wir
die rechtsabgeleiteten Funktoren indem wir injektive Auflösungen in Mod(X)
nehmen. Aber injektive OX -Moduln sind welke Garben abelscher Gruppen und
diese sind azyklisch nach Lemma 3.3 und Proposition 3.5. Die Proposition folgt
daher aus Proposition 1.4.

Bemerkung. Setze A = Γ(X,OX). Für jeden OX -Modul F hat Γ(X,F) eine
natürliche Struktur eines A-Moduls. Da wir die Kohomologiegruppen von F in
Mod(X) berechnen können haben diese also alle die Struktur eines A-Moduls.
Beispielsweise ist die lange exakte Kohomologiesequenz also eine exakte Sequenz
von A-Moduln und so weiter.
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4 Čech-Kohomologie
Als letztes wichtiges Werkzeug behandeln wir Čech-Kohomologie. Wir werden
die Beweise der wichtigsten Sätze auslassen und nur die allgemeine Definition
und einige kleinere Beweise machen. Ziel ist es später mit Čech-Kohomologie die
Kohomologiegruppen von quasi-kohärenten Garben über separierten Schemata
explizit berechnen zu können.

4.1 Alternierende und geordnete Koketten
Definition 4.1. Sei A ein Ring und F eine Garbe von A-Moduln über X.
Weiter sei U = (Ui)i∈I eine feste offene Überdeckung von X. Für jedes p ≥ 0
und jedes (i0, . . . , ip) ∈ Ip+1 schreiben wir Ui0...ip = Ui0∩...∩Uip . Eine p-Kokette
ist ein Element des A-Moduls

Čp(U ,F) =
∏

(i0,...,ip)∈Ip+1

F(Ui0...ip)

Für f ∈ Čp(U ,F) und (i0, . . . , ip) ∈ Ip+1 bezeichnen wir mit fi0...ip den Eintrag
von f an der Stelle (i0, . . . , ip). Wir sagen f ist alternierend, falls fi0...ip = 0
ist wann immer zwei Indizes gleich sind und falls für jede Permutation σ der
Indizes fσ(i0)...σ(ip) = sgn(σ)fi0...ip gilt (NB: Da jede Permutation ein endli-
ches Produkt von Transpositionen ist genügt es die zweite Eigenschaft nur für
Transpositionen zu fordern). Die alternierenden p-Koketten bilden offensichtlich
einen A-Untermodul von Čp(U ,F), den wir mit Čpalt(U ,F) bezeichnen. Besitzt
I weiter eine totale Ordnung, so definieren wir den A-Modul der geordneten
p-Koketten als

Čpord(U ,F) =
∏

i0<...<ip

F(Ui0...ip)

Für f ∈ Čp(U ,F) definieren wir eine Abbildung von A-Moduln

ďp : Čp(U ,F)→ Čp+1(U ,F)

durch die Vorschrift

ďp(f)i0...ip+1 =
p+1∑
r=0

(−1)r fi0...̂ir...ip+1

∣∣∣
Ui0...ip+1

Wir werden die Restriktion auf Ui0...ip+1 der Übersicht halber meistens weglassen
und wieder nur ď statt ďp schreiben. Eine direkte Rechnung zeigt, dass ď2 = 0:
Für f ∈ Čp(U ,F) haben wir

ď(f)i0...ip+1 =
p+1∑
r=0

(−1)rfi0...̂ir...ip+1
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und daher

ď2(f)i0...ip+2 =
p+2∑
s=0

(−1)sď(f)i0...̂is...ip+2

=
∑
r<s

(−1)r+sfi0...̂ir...̂is...ip+2

+
∑
s<r

(−1)r+s+1fi0...̂is...̂ir...ip+2

= 0

Das bedeutet die A-Moduln Čp(U ,F) für p ≥ 0, zusammen mit den Abbildun-
gen ďp : Čp(U ,F) → Čp+1(U ,F) bilden einen Komplex im Sinne des ersten
Abschnitts, den Čech-Komplex. Wir bezeichnen diesen Komplex mit Č•(U ,F).
Ist f alternierend, so überzeugt man sich davon, dass ď(f) ebenfalls alter-
nierend ist. Wir betrachten eine Transposition σ = (ik il) (mit k < l), wo
(−1)rf

σ(i0)...σ̂(ir)...σ(ip) = (−1)rfi0...il...̂ir...ik...ip . Es sind drei Fälle zu unter-
scheiden. Ist r = k, so haben wir

(−1)kfi0...̂il...ik...ip = (−1)k(−1)l−k+1fi0...ik...̂il...ip = −(−1)lfi0...ik...̂il...ip

Analog haben wir im Fall r = l dann

(−1)lfi0...il...̂ir...ik...ip = −(−1)kfi0...̂ik...il...ip

In allen anderen Fällen werden Indizes vertauscht die nicht ausgelassen werden,
also haben wir einfach

(−1)rfi0...il...̂ir...ik...ip = −(−1)rfi0...ik...̂ir...il...ip

Summiert man alles auf, so erhält man

ď(f)σ(i0)...σ(ip+1) =
p+1∑
r=0

(−1)rf
σ(i0)...σ̂(ir)...σ(ip+1)

= −ď(f)i0...ip = sgn(σ)ď(f)i0...ip

Um zu zeigen, dass ď(f)i0...ip+1 = 0 gilt wann immer zwei Indizes gleich sind
können wir nach eben gezeigtem von i0 = i1 ausgehen indem wir gegebenenfalls
Indizes vertauschen. Insbesondere gilt dann fi0...̂ik...ip+1

= 0 für k 6= 0, 1. Damit
folgt nun

ď(f)i0...ip+1 =
p+1∑
r=0

(−1)rfi0...̂ik...ip+1

= (−1)0fi1...ip+1 + (−1)1fi0i2...ip+1

= 0
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Das bedeutet ď schränkt sich auf eine Abbildung ď′ zwischen den alternierenden
Koketten ein. Wir erhalten also einen weiteren Komplex, den wir mit Č•alt(U ,F)
bezeichnen. Weiter schränkt sich ď auch auf eine Abbildung ď′′ zwischen den
geordneten Koketten ein. Wir schreiben Č•ord(U ,F) für den geordneten Čech-
Komplex. Schließlich definieren wir Ȟp(U ,F) als das p-te Kohomologieobjekt
des Komplexes Č•(U ,F).

Proposition 4.2. Die Notation sei wie in der vorigen Definition. Dann stimmt
Ȟp(U ,F) mit dem p-ten Kohomologieobjekt des Komplexes Č•alt(U ,F) überein.
Ist I total geordnet, so stimmt Ȟp(U ,F) auch mit dem p-ten Kohomologieobjekt
des geordneten Komplexes überein.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 180f, Proposition 2.3 & Corollary 2.4])
Wir zeigen nur die zweite Aussage der Proposition. Betrachte die Projekti-
on Čpalt(U ,F) → Čpord(U ,F) auf die Koordinaten i0, . . . , ip mit i0 < ... < ip.
Das ist ein Morphismus, der offensichtlich mit den Differentialen kommutiert.
Für die Injektivität sei f ∈ Čpalt(U ,F) eine alternierende p-Kokette, die auf
die 0 abgebildet wird. Das bedeutet fi0...ip = 0 für alle i0 < ... < ip. Nun
ist aber f alternierend, also fi0...ip = 0 wann immer zwei Indizes gleich sind.
Sind andererseits die Indizes i0, . . . , ip paarweise verschieden, so existiert ei-
ne Permutation σ mit σ(i0) < ... < σ(ip), da I total geordnet ist. Es folgt
fi0...ip = sgn(σ)−1fσ(i0)...σ(ip) = 0 und damit f = 0. Für die Surjektivität sei f
eine geordnete p-Kokette. Sind die Indizes i0, . . . , ip paarweise verschieden, so
setzen wir fi0...ip = sgn(σ)−1fσ(i0)...σ(ip) mit σ wie oben. Anderenfalls setzen wir
fi0...ip = 0. Das ergibt eine alternierende p-Kokette wie gewünscht. Der Mor-
phismus ist also ein Isomorphismus der mit den Differentialen kommutiert und
induziert daher einen Isomorphismus zwischen den Kohomologieobjekten.

Bemerkung. Die Definition des Differentials ď erscheint auf den ersten Blick
recht willkürlich. Tatsächlich setzt dies aber in natürlicher Weise einen bekann-
ten Komplex fort. Ist (Ui)i∈I eine beliebige Familie offener Teilmengen von X
und bezeichnet U deren Vereinigung, so ist nach Garbenaxiomen die Sequenz

0 F(U)
∏
i

F(Ui)
∏
i,j

F(Uij)ď−1 ď0
(1)

exakt. Hier ist ď−1 : f 7→ (f |Ui
)i und ď0 : (fi)i 7→ (fi|Uij

− fj |Uij
)i,j . Ist (Ui)i∈I

eine offene Überdeckung von X, so sieht man, dass das der Abbildung ď0 aus der
vorigen Definition entspricht. Insbesondere erhält man die folgende Proposition.

Proposition 4.3. Für jede offene Überdeckung U vonX haben wir Ȟ0(X,F) =
F(X).

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 181, Proposition 2.6])
Ȟ0(U ,F) ist der Kern von ď0. Die Proposition folgt also direkt aus der Bemer-
kung.
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4.2 Übergang zu einer Verfeinerung
Den nächsten Schritt können wir uns prinzipiell sparen, da wir nur mit affinen
offenen Überdeckungen und quasi-kohärenten Garben auf separierten Schemata
arbeiten werden. Der Richtigkeit halber wollen wir aber zumindest kurz über
Verfeinerungen von offenen Überdeckungen sprechen.

Definition 4.4. Wir nennen eine offene Überdeckung V = (Vj)j∈J von X
eine Verfeinerung einer anderen offenen Überdeckung U = (Ui)i∈I , falls eine
Abbildung σ : J → I existiert, so dass Vj ⊆ Uσ(j) für alle j ∈ J . Daraus
erhalten wir Vj0...jp

⊆ Uσ(j0)...σ(jp), was die Wohldefiniertheit des folgenden
Homomorphismus sichert. Wir erhalten einen Homomorphismus zwischen den
Čech-Komplexen, welchen wir ebenfalls σ nennen mit

σp : Čp(U ,F) Čp(V,F)

definiert durch
σp(f)j0...jp = fσ(j0)...σ(jp)

∣∣
Vj0...jp

Dass σ mit den Differentialen kommutiert rechnet man einfach nach. Wir erhal-
ten also einen Homomorphismus zwischen den Kohomologiegruppen

σ∗ : Ȟp(U ,F) Ȟp(V,F)

Lemma 4.5. Der Homomorphismus σ∗ hängt nicht von der Wahl von σ ab.

Beweis. Vergleiche [Liu02, S. 182, Lemma 2.8].

Korollar 4.6. Ist U eine Verfeinerung von V und V eine Verfeinerung von U ,
so ist Ȟp(U ,F)→ Ȟp(V,F) ein Isomorphismus.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 182, Corollary 2.9])
Wir verwenden die Notation aus der Definition. Ist U eine Verfeinerung einer
offenen Überdeckung W mit einer Abbildung τ , so dass Ui ⊆ Wτ(i), dann ist
V ebenfalls eine Verfeinerung von W, denn Vj ⊆ Uσ(j) ⊆ W(τ◦σ)(j). Weiter gilt
offensichtlich (τ ◦ σ)∗ = τ∗ ◦ σ∗, da die Abbildung Ȟp(U ,F)→ Ȟp(W,F) nach
der universellen Eigenschaft des Quotienten eindeutig bestimmt ist. Wähle nun
W = V. Nach dem letzten Lemma stimmt τ∗ ◦σ∗ mit id∗J überein. Das bedeutet
τ∗ ist injektiv und σ∗ ist surjektiv. Wegen Symmetrie ist dann τ∗ ebenfalls
surjektiv, also ein Isomorphismus.

Die Verfeinerungseigenschaft definiert offensichtlich eine Präordnung auf den
offenen Überdeckungen von X. Je zwei offene Überdeckungen (Ui)i∈I ,(Vj)j∈J
besitzen außerdem eine gemeinsame Verfeinerung, nämlich (Ui ∩ Vj)(i,j)∈I×J
indem wir als Abbildungen die Projektionen I × J → I bzw. I × J → J
wählen. Zwei offene Überdeckungen heißen äquivalent, falls sie jeweils Verfei-
nerungen voneinander sind. Das Korollar besagt also, dass Ȟp(U ,F) nur von
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der Äquivalenzklasse von U bezüglich dieser Äquivalenzrelation abhängt. Wir er-
halten ein induktives System über der bezüglich Verfeinerung gerichteten Menge
der Äquivalenzklassen offener Überdeckungen und können daher zum indukti-
ven Limes übergehen.

Definition 4.7. Sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe auf X. Wir
definieren die p-te Čech-Kohomologiegruppe von F als

Ȟp(X,F) = lim−→
U
Hp(U ,F)

Nach Proposition 4.3 ist beispielsweise Ȟ0(X,F) = F(X) = H0(X,F) die 0-te
Kohomologiegruppe von F im Sinne des dritten Abschnitts. Ist F eine Garbe
von A-Moduln, so ist Ȟp(X,F) in natürlicher Weise ein A-Modul.

Um diesen Abschnitt abzuschließen kommen wir nun zu dem für uns interes-
santen Satz, der es uns erlaubt die Kohomologie quasi-kohärenter Garben über
separierten Schemata via Čech-Kohomologie zu berechnen.

Satz 4.8. Ist X ein separiertes Schema und F ein quasi-kohärenter OX -Modul,
so stimmen die Kohomologiegruppen Hp(X,F), p ≥ 0, für jedes p mit den eben
definierten Čech-Kohomologiegruppen Ȟp(X,F) überein.

Beweis. Vergleiche [Liu02, S. 185f, Remark 2.16].

5 Das Affinitätskriterium von Serre
Wir haben nun alles was wir brauchen um das Affinitätskriterium zu beweisen.
Zunächst beweisen wir ein eigenständiges Kriterium für Affinität, welches wir
dann für die entsprechende Implikation in Serre’s Affinitätskriterium verwenden.
Ab diesem Punkt bezeichne X stets ein Schema. Für f ∈ Γ(X,OX) definieren
wir die offene Menge Xf = {x ∈ X | fx ∈ O×X,x}. Weiter bezeichnen wir mit
mx das eindeutige maximale Ideal des lokalen Rings OX,x (NB: fx ∈ O×X,x ⇐⇒
fx /∈ mx).

Proposition 5.1. Sei f ∈ Γ(X,OX) ein globaler Schnitt. Angenommen X
besitzt eine endliche affine offene Überdeckung (Ui)i∈I , so dass für alle i, j ∈ I
der Schnitt Ui ∩Uj ebenfalls affin ist. Dann induziert die Restriktionsabbildung
ρ : Γ(X,OX)→ Γ(Xf ,OX) einen Isomorphismus Γ(X,OX)f ∼= Γ(Xf ,OX).

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 44f, Proposition 3.12])
Wie immer benutzen wir die universelle Eigenschaft der Lokalisierung um den
gewünschten Morphismus zu erhalten. Wir müssen also zeigen, dass ρ die Ele-
mente von {fn | n ∈ N} auf Einheiten in Γ(Xf ,OX) abbildet. Dabei machen wir
uns auch noch einmal klar, dass Xf tatsächlich eine offene Teilmenge von X ist.
Sei x ∈ Xf , also fx ∈ O×X,x. Es gibt dann eine offene Umgebung U von x in X
und ein g ∈ OX(U), so dass fxgx = 1. Es folgt (fg)|V = 1 in OX(V ) für eine ge-
eignete offene Umgebung V von x mit V ⊆ U . Daraus folgt sofort fy ∈ O×X,y für

21



jedes y ∈ V , also V ⊆ Xf . Das zeigt, dass Xf offen in X ist. Lassen wir x durch
die Elemente von Xf laufen, so erhalten wir eine offene Überdeckung von Xf

und lokale Inverse von f . Da diese eindeutig sind müssen sie auf den Schnitten
übereinstimmen und lassen sich daher zu einem Inversen von f |Xf

verkleben.
Das bedeutet ρ bildet f auf eine Einheit ab und damit auch jedes Element von
{fn | n ∈ N}. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung liefert uns nun einen
Morphismus α : Γ(X,OX)f → Γ(Xf ,OX), der eindeutig bestimmt ist durch die
Eigenschaft das folgende Diagramm kommutativ zu machen

Γ(X,OX) Γ(X,OX)f

Γ(Xf ,OX)

can.

ρ
∃!α

Es bleibt übrig zu zeigen, dass α ein Isomorphismus ist. Nach Voraussetzung
besitzt X die endliche affine offene Überdeckung (Ui)i∈I . Für ein Primideal
p ∈ Ui identifizieren wir den Keim fp mit f(p). Dann ist Xf die Vereinigung
der

Vi = Ui ∩Xf = {p ∈ Ui | fp ∈ O×X,p = O×Ui,p
}

= {p ∈ Ui | f(p) ∈ OUi
(Ui)×p }

= {p ∈ Ui | f |Ui
/∈ p} = D(f |Ui

)

Der Übersicht halber schreiben wir nur f für die verschiedenen Restriktionen
von f . Nach eben Gezeigtem haben wir dann Γ(Vi,OX) = Γ(Ui,OX)f . Da
wir nur endlich viele Ui haben können wir in der Sequenz (1) die

∏
durch

⊕
ersetzen. Da die Lokalisierung flach ist und mit direkten Summen vertauscht
erhalten wir dann die folgende exakte Sequenz

0 Γ(X,OX)f
⊕

i Γ(Ui,OX)f
⊕

i,j Γ(Ui ∩ Uj ,OX)f

Daraus erhalten wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 Γ(X,OX)f
⊕

i Γ(Ui,OX)f
⊕

i,j Γ(Ui ∩ Uj ,OX)f

0 Γ(Xf ,OX)
⊕

i Γ(Vi,OX)
⊕

i,j Γ(Vi ∩ Vj ,OX)

ψ

α

ρ

χ β

ψ′ ρ′

Da sowohl die obere als auch die untere Zeile exakt ist folgt aus der Kommu-
tativität sofort, dass α injektiv ist. Weiter ist β eine Familie von Morphismen
derselben Form wie α. Da Ui ∩Uj sich nach Voraussetzung ebenfalls durch end-
lich viele affine offene Mengen überdecken lässt (Ui ∩ Uj ist selbst affin) zeigen
also dieselben Argumente, dass auch β injektiv ist. Man überprüft, dass α nun
auch surjektiv ist: Sei r ∈ Γ(Xf ,OX), dann ist ψ′(r) ∈

⊕
i Γ(Vi,OX). Da χ ein

Isomorphismus ist, gibt es s ∈
⊕

i Γ(Ui,OX)f mit χ(s) = ψ′(r). Damit folgt

β(ρ(s)) = ρ′(χ(s)) = ρ′(ψ′(r)) = 0
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wegen Exaktheit der unteren Zeile. Wir erhalten ρ(s) ∈ ker(β). Nun ist aber
ker(β) = 0, da β injektiv ist. Das bedeutet wir haben s ∈ ker(ρ) = im(ψ) wegen
Exaktheit der oberen Zeile. Es gibt also ein r′ ∈ Γ(X,OX)f mit s = ψ(r′),
also ψ′(r) = χ(s) = χ(ψ(r′)) = ψ′(α(r′)). Da ψ′ injektiv ist, folgt schließlich
r = α(r′) ∈ im(α). Also ist α wie gewünscht surjektiv.

Lemma 5.2. Sei X ein separiertes Schema. Gibt es f1, . . . , fn ∈ Γ(X,OX) mit
den untenstehenden Eigenschaften, so ist X affin.

(a) Für jedes 1 ≤ i ≤ n ist Xfi
affin

(b) f1, . . . , fn erzeugen das Einsideal von Γ(X,OX)

Beweis. (vgl. [GW10, S. 335f, Theorem 12.35 (2) =⇒ (1)])
Schreibe A = Γ(X,OX) und Y = Spec(A). Wir müssen zeigen, dass der kano-
nische Morphismus ϕ : X → Y ein Isomorphismus ist. Dieser ist das Urbild der
Identität Γ(X,OX) = Γ(Y,OY ) unter der Bijektion

Hom((X,OX), (Y,OY )) Hom(Γ(Y,OY ),Γ(X,OX))

welche einen Morphismus (f, f#) auf die globale Komponente f#
Y abbildet. Wir

haben also ϕ#
Y = idA. Für p ∈ Y und f ∈ Γ(Y,OY ) = A identifizieren wir also,

ähnlich wie im letzten Beweis, den Keim fp mit f(p). Wir erhalten

ϕ−1(D(fi)) = {x ∈ X | fi /∈ ϕ(x)}
= {x ∈ X | fi(ϕ(x)) ∈ OY (Y )×ϕ(x)}

= {x ∈ X | fi,ϕ(x) ∈ O×Y,ϕ(x)}

= {x ∈ X | fi,x ∈ O×X,x} = Xfi

Dabei haben wir in der dritten Zeile verwendet, dass OY (Y )ϕ(x) ∼= OY,ϕ(x) und
in der vierten Zeile, dass ϕ#

x : OY,ϕ(x) → OX,x ein lokaler Ringhomomorphismus
ist. Nach Hilbert’s Nullstellensatz gilt Y =

⋃
iD(fi), da die fi das Einsideal von

A erzeugen. Daraus folgt

X = ϕ−1(Y ) = ϕ−1(
⋃
i

D(fi)) =
⋃
i

ϕ−1(D(fi)) =
⋃
i

Xfi

Also ist X die Vereinigung endlich vieler, nach Voraussetzung (a) affiner, offe-
ner Mengen. Außerdem sind deren Schnitte ebenfalls affin, da X separiert ist.
Die Voraussetzungen für Proposition 5.1 sind also erfüllt und wir erhalten für
jedes i einen Isomorphismus αi : Γ(X,OX)fi

→ Γ(Xfi
,OX). Identifizieren wir

Γ(X,OX)fi
mit Γ(Y,OY )fi

= Γ(D(fi),OY ), so zeigt dies sofort, dass ϕ|Xfi
ein

Isomorphismus ist, denn offenbar gilt dann ϕ|Xfi
= Spec(αi) und Spec(−) ist

ein Funktor. Da die Xfi (bzw. D(fi)) eine offene Überdeckung von X (bzw.
Y) bilden folgt daraus direkt, dass ϕ# ein Isomorphismus von Garben ist und
dass ϕ offen und surjektiv ist. Es bleibt also übrig zu zeigen, dass ϕ injektiv
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ist. Seien dazu x, y ∈ X mit ϕ(x) = ϕ(y). Wähle ein i mit x ∈ Xfi , dann gilt
ϕ(y) = ϕ(x) ∈ ϕ(Xfi) = D(fi). Dann folgt aber y ∈ ϕ−1(D(fi)) = Xfi und
daher x = y wegen Injektivität von ϕ|Xfi

.

Bemerkung. Die Separiertheit wird nur an einer Stelle verwendet und es fällt
nicht schwer zu glauben, dass man mit etwas Zusatzarbeit wahrscheinlich auf
diese Voraussetzung verzichten kann. Man bekommt dann dieselbe Aussage für
ein (nicht notwendigerweise separiertes) Schema X, das globale Schnitte mit den
Eigenschaften (a) und (b) besitzt (vgl. [Sta18, Lemma 27.27.3]). Tatsächlich
benötigen wir im Beweis des Affinitätskriteriums die Separiertheit ebenfalls
nur um dieses Lemma anwenden zu können. Damit kann man dann das Af-
finitätskriterium auf quasi-kompakte Schemata erweitern.

Satz 5.3 (Das Affinitätskriterium von Serre). Sei X ein separiertes und quasi-
kompaktes Schema. Dann sind äquivalent:

(i) X ist affin

(ii) H1(X,F) = 0 für jeden quasi-kohärenten OX -Modul F

(iii) Hp(X,F) = 0 für jeden quasi-kohärenten OX -Modul F und jedes p ≥ 1

Beweis. (vgl. [GW10, S. 334ff, Lemma 12.33 & Theorem 12.35 (v) =⇒ (ii)])
(iii) =⇒ (ii). Trivial.
(ii) =⇒ (i). Wir wollen Lemma 5.2 anwenden. Da X nach Voraussetzung sepa-
riert ist müssen wir nur die Existenz geeigneter f1, . . . , fn ∈ Γ(X,OX) zeigen.
Dazu sei zunächst x ∈ X ein abgeschlossener Punkt - das heißt {x} ist abge-
schlossen in X - und U eine affine offene Umgebung von x in X. Wir haben
dann zwei abgeschlossene Teilmengen Y = X \ U und Y ′ = Y ∪ {x}. Zu jeder
abgeschlossenen Teilmenge Z von X gibt es genau eine Struktur eines reduzier-
ten Unterschemas auf Z. Die zugehörige quasi-kohärente Idealgarbe ist wie folgt
definiert

IZ(V ) = {f ∈ Γ(V,OX) | ∀z ∈ Z ∩ V : fz ∈ mz}

für V ⊆ X offen. Wir haben dann Z = V (IZ) = {z ∈ X | IZ,z 6= OX,z}
und daher IZ,z = OX,z, falls z /∈ Z. Wir wollen die Halme des Quotienten
G = IY /IY ′ berechnen. Da diese isomorph zum Quotienten der Halme sind
können wir erst die Halme von IY und IY ′ berechnen und anschließend deren
Quotienten bilden. Es sind drei Fälle zu unterscheiden:
Fall 1: Ist z /∈ Y ′, so haben wir auch z /∈ Y . Demnach haben wir in diesem Fall
IY,z = OX,z = IY ′,z und daher Gz = 0.
Fall 2: Ist z ∈ Y ′ \ {x}, so finden wir eine offene Umgebung V von z in X, die x
nicht enthält, da {x} in X abgeschlossen und daher X \ {x} in X offen ist. Für
jede offene Teilmenge W von V ist dann aber Y ∩W = Y ′ ∩W und daher per
Definition IY |V = IY ′ |V . Es folgt IY,z = IY ′,z und daher ebenfalls Gz = 0.
Fall 3: Ist z = x, so haben wir IY,x = OX,x, da x /∈ Y . Wir wollen zeigen,
dass IY ′,x = mx. Da x ∈ Y ′ ist IY ′,x ein echtes Ideal von OX,x. Die Inklusion
⊆ ist daher klar, da OX,x ein lokaler Ring mit maximalem Ideal mx ist. Sei
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andererseits g = fx ∈ mx der Keim von f ∈ Γ(V,OX) mit einer offenen Umge-
bung V von x in X. Betrachte die offene Umgebung V ∩ U von x. Wir haben
Y ′ ∩ V ∩U = Y ′ ∩U ∩ V = {x} ∩ V = {x} und daher f ∈ IY ′(V ∩U), da nach
Annahme fx ∈ mx. Das bedeutet aber fx ∈ IY ′,x und daher mx ⊆ IY ′,x. Wir
haben also die gewünschte Gleichheit und erhalten Gx = OX,x/mx = κ(x).
Wir schreiben das Ergebnis nochmal etwas übersichtlicher auf

Gz =

κ(x) , z = x
0 , z /∈ Y ′
0 , z ∈ Y

Das bedeutet G ist die Wolkenkratzergarbe in x mit Wert κ(x). Betrachte die
exakte Sequenz

0 IY ′ IY G 0

Da IY ′ quasi-kohärent ist haben wir nach Voraussetzung H1(X,IY ′) = 0. Also
haben wir eine exakte Sequenz zwischen den globalen Schnitten

0 IY ′(X) IY (X) G(X) 0

Daraus folgt schließlich, dass die obere Zeile des folgenden kommutativen Dia-
gramms exakt ist

IY (X) G(X) = κ(x) 0

IY,x Gx = κ(x)

πX

can. can.

πx

Außerdem ist die rechte kanonische Abbildung ein Isomorphismus, das heißt
can.◦πX ist surjektiv. Wegen Kommutativität ist daher auch πx◦can. surjektiv.
Nun gilt (πx ◦ can.)(g) = gx + mx für g ∈ IY (X) ⊆ Γ(X,OX). Da κ(x) 6= 0
folgt daher aus der Surjektivität die Existenz eines f ∈ IY (X) mit fx+mx 6= 0
bzw. fx /∈ mx. Wir haben also x ∈ Xf und Xf ⊆ X \ Y = U , da f ∈ IY (X).
Das impliziert Xf = U f |U . Wie im Beweis von 5.1 ist Xf damit die prinzipale
offene Menge D(f |U ) von U und daher insbesondere affin. Wir erhalten also
eine Familie offener Teilmengen von X der Form Xf für f ∈ Γ(X,OX), deren
Vereinigung per Konstruktion alle abgeschlossenen Punkte enthält. Ist nun y ∈
X beliebig, so ist {y} eine abgeschlossene Teilmenge von X. Diese ist quasi-
kompakt, da X quasi-kompakt ist, und enthält daher einen abgeschlossenen
Punkt ξ (vgl. [Liu02, S. 67, Exercise 4.8]). Wäre nun y nicht in der Vereinigung
der Xf enthalten, so wäre y in deren Komplement enthalten. Das ist aber eine
abgeschlossene Teilmenge von X und würde daher auch den Abschluss von {y}
enthalten. Dann wäre aber ξ ein abgeschlossener Punkt von X der nicht in
der Vereinigung der Xf enthalten ist. Es folgt, dass y in der Vereinigung der
Xf liegt, welche also eine offene Überdeckung von X bilden. Wegen Quasi-
Kompaktheit können wir eine endliche Teilüberdeckung wählen, etwa (Xfi

)ni=1
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mit f1, . . . , fn ∈ Γ(X,OX). Insbesondere haben wir damit Eigenschaft (a) aus
Lemma 5.2 gezeigt. Es bleibt also übrig zu zeigen, dass f1, . . . , fn das Einsideal
von Γ(X,OX) erzeugen. Dazu betrachten wir den Morphismus ψ : OnX → OX ,
welcher für V ⊆ X offen wie folgt definiert ist

(α1, . . . , αn)
∑
i αi fi|V

Wegen X =
⋃
iXfi = {x ∈ X | ∃i : fi,x ∈ O×X,x} gibt es zu jedem x ∈ X ein i,

so dass fi,x das Einsideal von OX,x erzeugt. Das zeigt sofort, dass ψx für jedes
x ∈ X surjektiv ist, also ist ψ surjektiv. Wir haben dann eine exakte Sequenz

0 ker(ψ) OnX OX 0ψ

Da ψ ein Morphismus zwischen quasi-kohärenten Garben ist, ist ker(ψ) ebenfalls
quasi-kohärent (vgl. [Liu02, S. 162, Proposition 1.12 (c)]). Nach Voraussetzung
ist also H1(X, ker(ψ)) = 0 und wir haben wieder eine exakte Sequenz globaler
Schnitte

0 ker(ψX) OX(X)n OX(X) 0

Die Exaktheit auf der rechten Seite bedeutet aber offensichtlich nichts anderes,
als dass f1, . . . , fn das Einsideal von Γ(X,OX) erzeugen.
(i) =⇒ (iii). Sei X = Spec(A) für einen Ring A und F ein quasi-kohärenter OX -
Modul. Da jede offene Überdeckung von X eine Verfeinerung durch prinzipale
offene Mengen besitzt, genügt es nach Satz 4.8 zu zeigen, dass Ȟp(U ,F) = 0 gilt
für jede offene Überdeckung U = (D(fi))i∈I für gewisse fi ∈ A. Weiter können
wir wegen Quasi-Kompaktheit von X annehmen, dass I endlich ist. Schreibe
F = M̃ für einen A-Modul M . Für p ≥ 1 und i = (i0, . . . , ip) ∈ Ip+1 schreiben
wir fi = fi0 · · · fip . Es folgt D(fi0) ∩ · · · ∩ D(fip) = D(fi0 · · · fip) = D(fi).
Wir wollen zeigen, dass Ȟp(U ,F) = 0 für p ≥ 1. Dazu müssen wir zeigen,
dass ker(ďp) ⊆ im(ďp−1) für p ≥ 1. Sei also m = (mi)i ∈ ker(ďp) mit mi ∈
F(D(fi)) = M̃(D(fi)) = Mfi . Das heißt für alle (i0, . . . , ip+1) ∈ Ip+2 haben wir

0 = ď(m)i0...ip+1 =
p+1∑
r=0

(−1)rmi0...̂ir...ip+1

Da die Elemente von Mfi sich alle als Brüche schreiben lassen finden wir xi ∈M
und ein k ≥ 1, so dass mi = xi/f

k
i (NB: Wir können k so groß wählen, dass es

unabhängig von i ist, indem wir gegebenenfalls Potenzen von fi in den Zähler
aufnehmen). Für ein beliebiges j ∈ I erhalten wir

0 = ď(m)ji0...ip = (−1)0mĵi0...ip
+

p∑
r=0

(−1)r+1mji0...̂ir...ip

= mi +
p∑
r=0

(−1)r+1mji0...̂ir...ip

= xi

fki
+

p∑
r=0

(−1)r+1xji0...̂ir...ipf
k
ir

fkj f
k
i
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Das bedeutet es gibt eine natürliche Zahl l ≥ 1, so dass wir für alle j ∈ I und
i ∈ Ip+1 die folgende Gleichheit von Elementen in Mfi gilt

fk+l
j mi =

fk+l
j xi

fki
=

p∑
r=0

(−1)r
f ljf

k
ir
xji0...̂ir...ip
fki

Da die D(fk+l
j ) = D(fj) eine offene Überdeckung von X bilden folgt mit Hil-

bert’s Nullstellensatz, dass hj ∈ A existieren mit
∑
j hjf

k+l
j = 1. Wir defi-

nieren die (p − 1)-Kokette n wie folgt: Setze ni0...ip−1 =
∑
j hjf

l
j

xji0...ip−1

fki0...ip−1

für

(i0, . . . , ip−1) ∈ Ip. Eine kurze Rechnung zeigt ď(n) = m

ď(n)i0...ip =
p∑
r=0

(−1)rni0...̂ir...ip

=
p∑
r=0

(−1)r
∑
j

hj
f ljf

k
ir
xji0...̂ir...ip
fki

=
∑
j

hj

p∑
r=0

(−1)r
f ljf

k
ir
xji0...̂ir...ip
fki︸ ︷︷ ︸

=fk+l
j

mi

=
∑
j

hjf
k+l
j︸ ︷︷ ︸

=1

mi0...ip = mi0...ip

Wir haben also wie gewünscht ker(ďp) ⊆ im(ďp−1).

Bemerkung. (i) Wie bereits zuvor bemerkt gilt das Affinitätskriterium auch
allgemeiner für quasi-kompakte Schemata. Wir haben bereits angemerkt, wie
man die Implikation (ii) =⇒ (i) ohne Separiertheit beweist, aber wir haben nun
gesehen, dass man auch für die anderen beiden Implikationen die Separiertheit
nicht braucht: Die Implikation (iii) =⇒ (ii) gilt offensichtlich immer und bei
(i) =⇒ (iii) ist das Schema affin und daher insbesondere separiert (vgl. [Liu02,
S. 100, Proposition 3.4]).
(ii) Wie in [Liu02, S. 186, Theorem 2.19] folgt aus dem Beweis von Satz 5.3
(i) =⇒ (iii) zusammen mit Satz 4.8 auch, dass für jedes separierte Schema X,
jede affine offene Überdeckung U von X, jeden quasi-kohärenten OX -Modul F
und alle p ≥ 0 der kanonische Morphismus Ȟp(U ,F)→ Ȟp(X,F) ∼= Hp(X,F)
ein Isomorphismus ist.

Korollar 5.4. Sei X ein separiertes Schema, das eine affine offene Überdeckung
U durch m ∈ N affine offene Mengen besitzt, und sei F ein quasi-kohärenter OX -
Modul. Dann ist Hp(X,F) = 0 für alle p ≥ m.
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Beweis. (vgl. [Liu02, S. 181, Corollary 2.5])
Nach Satz 4.8 gilt Ȟp(X,F) ∼= Hp(X,F). Nach Teil (ii) der vorigen Bemer-
kung ist Ȟp(U ,F) → Ȟp(X,F) ein Isomorphismus, da U eine affine offene
Überdeckung ist. Weiter dürfen wir Ȟp(U ,F) mittels alternierender Koketten
berechnen. Da es jedoch keine (m+1) verschiedenen Elemente in {1, ...,m} gibt
folgt, dass alle alternierenden p-Koketten für p ≥ m gleich 0 sind und daher
Ȟp(U ,F) = 0.

6 Kohärente Garben
Bevor wir den Endlichkeitssatz beweisen können müssen wir uns etwas mehr
mit kohärenten Garben beschäftigen. Wir werden über kohärente Garben über
lokal noetherschen Schemata sowie über projektiven Schemata reden und unter
anderem das Verhalten von Kohärenz unter pushforwards überprüfen.

Definition 6.1. Ein OX -Modul F heißt

(i) endlich erzeugt, falls zu jedem x ∈ X eine offene Umgebung U von x in
X, ein n ≥ 1 und ein surjektiver Morphismus OnX |U → F|U existieren

(ii) kohärent, falls F endlich erzeugt ist im Sinne von (i) und falls für jede
offene Teilmenge U von X und jeden Homomorphismus α : OnX |U → F|U
auch ker(α) endlich erzeugt ist

Bemerkung. Offensichtlich besteht ein Zusammenhang zwischen endlich er-
zeugten Modulgarben und endlich erzeugten Moduln sowie zwischen kohärenten
Modulgarben und endlich präsentierten Moduln. Da endlich präsentiert und
endlich erzeugt über noetherschen Ringen äquivalent sind ist es nicht verwun-
derlich, dass endlich erzeugt und kohärent über lokal noetherschen Schemata
äquivalent sind. Das beweisen wir in der folgenden Proposition.

Proposition 6.2. Sei F ein quasi-kohärenter OX -Modul. Betrachte die folgen-
den Aussagen:

(i) F ist kohärent

(ii) F ist endlich erzeugt

(iii) Für jede affine offene Teilmenge U von X ist F(U) ein endlich erzeugter
OX(U)-Modul

Es gilt stets (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii). Ist X lokal noethersch, so gilt auch (iii) =⇒ (i).

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 161f, Proposition 1.1])
(i) =⇒ (ii). Gilt per Definition von Kohärenz.
(ii) =⇒ (iii). Sei U ⊆ X affin offen. Da F endlich erzeugt ist finden wir zu
jedem x ∈ U eine offene Umgebung Ui von x, ein ni ≥ 1 und einen sur-
jektiven Morphismus Oni

X |Ui
→ F|Ui

. Nun ist U aber affin, also bilden die
prinzipalen offenen Mengen eine Basis der Topologie auf U . Daher können wir,
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gegebenenfalls nach weiterer Restriktion, annehmen, dass alle Ui prinzipale of-
fene Teilmengen von U sind. Wir erhalten also eine Überdeckung (Ui)i von
U durch prinzipale offene Mengen Ui und exakte Sequenzen Oni

X |Ui
→ F|Ui

.
Schließlich können wir annehmen, dass diese Überdeckung endlich ist, da U af-
fin und daher quasi-kompakt ist. Serre’s Affinitätskriterium impliziert nun, dass
OX(Ui)ni → F(Ui)→ 0 ebenfalls exakt ist, da Ui quasi-kompakt und separiert
ist. Das bedeutet F(Ui) ist ein endlich erzeugter OX(Ui)-Modul. Da Ui prinzipal
offen ist haben wir F(Ui) = F(U)⊗OX(U)OX(Ui). Also wird F(Ui) von endlich
vielen einfachen Tensoren mi ⊗ ni mit mi ∈ F(U) und ni ∈ OX(Ui) erzeugt.
Setzen wir M als den von den mi erzeugten Modul, so haben wir einen end-
lich erzeugten OX(U)-Untermodul von F(U) mit M ⊗OX(U) OX(Ui) = F(Ui).
Nachdem wir M gegebenenfalls vergrößern können wir annehmen, dass die-
se Gleichheit für alle i gilt. Beachte, dass dann M̃ ein OU -Untermodul von
F̃(U) = F|U ist mit M̃(Ui) = M ⊗OX(U) OX(Ui) = F(Ui) für alle i. Daraus
folgt M̃

∣∣∣
Ui

= M̃(Ui)∼ = F|Ui
für alle i und daher M̃ = F|U . Insbesondere ist

F(U) = M̃(U) = M endlich erzeugt.
(iii) =⇒ (i). Sei nun X lokal noethersch. Zunächst ist F offensichtlich end-
lich erzeugt, denn für x ∈ X können wir eine beliebige affine offene Umge-
bung U von x in X wählen. Da F(U) nach Voraussetzung ein endlich erzeugter
OX(U)-Modul ist haben wir eine Surjektion OX(U)n → F(U) für ein n ≥ 1.
Übergang zu assoziierten Modulgarben liefert sofort die gewünschte Surjektion
OnX |U → F|U . Wir müssen also nur zeigen, dass für eine beliebige offene Menge
V und jeden Morphismus α : OnX |V → F|V auch ker(α) endlich erzeugt ist. Da
dies eine lokale Eigenschaft ist können wir annehmen, dass V affin ist. Es gibt
dann einen OX(V )-Modul N mit F|V = Ñ . Da OnX ebenfalls quasi-kohärent ist
folgt, dass ker(α) als Kern eines Morphismus zwischen quasi-kohärenten Gar-
ben quasi-kohärent ist. Wir haben also ker(α) = ker(αV )∼. Da X noethersch
ist, ist OX(V ) ein noetherscher Ring (vgl. [Liu02, S. 55, Proposition 3.46 (b)]).
Also ist ker(αV ) als Untermodul des endlich erzeugten OX(V )-Moduls OX(V )n
ebenfalls endlich erzeugt. Das zeigt, dass ker(α) endlich erzeugt ist.

Wir erinnern uns, dass ein Morphismus f : X → Y von Schemata endlich
heißt, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) f ist affin, das heißt für V ⊆ Y affin offen ist f−1(V ) ⊆ X affin offen

(b) Für jede affine offene Teilmenge V ⊆ Y ist OX(f−1(V )) über f#
V ein

endlich erzeuger OY (V )-Modul

Proposition 6.3. Sei f : X → Y ein endlicher Morphismus und F ein endlich
erzeugter quasi-kohärenterOX -Modul. Dann ist f∗F ein endlich erzeugter quasi-
kohärenter OY -Modul.

Beweis. Nach [Bos13, S. 463, Remark 2] ist f separiert und quasi-kompakt. Wir
wissen also bereits, dass f∗F quasi-kohärent ist (vgl. [Har77, S. 115, Proposi-
tion 5.8]). Es bleibt daher zu zeigen, dass f∗F endlich erzeugt ist. Da das eine
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lokale Eigenschaft ist können wir annehmen, dass Y affin ist. Dann ist auch X
affin, da f nach Voraussetzung affin ist. Wegen Quasi-Kohärenz haben wir also
f∗F = F(X)∼ als OY -Moduln. Nun ist OX(X) nach Bedingung (b) ein endlich
erzeugter OY (Y )-Modul. Weiter ist F(X) nach (ii) =⇒ (iii) der letzten Propo-
sition ein endlich erzeugter OX(X)-Modul, da X affin ist. Daher ist F(X) ein
endlich erzeugterOY (Y )-Modul. Wie im Beweis der letzten Proposition erhalten
wir, dass f∗F = F(X)∼ als OY -Modul endlich erzeugt ist.

Bemerkung. Ist Y lokal noethersch, so erhalten wir mit Proposition 6.2, dass
f∗F sogar kohärent ist. Das bedeutet also, dass pushforwards von kohärenten
Garben unter endlichen Morphismen in diesem Fall kohärent sind. Beispielsweise
sind abgeschlossene Immersionen endlich, was wir im Beweis des Endlichkeits-
satzes verwenden werden.

Neben endlich erzeugt gibt es auch einen Begriff von Flachheit für eine Mo-
dulgarbe. Sind F und G zwei OX -Moduln, so können wir das Tensorprodukt
F ⊗OX

G betrachten. Wir haben (F ⊗OX
G)x ∼= Fx ⊗OX,x

Gx für jedes x ∈ X
(vgl. [GW10, S. 175, (7.4.7)]). Außerdem ist die Exaktheit einer Sequenz von
OX -Moduln halmweise definiert. Es ist also natürlich Flachheit von OX -Moduln
wie folgt zu definieren.

Definition 6.4. Ein OX -Modul F heißt

(i) flach im Punkt x ∈ X, falls Fx ein flacher OX,x-Modul ist

(ii) flach, falls F in jedem Punkt x ∈ X flach im Sinne von (i) ist

Beispiel. Ein OX -Modul L heißt lokal frei vom Rang 1, falls zu jedem x ∈ X
eine offene Umgebung U von x in X existiert, so dass L|U ∼= OU als OU -Moduln.
Offensichtlich sind dann die Halme freie, also insbesondere flache, OX,x-Moduln.
Ist X = PnA der projektive Raum über einem Ring A, so sind beispielsweise die
Serre-Twists OX(d), d ∈ Z, lokal frei vom Rang 1.

Lemma 6.5. Sei X ein noethersches oder separiertes und quasi-kompaktes
Schema, F ein quasi-kohärenter OX -Modul und L lokal frei vom Rang 1. Wir
fixieren zwei globale Schnitte f ∈ F(X) und s ∈ L(X). Wir schreiben Ld für
L⊗ · · · ⊗ L und sd für s⊗ · · · ⊗ s und Xs = {x ∈ X | sxOX,x = Lx}. Es gelten:

(i) Ist f |Xs
= 0, so gibt es ein d ≥ 1, so dass f ⊗ sd = 0 in (F ⊗ Ld)(X)

(ii) Sei g ∈ F(Xs). Dann gibt es ein d0 ≥ 1, so dass g ⊗ (sd
∣∣
Xs

) für jedes
d ≥ d0 die Restriktion eines globalen Schnitts von F ⊗ Ld auf Xs ist

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 166f, Lemma 1.25])
Da L lokal frei vom Rang 1 ist können wir X durch affine offene Mengen Xi

überdecken, so dass L|Xi

∼= OXi
für alle i. Mit den Voraussetzungen an X

können wir weiter annehmen, dass diese Überdeckung endlich ist, sagen wir
i ≤ r. Für jedes i wähle einen Erzeuger ei ∈ L(Xi) von L|Xi

- das heißt der
Keim ei,x erzeugt Lx für jedes x ∈ Xi - und hi, so dass s|Xi

= eihi. Es ist dann,
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ähnlich wie im Beweis von 5.1, Xs ∩ Xi = D(hi) eine prinzipale offene Menge
von Xi. Damit können wir nun die beiden Teile des Lemmas beweisen:
(i) Da f |Xs

= 0 folgt durch Restriktion f |Xs∩Xi
= 0 für alle i. Da Xs ∩ Xi

die prinzipale offene Menge D(hi) ist gilt wegen Quasi-Kohärenz von F , dass
F(D(hi)) = F(Xi)⊗OX(Xi)OX(D(hi)). Es gibt also ein d ≥ 1, so dass f |Xi

hdi =
0 ist. Nachdem wir d gegebenenfalls vergrößern können wir annehmen, dass
es unäbhängig von i ist, da wir nur endlich viele i haben. Auf Xi definiert
Multiplikation mit edi einen Isomorphismus von Garben OXi → Ld

∣∣
Xi

, da edi,x
für jedes x ∈ Xi den Halm Ldx erzeugt. Tensorieren mit F|Xi

induziert einen
Isomorphismus ϕi,d : F|Xi

= F|Xi
⊗OXi

OXi
→ (F ⊗ Ld)

∣∣
Xi

. Wir haben dann

0 = ϕi,d(f |Xi
hdi ) = f |Xi

hdi ⊗ edi = f |Xi
⊗ hdi edi = (f ⊗ sd)

∣∣
Xi

Da dies für alle i gilt folgt mit dem Garbenaxiom, dass f ⊗ sd = 0.
(ii) Wir betrachten die Restriktion g|Xs∩Xi

∈ F(D(hi)). Ähnlich wie in (i)
finden wir ein m ≥ 1 und ein fi ∈ F(Xi), so dass

g|Xs∩Xi
hmi |Xs∩Xi

= fi|Xs∩Xi

Wobei wir wieder annehmen können, dass dieses m unabhängig von i ist indem
wir gegebenenfalls Potenzen von hi in fi aufnehmen. Mit derselben Notation
wie im Beweis von (i) setzen wir ti = ϕi,m(fi) ∈ (F ⊗ Lm)(Xi). Es gilt dann
nach der selben Rechnung wie in (i)

ti|Xs∩Xi
= ϕi,m(fi|Xs∩Xi

) = g|Xs∩Xi
⊗ sm|Xs∩Xi

Für beliebige i, j haben wir dann, da m unabhängig von i und j ist

ti|Xs∩(Xi∩Xj) = tj |Xs∩(Xi∩Xj)

Ist X noethersch, so ist Xi ∩Xj ebenfalls noethersch (vgl. [Liu02, S. 55, Propo-
sition 3.46 (a)]). Ist X separiert und quasi-kompakt, so ist Xi ∩Xj als Schnitt
affiner offener Mengen wieder affin und daher insbesondere separiert und quasi-
kompakt. In jedem Fall können wir (i) anwenden, wobei wir dann X durch
Xi ∩Xj und F durch (F ⊗ Lm)|Xi∩Xj

ersetzen. Es existiert also ein q ≥ 1, so
dass in ((F ⊗ Lm)⊗ Lq)(Xi ∩Xj) gilt

( ti|Xi∩Xj
− tj |Xi∩Xj

)⊗ sq|Xi∩Xj
= 0

Setze d0 = m+q. Für jedes d ≥ d0 stimmen dann nach der letzten Gleichung die
ti ⊗ (sq+d−d0

∣∣
Xi

) ∈ (F ⊗ Ld)(Xi) auf den Schnittmengen Xi ∩Xj überein und
lassen sich daher nach Garbenaxiom zu einem globalen Schnitt t ∈ (F⊗Ld)(X)
verkleben. Wir zeigen, dass die Restriktion von t auf Xs gerade g ⊗ (sd

∣∣
Xs

)
ist. Dazu genügt es, da die Xs ∩ Xi eine offene Überdeckung von Xs bilden,
zu zeigen, dass t|Xs∩Xi

= g ⊗ (sd
∣∣
Xs

)
∣∣∣
Xs∩Xi

für jedes i. Das zeigt die folgende
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Rechnung

t|Xs∩Xi
= ti ⊗ (sq+d−d0

∣∣
Xi

)
∣∣∣
Xs∩Xi

= (g|Xs∩Xi
⊗ sm|Xs∩Xi

)︸ ︷︷ ︸
= ti|Xs∩Xi

⊗(sq+d−d0
∣∣
Xs∩Xi

)

= g ⊗ (sd
∣∣
Xi

)
∣∣∣
Xs∩Xi

Damit haben wir gezeigt, dass t die in (ii) gewünschte Eigenschaft hat.

Sei A ein Ring, n ≥ 0 und f : X → PnA eine abgeschlossene Immersion, d.h.
X ist ein projektives A-Schema. Ist F ein OX -Modul und d ∈ Z, so setzen wir
wie üblich F(d) = F ⊗OX

f∗OPn
A

(d). Wir nennen diesen OX -Modul den d-ten
Twist von F .

Satz 6.6. Sei X ein projektives Schema über einem Ring A. Zu jedem endlich
erzeugten quasi-kohärenten OX -Modul F existiert ein d0 ≥ 0, so dass F(d) für
jedes d ≥ d0 von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt wird, d.h. ihre Keime
in x erzeugen den Halm F(d)x für alle x ∈ X.

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 167, Theorem 1.27])
Wir wollen den Beweis auf den Fall X = PnA reduzieren. Sei also f : X → PnA
eine abgeschlossene Immersion. Nach Proposition 6.3 wissen wir, dass f∗F ein
endlich erzeugter quasi-kohärenter PnA-Modul ist. Weiter behaupten wir, dass
f∗(F(d)) = (f∗F)(d), also f∗F ⊗OPn

A

OPn
A

(d) = f∗(F ⊗OX
f∗OPn

A
(d)). Da die

beiden Garben quasi-kohärent sind können wir das auf affinen offenen Mengen
überprüfen. Sei also f : Spec(R/I) = X → Y = Spec(R) und wir müssen
zeigen, dass für beliebige quasi-kohärente OX -Moduln F und OY -Moduln G die
folgende Gleichheit gilt

f∗F ⊗OY
G = f∗(F ⊗OX

f∗G)

Schreiben wir F = M̃ für einen R/I-Modul M und G = Ñ für einen R-Modul
N , so ist diese Gleichheit äquivalent zu der folgenden Gleichheit von R-Moduln

M ⊗R N = M ⊗R/I (R/I ⊗R N)

Das ist aber einfach die bekannte Kürzungsregel für das Tensorprodukt. Schließ-
lich haben wir f∗(F(d))(PnA) = F(d)(X) per Definition von f∗. Es folgt also,
dass F(d) von globalen Schnitten erzeugt wird, wenn (f∗F)(d) von globalen
Schnitten erzeugt wird und wir können ohne Einschränkungen von X = PnA
ausgehen. Schreibe Ui = D+(xi), 0 ≤ i ≤ n, für die gewöhnliche affine offene
Überdeckung von PnA = Proj(A[x0, . . . , xn]). Nach Proposition 6.2 wird F(Ui)
von endlich vielen Elementen sij ∈ F(Ui), j ≤ m erzeugt. Mit der Notation aus
dem letzten Lemma wählen wir L = OX(1). Es gilt dann OX(d) = Ld. Also
existiert ein d0 ≥ 0, so dass für jedes i, j und d ≥ d0 der einfache Tensor sij⊗xdi
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die Restriktion eines globalen Schnittes tij von F(d) auf Ui ist. Nach [Liu02, S.
162, Proposition 1.12 (b)] haben wir nun F(d)(Ui) = F(Ui)⊗OX(Ui)OX(d)(Ui).
Weiter wissen wir, dass OX(d)(Ui) = xdiOX(Ui) (vgl. [Liu02, S. 165, Example
1.19]). Das impliziert dann sofort, dass F(d) von den globalen Schnitten tij
erzeugt wird.

Korollar 6.7. Seien X und F wie in Satz 6.6. Es existieren m ∈ Z, r ≥ 1 und
ein surjektiver Morphismus von Garben α : OX(m)r → F .

Beweis. (vgl. [Liu02, S. 167, Corollary 1.28])
Nach Satz 6.6 finden wir ein d ∈ Z, so dass F(d) von r globalen Schnitten erzeugt
wird. Das ist aber äquivalent zur Existenz eines surjektiven Homomorphismus
OrX → F(d). Tensorieren mit OX(−d) gibt uns den gewünschten surjektiven
Homomorphismus OX(−d)r → F .

Bemerkung. Ist A ein noetherscher Ring, so ist X wie in Satz 6.6 und Korollar
6.7 ein noethersches Schema. Dann ist ker(α) ebenfalls kohärent, denn ker(α)
ist endlich erzeugt, da F kohärent ist, und quasi-kohärent, da sowohl F als auch
OX(m)r quasi-kohärent sind. Die Kohärenz folgt daher aus Proposition 6.2 zu
Beginn des Abschnitts. Damit haben wir folgende exakte Sequenz kohärenter
Garben

0 ker(α) OX(m)r F 0

Diese Sequenz wird eine entscheidende Rolle im Beweis des Endlichkeitssatzes
spielen.

7 Der Endlichkeitssatz von Serre
In diesem letzten Abschnitt beweisen wir den Endlichkeitssatz von Serre für ein
projektives Schema X über einem noetherschen Ring A. Dazu berechnen wir
zunächst die Kohomologie der Serre-Twists OPn

A
(d), d ∈ Z. Der Endlichkeitssatz

ist dann letztlich eine Verallgemeinerung auf beliebige kohärente Garben. Wir
wählen die übliche Graduierung des Polynomrings A[x0, . . . , xn] in n+ 1 Varia-
blen über A und schreiben (A[x0, . . . , xn])d für die Elemente die homogen vom
Grad d sind.

Lemma 7.1. Sei A ein Ring und n ≥ 0. Für d ∈ Z gilt

Hp(PnA,OPn
A

(d)) =


(A[x0, . . . , xn])d , p = 0

( 1
x0 . . . xn

A[ 1
x0
, . . . ,

1
xn

])d , p = n

0 , p 6= 0, n

Insbesondere ist Hp(X,OPn
A

) stets ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. (vgl. [Sta18, Lemma 29.8.1])
Da PnA separiert und OPn

A
(d) quasi-kohärent ist können wir die Kohomologie
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nach der Bemerkung im Anschluss an Satz 5.3 via Čech-Kohomologie mit ei-
ner beliebigen affinen offenen Überdeckung U berechnen. In diesem Fall ver-
wenden wir den geordneten Čech-Komplex mit der gewohnten Überdeckung
U = (D+(xi))ni=0 von PnA. Wir haben OPn

A
(D+(xi)) = (A[x0, . . . , xn,

1
xi

])0

(vgl. [Liu02, S. 165, Proposition 1.17 (i)]). Demnach gilt für den d-ten Twist
OPn

A
(d)(D+(xi)) = (A[x0, . . . , xn,

1
xi

])d. Unter Benutzung der Tatsache, dass

D+(xi0)∩· · ·∩D+(xip) = D+(xi0 . . . xip) hat der geordnete Čech-Komplex also
die folgenden Glieder

Čpord(U ,OPn
A

) =
⊕

i0<...<ip

(A[x0, . . . xn,
1

xi0 . . . xip
])d

Jeder Term besitzt eine natürliche Zn+1-Graduierung indem wir ein Monom
xe0

0 . . . xen
n als homogen vom Grad ~e = (e0, . . . , en) ∈ Zn+1 setzen. Die De-

finition des Differentials zeigt, dass es diese Graduierung respektiert. Da die
Kohomologiegruppen mit direkten Summen vertauschen genügt es nun die Ko-
homologie der graduierten Bestandteile zu berechnen und am Ende die direkte
Summe zu nehmen. Definieren wir den Komplex Č•(~e) als den Čech-Komplex
der geordneten Koketten die homogen vom Grad ~e ∈ Zn+1 sind, so haben wir
also

Č•ord(U ,OPn
A

(d)) =
⊕
~e

Č•(~e)

Dabei sind jedoch einige Summanden auf der rechten Seite trivial, wie wir gleich
sehen werden. Fixiere ein ~e = (e0, . . . , en) ∈ Zn+1. Damit dieser Grad in obigem
Komplex einen nicht trivialen Beitrag leistet muss e0 +· · ·+en = d gelten. Unter
dieser Annahme definieren wir die Menge

NEG(~e) = {i ∈ {0, . . . , n} | ei < 0}

Die homogenen Elemente in Čpord(U ,OPn
A

) sind skalare Vielfache von Mono-

men der Form xm0
0 . . . xmn

n ( 1
xi0 . . . xip

)m mit natürlichen Zahlen m,m0, . . . ,mn.

Bringt man diesen Ausdruck in die Form xe0
0 . . . xen

n , so ist ei = mi falls i /∈
{i0, . . . , ip} und ei = mi −m falls i ∈ {i0, . . . , ip}. Das heißt ei kann höchstens
dann negativ sein, wenn i ∈ {i0, . . . , ip}. Nach Definition von NEG(~e) hat der
Summand Č•(~e) des Čech-Komplexes also die folgenden Glieder

Čp(~e) =
⊕

i0<...<ip,NEG(~e)⊆{i0,...,ip}

A · xe0
0 . . . xen

n

Wir unterscheiden drei Fälle:
Fall 1: NEG(~e) = {0, . . . , n}. Das bedeutet alle Exponenten ei sind negativ. Wir
haben hier nur eine Möglichkeit für i0 < ... < ip mit NEG(~e) ⊆ {i0, . . . , ip},
nämlich {i0, . . . , ip} = NEG(~e) = {0, . . . , n}, also p = n. Das bedeutet bis auf
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das n-te Glied sind alle Terme des Komplexes 0. Also hat Č•(~e) in diesem Fall
die folgende Form

0 0 . . . 0 Čn(~e) 0 . . .

Per Definition ist Čn(~e) = A · 1
x−e0

0 . . . x−en
n

. Damit erhalten wir für die Koho-

mologie in diesem Fall

Hp(Č•(~e)) =

A ·
1

x−e0
0 . . . x−en

n

, p = n

0 , sonst

Da ei < 0 bzw. ei − 1 ≤ 0 können wir den Fall p = n auch wie folgt schreiben

1
x0 . . . xn

A · 1
xe0−1

0 . . . xen−1
n

Damit ergibt die direkte Summe über alle ~e ∈ Zn+1 mit e0 + · · · + en = d die
im Lemma behauptete Kohomologie für p = n

( 1
x0 . . . xn

A[ 1
x0
, . . . ,

1
xn

])d

Außerdem beeinflusst dieser Fall die Kohomologie für p 6= n nicht.
Fall 2: NEG(~e) = ∅. In diesem Fall ist NEG(~e) immer in {i0, . . . , ip} enthal-
ten. Der Komplex Č•(~e) hat also einen Summanden A · xe0

0 . . . xen
n (= A als

A-Moduln) für alle i0 < ... < ip. Wir vergleichen Č•(~e) mit einem anderen
Komplex. Betrachte die affine offene Überdeckung V = (Vi)ni=0 von Spec(A) mit
Vi = Spec(A) für alle i und den geordneten Čech-Komplex Č•ord(V,OSpec(A)).
Da Spec(A) separiert und OSpec(A) quasi-kohärent ist können wir diesen Kom-
plex zur Berechnung der Kohomologie von OSpec(A) verwenden. Wir haben also
H0(V,OSpec(A)) = OSpec(A)(Spec(A)) = A und nach Serre’s Affinitätskriterium
Hp(V,OSpec(A)) = 0 für p ≥ 1. Nun hat Čord(V,OSpec(A)) aber ebenfalls für alle
i0 < ... < ip einen Summanden A und exakt das gleiche Differential. Das heißt
die Komplexe Č•(~e) und Č•ord(V,OSpec(A)) sind isomorph und haben daher die-
selbe Kohomologie. Da H0(C•(~e)) = ker(d0) = A · xe0

0 . . . xen
n erhalten wir für

die Kohomologie in diesem Fall also

Hp(Č•(~e)) =
{
A · xe0

0 . . . xen
n , p = 0

0 , sonst

Die direkte Summe über alle ~e liefert den im Lemma behaupteten Wert für p = 0

(A[x0, . . . , xn])d

Außerdem beeinflusst dieser Fall die Kohomologie für p 6= 0 nicht.
Fall 3: Als letztes müssen wir zeigen, dass die Komplexe Č•(~e) verschwindende
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Kohomologiegruppen haben, wenn NEG(~e) weder leer noch {0, . . . , n} ist. Wir
können einen Index ifix /∈ NEG(~e) wählen. Es gilt dann stets

NEG(~e) ⊆ {i0, . . . , ip} ⇔ NEG(~e) ⊆ {ifix , i0, . . . , ip}

Mit dieser Tatsache können wir eine Abbildung k : Čp+1(~e)→ Čp(~e) defnieren
durch die Vorschrift

k(s)i0...ip = sifixi0...ip

Wir rechnen nach, dass k eine Homotopie zwischen der Identität id : Č•(~e) →
Č•(~e) und der Nullabbildung 0 : Č•(~e)→ Č•(~e) definiert

(ďk + kď)(s)i0...ip = ďk(s)i0...ip + kď(s)i0...ip

=
p∑
r=0

(−1)rk(s)i0...̂ir...ip + ď(s)ifixi0...ip

=
p∑
r=0

(−1)rsifixi0...̂ir...ip
+ sîfixi0...ip

+
p∑
r=0

(−1)r+1sifixi0...̂ir...ip

= si0...ip = (id − 0)(s)i0...ip

Also sind id und 0 homotop und induzieren daher, wie im ersten Abschnitt be-
merkt, dieselben Abbildungen zwischen den Kohomologiegruppen. Die Nullab-
bildung induziert aber offensichtlich die Nullabbildung zwischen den Kohomolo-
giegruppen und die Identität die Identität zwischen den Kohomologiegruppen.
Also ist der Komplex Č•(~e) azyklisch und wir erhalten die im Lemma behaup-
teten verschwindenden Kohomologiegruppen für p 6= 0, n.

Satz 7.2 (Der Endlichkeitssatz von Serre). Sei X ein projektives Schema über
einem noetherschen Ring A und F ein kohärenter OX -Modul. Es gelten:

(i) Für jedes p ≥ 0 ist Hp(X,F) ein endlich erzeugter A-Modul

(ii) Es gibt ein (von F abhängiges) d0 ∈ Z mit Hp(X,F(d)) = 0 für jedes
d ≥ d0

Beweis. (vgl. [Liu02, S.195f, Theorem 3.2])
Die Idee ist, wie im Beweis von Satz 6.6, auf den Fall X = PnA zu reduzieren. Sei
wieder f : X → PnA eine abgeschlossene Immersion. Wir wollen zunächst zeigen,
dass für jedes p ≥ 0

Hp(X,F(d)) = Hp(PnA, (f∗F)(d))

Im Beweis von Satz 6.6 haben wir bereits gesehen, dass (f∗F)(d) quasi-kohärent,
endlich erzeugt und isomorph zu f∗(F(d)) ist. Da PnA noethersch ist folgt aus
Proposition 6.2, dass (f∗F)(d) bzw. f∗(F(d)) sogar kohärent ist. Wir zeigen
nun, dass f∗ ein exakter Funktor ist: Für y ∈ PnA haben wir entweder y ∈ im(f)
oder y /∈ im(f). Im Fall y /∈ im(f) ist, da im(f) ⊆ PnA abgeschlossen ist,
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U = PnA \ im(f) eine offene Umgebung von y in PnA und wir haben (f∗F)(V ) =
F(f−1(V )) = F(∅) = 0 für jede offene Teilmenge V ⊆ U . Daraus folgt sofort
(f∗F)y = 0. Ist andererseits y = f(x) ∈ im(f), so durchläuft U die offenen
Umgebungen von y in PnA genau dann, wenn f−1(U) die offenen Umgebungen
von x in X durchläuft, da f ein Homöomorphismus auf sein Bild ist. Wir sehen
(f∗F)y = lim−→y∈U (f∗F)(U) = lim−→x∈V F(V ) = Fx. Angenommen wir haben nun
eine exakte Sequenz von OX -Moduln

0 G′ G G′′ 0

Das bedeutet für jedes x ∈ X ist die Sequenz zwischen den Halmen

0 G′x Gx G′′x 0

exakt. Falls y = f(x) ∈ im(f) ist das bis auf Isomorphie aber nach bereits
Gezeigtem dieselbe Sequenz wie

0 (f∗G′)y (f∗G)y (f∗G′′)y 0

Ist andererseits y /∈ im(f), so ist diese Sequenz einfach die Nullsequenz, welche
exakt ist. Also ist f∗ wie behauptet exakt. Ist nun 0 → G → I • eine injektive
Auflösung von einem OX -Modul G, so ist 0 → f∗G → f∗I • zunächst eine
exakte Sequenz von OPn

A
-Moduln. Wir wissen aber, dass injektive Moduln welk

sind und das pushforwards welker Garben wieder welk sind (vgl. Lemma 3.3 und
Beispiel (2) davor). Das bedeutet 0 → f∗G → f∗I • ist eine welke und daher
Γ(PnA,−)-azyklische Auflösung von f∗G. Wir können diese also zur Berechnung
von Hp(PnA, f∗G) verwenden. Aber per Definition von f∗ liefert Anwenden von
Γ(PnA,−) auf 0→ f∗G → f∗I • den selben Komplex wie Anwenden von Γ(X,−)
auf 0→ G → I •. Es folgt Hp(X,G) = Hp(PnA, f∗G). Wählen wir nun G = F(d),
so erhalten wir mit zuvor Gesehenem

Hp(X,F(d)) = Hp(PnA, (f∗F)(d))

Damit ist der Reduktionsschritt getan und wir können von X = PnA ausge-
hen. Dann wird X von n+ 1 affinen offenen Mengen überdeckt und wir haben
Hp(PnA,F) = 0 für p ≥ n + 1 nach Korollar 5.4. Die Aussagen des Satzes sind
also für p ≥ n + 1 bewiesen und wir können den Beweis durch absteigende In-
duktion über p abschließen. Angenommen die Aussagen des Satzes gelten für
p+ 1. Nach der Bemerkung nach Korollar 6.7 existieren m ∈ Z, r ≥ 1 und eine
exakte Sequenz kohärenter Garben

0 G OX(m)r F 0

Wegen Flachheit von OX(d), d ∈ Z, erhalten wir durch Tensorieren eine exakte
Sequenz

0 G(d) OX(m+ d)r F(d) 0
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Die lange exakte Kohomologiesequenz gibt uns schließlich die exakte Teilsequenz

Hp(X,OX(m+ d)r) Hp(X,F(d)) Hp+1(X,G(d))α β

Daraus folgen nun sofort die beiden Aussagen des Endlichkeitssatzes:
(i) Setze d = 0 und betrachte die induzierte kurze exakte Sequenz

0 im(α) Hp(X,F) im(β) 0

Nach Induktionsvoraussetzung ist Hp+1(X,G) endlich erzeugt. Da A nach Vor-
aussetzung noethersch ist, ist also der A-Untermodul im(β) ebenfalls endlich
erzeugt. Nach Lemma 7.1 ist auch Hp(X,OX(m)r) endlich erzeugt. Damit ist
auch Hp(X,F) endlich erzeugt und Teil (i) des Satzes ist bewiesen.
(ii) Nach Induktionsvoraussetzung gibt es d0 ∈ Z mit Hp+1(X,G(d)) = 0 für
jedes d ≥ d0. Nachdem wir d0 gegebenfalls vergrößern ist nach Lemma 7.1 auch
Hp(X,OX(m + d)r) = 0 für alle d ≥ d0. Wegen Exaktheit der obigen Sequenz
folgt daraus Hp(X,F(d)) = 0 für alle d ≥ d0 und Teil (ii) des Satzes ist ebenfalls
bewiesen.

Bemerkung. Der Endlichkeitssatz ist allgemeiner für eigentliche A-Schemata
richtig (vgl. [Liu02, S. 196, Remark 3.3]). Dazu ist noch etwas Zusatzarbeit
notwendig und man benutzt unter anderem Chow’s Lemma (vgl. [Liu02, S. 109,
Remark 3.34]), das es teilweise erlaubt Aussagen über projektive Morphismen
bzw. Schemata auf eigentliche Morphismen bzw. Schemata zu erweitern.
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