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Einleitung
Ziel dieser Arbeit ist es, das von Jean-Marc Fontaine aufgestellte explizite Reziprozi-
tätsgesetz

[x ,u) = TrK∣Qp(res(x ⋅ dlog(Col(u))))

herzuleiten. Dabei ist u eine Einheit in einem lokalen Körper E der Charakteristik
p > 0 und x ein Element eines geeigneten p-Cohen-Rings OE von E. Auf der rech-
ten Seite der Gleichung wird durch K eine bestimmte unverzweigte Erweiterung der
p-adischen Zahlen Qp betrachtet und mit res bzw. Col die Residuenabbildung bzw.
der Coleman-Isomorphismus bezeichnet. Es fällt sofort auf, dass hierbei viele Begriffe
wie beispielsweise „p-Cohen-Ring“, „unverzweigte Erweiterung“ oder „Coleman-
Isomorphismus“ auftauchen, welche nicht direkt zu verstehen sind, aber für das
explizite Reziprozitätsgesetz benötigt werden. Aus diesem Grund ist die vorliegende
Arbeit im Wesentlichen in zwei Teile aufgeteilt.

Der erste Teil besteht dabei aus den Kapiteln 1 bis 6, in denen essentielle Grundbegriffe
erklärt werden, welche für das weitere Verständnis unabdingbar sind. Für die Bewei-
se wird hierbei größtenteils auf die Literatur verwiesen. Dabei wird zunächst die
Theorie der diskreten Bewertungsringe und Kohomologiegruppen eingeführt. In Ka-
pitel 3 werden wir sehen, wie jedem 2-Kozyklus eine Azumaya-Algebra zugeordnet
werden kann und wir somit eine Isomorphie zwischen der zweiten Kohomologie-
gruppe einer Körpererweiterung E′∣E und der Brauergruppe von Azumaya-Algebren
erhalten. Dadurch lässt sich eine Brücke zwischen den Kohomologiegruppen, auf
welchen die lokale Klassenkörpertheorie und die Invariantenabbildungen aufbauen,
und den Azumaya-Algebren schlagen. Anschließend konstruieren wir in Kapitel 5
den Ring der Wittvektoren W(B) für einen kommutativen Ring B mit Einselement 1B.
Von essentieller Bedeutung wird dabei der diskrete Bewertungsring

OE = {∑
n∈Z

antn ∣ an ∈ W(k), lim
n→−∞

an = 0}

sein, welcher einen p-Cohen-Ring für E ≅ k((t)) bildet, wobei k ein perfekter Körper
der Charakteristik p > 0 ist. Abschließend für den ersten Teil gehen wir dann noch et-
was genauer auf die Kategorienäquivalenz von Fontaine ein, welche im Wesentlichen
aussagt, dass die Kategorie der stetigen Zp-linearen Darstellungen der Galoisgruppe
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GE = Gal(Esep∣E) mit der Kategorie der etalen ϕ-Moduln über OE übereinstimmt. Da
diese Arbeit auf die Vorlesungen „Algebraische Zahlentheorie II“ im Wintersemester
2014/2015 und „p-adic Galois representations“ im Sommersemester 2015 bei Herrn
Prof. Dr. Jan Kohlhaase an der Universität Duisburg-Essen aufbaut, in welchen der
Großteil der Resultate aus Kapitel 1-6 gezeigt wurde, wird im Folgenden für einen
Beweis lediglich auf eine entsprechende Quelle verwiesen.

Der zweite Teil dieser Arbeit besteht darin, mit den Mitteln aus den ersten Kapi-
teln das explizite Reziprozitätsgesetz herzuleiten, wobei hier alle Beweise vollstän-
dig ausgeführt werden. Die Grundlage liefern dafür die Seiten 265-268 der Arbeit
„Représentations p-adiques des corps locaux“ [Fo2] von Jean-Marc Fontaine. Dabei
greifen wir auf ein wichtiges Resultat von Ernst Witt in seiner Arbeit „Zyklische
Körper und Algebren der Charakteristik p vom Grad pn. Struktur diskret bewerte-
ter perfekter Körper mit vollkommenem Restklassenkörper der Charakteristik p.“
[Wi] zurück, welches die Invariante einer bestimmten Azumaya-Algebra explizit be-
schreibt. Für einen Körper E ≅ k((t)) der Charakteristik p > 0 mit perfektem Restklas-
senkörper k werden wir dabei zunächst die Existenz eines Frobenius-Lifts ϕ auf dem
p-Cohen-Ring OE nachweisen. Auf dieser Grundlage konstruieren wir zum einen die
Residuenabbildung res, die einer sogenannten Differentialform (∑n∈Z antn) ⋅ dlogt je-
weils den Koeffizienten a0 zuordnet, und zum anderen den Coleman-Isomorphismus
Col∶E∗ ∼

Ð→ (OE)Nϕ . Mittels der Kategorienäquivalenz von Fontaine entwickeln wir zu-
dem eine Abbildung δE , welche jedem Element vonOE einen stetigen Gruppenhomo-
morphismus von GE in die ganzen p-adischen ZahlenZp zuordnet. Darauf aufbauend
lässt sich die Abbildung

[∗ ,∗)∶OE × E∗ →Zp, (x,u)↦ [x ,u) ∶= (δE(x))((u ,E))

definieren, wobei (⋅ ,E) das sogenannte universelle Normrestsymbol bezeichnet. Im
letzten Schritt werden wir dann mittels der expliziten Darstellung der Invarianten
einer Azumaya-Algebra nach Witt das explizite Reziprozitätsgesetz herleiten.
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1 Diskret bewertete Körper

In dem gesamten Kapitel sei durch F ein beliebiger Körper gegeben.

1.1 Diskrete Bewertungsringe

Definition 1.1. Eine diskrete Bewertung v auf F ist eine surjektive Abbildung
v∶F→Z ∪ {∞}, sodass für alle x, y ∈ F

(i) v(x) =∞⇔ x = 0;

(ii) v(x) ⋅ v(y) = v(x) + v(y);

(iii) v(x + y) ≥ min{v(x),v(y)}.

F nennt man in diesem Fall einen diskret bewerteten Körper.

Definition 1.2. Ein nichtarchimedischer Absolutbetrag auf F ist eine Abbildung
∣ ⋅ ∣∶F→ R≥0, sodass für alle x, y ∈ F

(i) ∣x∣ = 0⇔ x = 0;

(ii) ∣x ⋅ y∣ = ∣x∣ ⋅ ∣y∣;

(iii) ∣x + y∣ ≤ max{∣x∣, ∣y∣}.

Bemerkung 1.3. (i) Ist v∶F→Z∪{∞} eine diskrete Bewertung auf F, so wird für jedes
q ∈ Rmit q > 1 durch ∣⋅∣∶F→ R≥0,x↦ q−v(x) ein nichtarchimedischer Absolutbetrag
auf F definiert.

(ii) Aus v(x ⋅ y) = v(x) + v(y) in 1.1 folgt, dass v(−x) = v(x) bzw. v(x−1) = −v(x) für
alle x ∈ F bzw. x ∈ F∗.

(iii) Sind x, y ∈ F mit v(x) ≠ v(y), dann ist v(x + y) = min{v(x),v(y)}. Denn ange-
nommen v(x + y) > min{v(x),v(y)} und ohne Einschränkung v(x) > v(y), so ist
v(y) = v(x+y−x) ≥ min{v(x+y),v(x)} > v(y), was offensichtlich ein Widerspruch
ist.

Definition 1.4. Ein kommutativer Ring R mit Einselement 1 = 1R heißt diskreter
Bewertungsring, falls gilt:
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(i) R ist ein Hauptidealring;

(ii) R hat genau ein maximales Ideal m ≠ 0.

Wegen (i) folgt dann, dass ein π ∈ R existiert mit m = π ⋅ R. Ein solches Element heißt
Uniformisierer des diskreten Bewertungsrings R.

Bemerkung 1.5. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Körper, q ∈ Rmit q > 1 und
∣ ⋅ ∣∶F → R≥0,x ↦ q−v(x), der zugehörige nichtarchimedische Absolutbetrag. Dann ist F
zusammen mit d(x, y) ∶= ∣x − y∣ ein metrischer Raum und wir können die typischen
topologischen Begriffe auf F definieren.

• Eine Folge (xn)n≥1 mit Elementen aus F konvergiert gegen ein x ∈ F, falls

∀C ≥ 0∃N ∈N∀n ≥ N ∶ v(x − xn) ≥ C.

• Eine Folge (xn)n≥1 in F heißt Cauchyfolge, falls

∀C ≥ 0∃N ∈N∀n,m ≥ N ∶ v(xn − xm) ≥ C.

Man beachte dabei, dass aufgrund von (iii) in 1.1 dies äquivalent ist zu

∀C ≥ 0∃N ∈N∀n ≥ N ∶ v(xn+1 − xn) ≥ C.

• Auf F wird wie folgt eine Topologie definiert:

U ⊂ F ist offen ⇔ ∀x ∈ U ∃n ∈N ∶ {y ∈ F ∣ v(x − y) > n} ⊂ U.

Lemma 1.6. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Idealm und Uniformisierer
π ∈ R. Dann gilt:

(i) R∗ = R/m;

(ii) Jedes Ideal ungleich Null in R ist von der Form πnR für ein n ∈N;

(iii) Die Abbildung R∗ ×N0 → R/{0}, (u,n)↦ uπn, ist eine Bijektion.

Beweis. Die Inklusion R∗ ⊂ R/m ist trivial. Da zudem jedes echte Ideal in einem maxi-
malen Ideal enthalten ist undm das einzige maximale Ideal in R ist, ist auch R/m ⊂ R∗.
Ist q ∈ R ein Primelement, so ist auch q ein Uniformisierer, da qR ein maximales Ideal
in dem Hauptidealring R ist, also qR = m = πR. Damit ist π bis auf Multiplikation mit
einer Einheit das einzige Primelement in R. Aufgrund der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung in Hauptidealringen folgt die Behauptung in (iii).
Sei nun schließlich noch I ≠ 0 ein Ideal in R. Da R ein Hauptidealring ist, existiert
ein a ∈ R mit I = a ⋅ R. Nach (iii) ist a = uπn für ein u ∈ R∗ und n ≥ 0. Damit ist
I = aR = uπnR = πnR. Aufgrund der Bijektivität in (iii) ist zudem n ≥ 0 eindeutig. �
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Definition 1.7. Sei R ein diskreter Bewertungsring undπ ∈ R ein Uniformisierer. Nach
Lemma 1.6 gibt es für x ∈ R/{0} ein eindeutiges n ∈N0 mit xR = πnR. Damit wird durch

v∶R/{0}→Z, x↦ v(x) = n,

zusammen mit v(0) ∶=∞ eine diskrete Bewertung auf R definiert. Man beachte dabei,
dass diese Abbildung unabhängig von der Wahl des Uniformisierers ist, da sich zwei
Uniformisierer π,π′ ∈ R wegen πR = m = π′R nur um eine Einheit unterscheiden.

Bemerkung 1.8. Sei R ein diskreter Bewertungsring, v∶R→Z∪{∞} die nach Definition
1.7 zugehörige diskrete Bewertung und K ∶= Quot(R) der Quotientenkörper von R.
Nach den Eigenschaften von v ist dann

v∶K → R≥0,
x
y
↦ v(x) − v(y) für x ∈ R, y ∈ R/{0},

eine diskrete Bewertung auf K. Außerdem ist

{z ∈ K ∣ v(z) ≥ 0} = {x/y ∈ K ∣ v(x) ≥ v(y)} = {x/y ∈ K ∣ xR ⊂ yR} = R.

Lemma 1.9. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Körper. Dann ist OF ∶= {x ∈ F ∣ v(x) ≥ 0} ein
diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal mF = {x ∈ F ∣ v(x) > 0}, Einheitengruppe
OF

∗
= {x ∈ F ∣ v(x) = 0} und Quot(OF) = F. Außerdem stimmt die zu OF assoziierte diskrete

Bewertung aus Definition 1.7 mit v überein.

Beweis. Wegen Definition 1.1 (ii) und (iii) ist OF ein Ring undmF ein Ideal. Außerdem
gilt für x ∈ OF:

x ∈ OF
∗
⇔ ∃y ∈ OF mit x ⋅ y = 1⇔ v(x) = 0⇔ x ∈ OF/mF.

Also ist mF das einzige maximale Ideal in OF. Ist nun I ≠ 0 ein Ideal in OF, so setzen
wir n ∶= min{v(a) ∣ a ∈ I} und wählen a ∈ I mit v(a) = n. Nach Wahl von a und n ist
dann I = a ⋅OF und somit istOF ein Hauptidealring und schließlich sogar ein diskreter
Bewertungsring.
Ist nun a ∈ OF, a ≠ 0 und π ∈ OF ein Uniformisierer, so ist nach Lemma 1.6 aOF = πnOF

für ein n ≥ 0. Damit unterscheiden sich a und πn nur um eine Einheit und es ist
n = v(πn) = v(a). Nach Konstruktion der zu OF assoziierten diskreten Bewertung
stimmt diese mit v überein.
Quot(OF) = F ist trivial, da entweder x ∈ OF oder x−1 ∈ OF für alle x ∈ F. �

Definition 1.10. Ein diskreter Bewertungsring (R,v) bzw. ein diskret bewerteter Kör-
per (F,v) heißt vollständig, falls jede Cauchyfolge in R bzw. K einen Grenzwert in R
bzw. K besitzt.

Lemma 1.11. Sei R ein diskreter Bewertungsring, F = Quot(R) und v∶F→Z ∪ {∞} die zu-
gehörige diskrete Bewertung. Dann ist (R,v) vollständig genau dann, wenn (F,v) vollständig
ist.
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Beweis. Sei (F,v) vollständig, (xn)n eine Cauchyfolge in R und x ∈ F ein Grenzwert von
(xn)n. Wir müssen nun zeigen, dass x bereits in R liegt, d.h. v(x) ≥ 0 gilt. Ist x = 0, so
ist trivialerweise x ∈ R, d.h. wir können ohne Einschränkung x ≠ 0 annehmen. Damit
existiert ein N ∈ N, sodass v(x − xn) > v(x) ∈ Z für alle n ≥ N. Zusammen mit der
Bemerkung 1.3 (iii) folgt somit

v(x) = min{v(x),v(x − xn)} = v(x − (x − xn)) = v(xn) ≥ 0 für alle n ≥ N.

Sei nun umgekehrt (R,v) vollständig und (xn)n eine Cauchyfolge in F. Damit existiert
ein N ∈N, sodass v(xn+1 − xn) ≥ 0 für alle n ≥ N. Wegen der strengen Dreiecksunglei-
chung folgt damit für alle n ≥ N:

v(xn) ≥ min{v(xn − xn−1), . . . ,v(xN+1 − xN),v(xN)} ≥ min{0,v(xN)} =∶ m ∈Z.

Ist nun π ∈ R ein Uniformisierer, so ist wegen v(π−mxn) = v(xn) −m ≥ 0 für alle n ≥ N,
(π−mxn)n≥N eine Folge in R. Außerdem ist (π−mxn)n≥N eine Cauchyfolge in R, da (xn)n≥N

eine Cauchyfolge in F ist und v(π−mxn+1 − π−mxn) = v(xn+1 − xn) −m. Also existiert ein
y ∈ R mit limn→∞π−mxn = y. Man sieht dann sofort, dass πmy ∈ F ein Grenzwert der
Folge (xn)n ist. �

In einem vollständigen diskret bewertetem Körper F sieht man recht leicht, dass
aufgrund der vereinfachten Cauchyfolgen-Eigenschaft eine Reihe ∑∞

n=0 an in F genau
dann konvergiert, wenn die Folge (an)n≥0 eine Nullfolge ist. Da natürlich nicht jeder
Körper vollständig ist, geht man häufig zur eindeutigen Vervollständigung über.

Satz 1.12. Für einen diskret bewerteten Körper (F,v) gibt es einen bis auf isometrische
Isomorphie eindeutigen, vollständigen, diskret bewerteten Körper (F̂, v̂), sodass F dicht in F̂
liegt und v̂∣F = v. Der Körper (F̂, v̂) ist die sogenannte Vervollständigung von (F,v).
Damit hat auch jeder diskrete Bewertungsring (R,v) eine bis auf isometrische Isomorphie
eindeutige Vervollständigung (R̂, v̂) mit den obigen Eigenschaften.

Beweis. Einen Beweis der eindeutigen Vervollständigung findet man in [Lo2] in §23,
Satz 2 auf Seite 63. Dabei sei angemerkt, dass in dem Beweis ein zu v assoziierter
Absolutbetrag genommen wird, was aber keinen Unterschied macht. �

Definition 1.13. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und (M j) j∈N0 eine absteigende Sequenz
von R-Untermoduln von M, d.h. M j ist ein R-Untermodul von M für alle j ∈N0 und
M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ . . .. Dann definiert

U ⊂ M ist offen bzgl. (M j) j∈N0 ⇔ ∀x ∈ U ∃ j ∈N0 ∶ x +M j ⊂ U

eine Topologie auf M und es lassen sich die üblichen Konvergenzbegriffe wie z.B.
Cauchyfolge und Vollständigkeit auf M einführen.
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Bemerkung 1.14. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und I ⊂ R ein zweiseitiges Ideal. Die
durch (I jM) j∈N0 definierte Topologie auf M wird als I-adische Topologie bezeichnet.
Ist (R,v) sogar ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m, so stimmt die
durch v induzierte Topologie auf R mit der m-adischen Topologie überein.

Satz 1.15. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und (M j) j∈N0 eine absteigende Sequenz von
R-Untermoduln von M. Man sieht leicht, dass dann

((M/M j) j∈N0 , ( fi j∶M/M j →M/Mi, m +M j ↦ m +Mi)i≤ j)

ein projektives System bildet. Die kanonische R-lineare Abbildung

g∶M→ lim
←Ð
j∈N0

M/M j =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(m j +M j) j∈N0 ∈ ∏
j∈N0

M/M j ∣ ∀ j ≤ i ∶ m j −mi ∈ M j

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

m↦ (m +M j) j∈N0

ist

(i) injektiv⇔ ⋂ j∈N0 M j = 0⇔M ist separiert bzgl. (M j) j∈N0 ;

(ii) surjektiv⇔M ist vollständig bzgl. (M j) j∈N0 .

Beweis. Zu (i): Nach Definition von g ist ker(g) = ⋂ j∈N0 M j, womit bereits die erste
Äquivalenz gezeigt wäre. Wir nehmen nun an, dass ⋂ j∈N0 M j = 0 gilt und wählen
x, y ∈ M mit x ≠ y. Dann ist x−y ≠ 0 und es existiert ein j ∈N0 mit x−y ∉ M j. Damit sind
aber x+M j, y+M j disjunkte, offene Umgebungen von x bzw. y und deshalb M separiert.
Sei umgekehrt nun M separiert und o.B.d.A. M ≠ 0. Für ein x ∈ M mit x ≠ 0 existiert
dann eine offene Menge U ⊂ M mit 0 ∈ U und x ∉ U. Da U ⊂ M offen ist, existiert ein
j ∈N0 mit M j = 0+M j ⊂ U. Damit ist aber insbesondere x ∉ M j und deshalb⋂ j∈N0 M j = 0.

Zu (ii): Wir nehmen zunächst an, dass g surjektiv ist und betrachten eine Cauchy-
folge (xi)i∈N0 in M. Fixieren wir ein j ∈ N0, so existiert ein N j ∈ N0, sodass für alle
n ≥ N j ∶ xn − xN j ∈ M j. Also wird die Folge (xm + M j)m∈N0 stationär in M/M j, denn
xm +M j = xN j +M j für alle m ≥ N j. Ist zudem i ≤ j und n ≥ max{Ni,N j}, so gilt:

xN j +Mi
M j⊂Mi
= xN j +M j +Mi = xn +M j +Mi = xNi +M j +Mi = xNi +Mi.

Also ist y ∶= (xN j +M j) j∈N0 ein wohldefiniertes Element von lim
←Ð j∈N0

M/M j. Wegen der

Surjektivität von g existiert ein x ∈ M mit y = g(x) = (x + M j) j∈N0 , d.h. x − xN j ∈ M j

für alle j ∈ N0. Wählen wir nun n ≥ N j für ein beliebiges j ∈ N0, so folgt: x − xn =

x − xN j + xN j − xn ∈ M j. Also konvergiert (x j) j∈N0 gegen x und somit ist M vollständig.

Sei nun umgekehrt M vollständig und (x j + M j) j∈N0 ein beliebiges Element von
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lim
←Ð j∈N0

M/M j. Nach Definition von lim
←Ð j∈N0

ist dann x j − xi ∈ M j für alle j ≤ i. Daher gilt
für alle n,m ≥ j:

xn − xm = xn − x j + x j − xm ∈ M j,

d.h. (x j) j∈N0 ist eine Cauchyfolge in M. Wegen der Vollständigkeit von M existiert
somit eine Grenzwert x ∈ M der Folge (x j) j∈N0 . Für j ∈ N0 gibt es daher ein n ≥ j mit
x − xn ∈ M j. Dann gilt aber

x − x j = x − xn + xn − x j ∈ M j.

Daraus ergibt sich (x j + M j) j∈N0 = (x + M j) j∈N0 = g(x) und somit die Surjektivität von
g. �

Definition 1.16. Sei (R,v) ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m. Wir
bezeichnen mit kR ∶= R/m den Restklassenkörper von R.

Lemma 1.17. Sei (R,v) ein diskreter Bewertungsring und (R̂, v̂) seine Versvollständigung.
Dann stimmen die Restklassenkörper von R und R̂ überein.

Beweis. Ist π ∈ R ein Uniformisierer von R, so ist π wegen v̂(π) = v(π) = 1 auch ein
Uniformisierer von R̂. Damit ist wegen R ⊂ R̂ bereits kR ⊂ kR̂.
Für ein x̂ ∈ R̂ existiert aber auch ein x ∈ R mit x̂ − x ∈ πR̂, da R dicht in R̂ liegt. Also ist

x +πR = x̂ + (x − x̂) +πR̂ = x̂ +πR̂

und dementsprechend auch kR̂ = R̂/πR̂ ⊂ R/πR = kR. �

Beispiel 1.18 (Die p-adischen Zahlen). Für ein x ∈ Q∗ schreiben wir x = m/n mit m,n ∈

Z/{0}. Dann können wir für p eine feste Primzahl m,n schreiben als m = prm′ und n =

psn′ mit eindeutig bestimmten s, r ∈N0, m′,n′ ∈Z/{0}, sodass ggt(m′,p) =ggt(n′,p) = 1.
Setzen wir vp(x) ∶= r − s und vp(0) ∶= ∞, so erhalten wir durch vp∶Q → Z ∪ {∞} eine
wohldefinierte diskrete Bewertung auf Qmit Bewertungsring

Z(p) = {x ∈ Q ∣ vp(x) ≥ 0} = {
m
n
∈ Q ∣ m ∈Z,n ∈Z/pZ}

und Uniformisierer p. Wir definieren

Qp ∶= Vervollständigung von Q bzgl. vp (p-adischen Zahlen);

Zp ∶= Vervollständigung von Z(p) bzgl. vp (ganzen p-adischen Zahlen).

Wie man in [Ne1] in Kapitel 2, §1 & §2 detailiert nachlesen kann, ist

Zp = lim←ÐÐ
n∈N
Z(p)/pnZ(p) ≅ lim←ÐÐ

n∈N
Z/pnZ

= {(an + pnZ)n≥0 ∈∏
n≥0
Z/pnZ ∣ ∀m ≤ n ∶ am − an ∈ pmZ}

und Qp = Quot(Zp). Nach Lemmma 1.17 ist zudem der Restklassenkörper von Qp

gegeben durch kQp =Zp/pZp =Z(p)/pZ(p) ≅ Fp.

8



Beispiel 1.19 (Der Körper der formalen Laurentreihen). Es sei k ein Körper und

k[[t]] = {∑
m≥0

amtm ∣ am ∈ k}

der Ring der formalen Potenzreihen über k in der Variable t. Man sieht recht leicht,
dass k[[t]] ein vollständiger, diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal t ⋅ k[[t]]
ist. Wir bezeichnen mit k((t)) ∶= Quot(k[[t]]) den sogenannten Körper der formalen
Laurentreihen über k in der Variable t, d.h. Reihen der Form ∑m≥m0

amtm mit am ∈ k
und m0 ∈ Z. Damit ist nach Lemma 1.11 der Körper k((t)) ein vollständiger, diskret
bewerteter Körper mit Restklassenkörper k.

Von nun an fixieren wir die folgenden Notationen:

• (F,v) sei ein vollständiger, diskret bewerteter Körper;

• OF = {x ∈ F ∣v(x) ≥ 0} sein Bewertungsring, welcher nach Lemma 1.9 und 1.11
ein vollständiger, diskreter Bewertungsring ist;

• mF = {x ∈ F ∣v(x) > 0} = πOF das maximale Ideal von OF und damit π ∈ OF ein
Uniformisierer;

• kF = OF/mF der Restklassenkörper von F.

Lemma 1.20. Sei S ⊂ OF ein vollständiges Repräsentantensystem von kF mit 0 ∈ S undπm ∈ F
mit v(πm) = m für alle m ∈Z. Dann hat jedes x ∈ F eine eindeutige Darstellung

x = ∑
m∈Z

am ⋅πm

mit am ∈ S und am = 0 für fast alle m < 0. Außerdem ist v(x) = min{m ∈Z ∣ am ≠ 0}.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Lo2] in §24, F2 auf Seite 92. �

Lemma 1.21. Sei p eine Primzahl, R ein kommutativer Ring mit Einselement 1R und I ⊂ R
ein Ideal mit p ⋅ 1R ∈ I. Sind m,n ≥ 1, a, b ∈ R, sodass a ≡ b mod Im, dann ist

apn
≡ bpn

mod Im+n.

Beweis. Es genügt den Fall n = 1 zu beweisen, da man dadurch induktiv auf alle n ∈N
schließen kann. Wir setzen

P(X,Y) ∶=

p−1

∑
i=0

XiYp−1−i ∈Z[X,Y].

Wegen Im ⊂ I ist insbesondere a ≡ b mod I und damit

P(a, b) ≡ P(a, a) mod I ≡ p ⋅ ap−1 mod I ≡ 0 mod I, da p ⋅ 1R ∈ I.

Also ist ap − bp = (a − b) ⋅ P(a, b) ∈ Im+1, d.h. ap ≡ bp mod Im+1. �
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Satz 1.22. Ist kF ein perfekter Körper der Charakteristik p, so gilt:

(i) Es existiert eine eindeutige multiplikative Abbildung s∶ kF → OF mit s(0) = 0 und
s(1) = 1, deren Komposition mit der kanonischen Abbildung can∶OF → kF die Identität
ist.

(ii) Ist zusätzlich char(F) = p, so ist s∶ kF → OF ein Ringhomomorphismus und F ist isome-
trisch isomorph zu kF((t)).

Beweis. Einen Beweis der Aussage und die Konstruktion von s findet man in [Ar] in
ChapterTen auf den Seiten 190-192. �

Satz 1.23 (Hensel’s Lemma). Sei f ∈ OF[X] sodass f mod mF = ḡ ⋅ h̄ in kF[X] mit zuein-
ander teilerfremden ḡ, h̄ ∈ kF[X] und ḡ ist normiert. Dann gibt es g,h ∈ OF[X] mit g normiert,
g mod mF = ḡ,h mod mF = h̄ und f = g ⋅ h in OF[X].

Beweis. Für einen Beweis des Henselschen Lemmas sei auf [Lo2], §23, Satz 3 auf Seite
72 verwiesen. �

Satz 1.24. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Körper und E∣F eine endliche Körpererweiterung.
Dann existiert genau eine diskrete Bewertung vE auf E derart, dass (E,vE) wieder vollständig
ist und vE∣F = e(E∣F) ⋅ v für ein e(E∣F) ∈N mit e(E∣F) ∣ [E ∶ F].

Beweis. Eine allgemeinere Aussage für einen Schiefkörper E wird in [Ke], Lemma 12.6
auf Seite 72 bewiesen. �

Definition 1.25. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Körper und E∣F eine endliche Kör-
pererweiterung. Die in Satz 1.24 eingeführte Zahl e(E∣F) ∈ N bezeichnet man als
Verzweigungsindex der Körpererweiterung E∣F. Ist πF ∈ F bzw. πE ∈ E ein Uniformi-
sierer von F bzw. E, so ist wegen Satz 1.24 πF ∈ π

e(E∣F)
E OE ⊂ πEOE.

Daher ist kE eine Körpererweiterung von kF und man bezeichnet mit f (E∣F) ∶= [kE ∶ kF]

den Restklassengrad von E∣F.

Lemma 1.26. Sei E∣F eine endliche Körpererweiterung. Dann gilt:

(i) [E ∶ F] = e(E∣F) ⋅ f (E∣F);

(ii) OE ist ein freier OF-Modul vom Rang [E ∶ F];

(iii) Sind y1, . . . , y f(E∣F) ∈ OE Vertreter einer kF-Basis von kE und πE ∈ OE ein Uniformisierer
in OE, so ist

{y jπi
E} 1≤ j≤ f(E∣F),

0≤i≤e(E∣F)−1

sowohl eine F-Basis von E, als auch eine OF-Basis von OE.

Beweis. In [Ar] findet man in Chapter 3, Theorem 6 & Theorem 7, auf den Seiten 58-59
einen vollständigen Beweis der Behauptungen. �
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1.2 Unverzweigte Erweiterungen

Definition 1.27. Eine endliche Erweiterung E∣F eines vollständigen diskret bewerteten
Körpers (F,v) heißt unverzweigt, falls e(E∣F) = 1 und kE∣kF separabel ist.

Bevor wir uns nun mit unverzweigten Erweiterungen beschäftigen, mögen wir uns
nochmal gewisse Grundlagen der Galoistheorie vor Augen halten. Ist nämlich E∣F
eine beliebige Galoiserweiterung, so entspricht

Gal(E∣F) = lim
←Ð

F⊂E′⊂E
E′∣F endl.Galois

Gal(E′∣F) ⊂ ∏
F⊂E′⊂E

E′∣F endl.Galois

Gal(E′∣F)

dem projektiven Limes des projektiven Systems über alle endlichen Galoiserweite-
rungen von F in E.

Versieht man Gal(E′∣F) mit der diskreten Topologie,∏Gal(E′∣F) mit der Produkttopo-
logie und Gal(E∣F) ⊂∏Gal(E′∣F) mit der induzierten Topologie, so gilt in Gal(E∣F):

U ⊂ Gal(E∣F) ist offen ⇔ ∀σ ∈ U ∃F ⊂ Eσ ⊂ E,Eσ∣F endl. Galois: σ ⋅Gal(E∣Eσ) ⊂ U.

Diese Topologie auf Gal(E∣F) wird auch Krull-Topologie genannt. Nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie erhält man durch

{E′ ∣ F ⊂ E′ ⊂ E, [E′ ∶ F] <∞}⇆{H ∣ H ≤ Gal(E∣F) ist offen}
E′ ↦Gal(E∣E′)

EH ↤H

wohldefinierte, inklusionsumkehrende, zueinander inverse Bijektionen. Des Weite-
ren ist E′∣F, mit F ⊂ E′ ⊂ E, endlich Galois genau dann, wenn Gal(E∣E′) ⊴ Gal(E∣F) mit
endlichem Index.
Für eine etwas detailiertere Ausführung dazu sei hierbei auf [Bo], Kapitel 4.2, Seiten
146-154 verwiesen.

Für den folgenden Satz sei an die Konventionen nach Beispiel 1.19 erinnert.

Satz 1.28. Sei E∣F eine endliche Körpererweiterung. Dann gilt:

(i) Ist E∣F unverzweigt, so ist E∣F separabel;

(ii) die Abbildung

{F ⊂ E′ ⊂ F ∣ E′∣F endl. unverzweigt}→ {kF ⊂ l ⊂ kF ∣ l∣kF endl. separabel}

E′ ↦ kE′

ist eine Bijektion, wobei F bzw. kF einen algebraischen Abschluss von F bzw. kF bezeichnet;
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(iii) E∣F ist unverzweigt und Galois genau dann, wenn kE∣kF Galois ist. In diesem Fall ist

Gal(E∣F)→ Gal(kE∣kF), σ↦ σ̄ ∶= (x +mE ↦ σ(x) +mE),

ein Isomorphismus.

Beweis. Einen vollständigen Beweis findet man in [Lo2], §24, Satz 3 auf Seite 95. �

Lemma 1.29. Das Kompositum zweier unverzweigter Erweiterungen von F ist wieder un-
verzweigt.

Beweis. Es sei hierbei auf [Ne1] Kapitel 2, Korollar 7.3, Seite 161 verwiesen, wo die
Behauptung bewiesen wird. �

Satz 1.30. Sei (F,v) ein vollständiger, diskret bewerteter Körper. Dann gilt:

(i)
Fnr ∶= ⋃

F⊂E⊂F
E∣F endl.

unverzweigt

E

ist eine Galoiserweiterung von F, die sogenannte maximale unverzweigte Erweiterung
von F.

(ii) Fnr ist ein diskret bewerteter Körper mit Bewertungsring

OFnr = ⋃
F⊂E⊂F

E∣F endl.
unverzweigt

OE ,

Uniformisierer πF ∈ F ⊂ Fnr und Restklassenkörper kF
sep. Des Weiteren ist

Gal(Fnr∣F)→ Gal(kF
sep

∣kF), σ↦ σ̄ ∶= (x +mE ↦ σ(x) +mE),

ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wegen Lemma 1.29 ist Fnr ein Körper und nach Satz 1.28 auch separabel. Sei
nun E∣F endlich unverzweigt und σ ∈ Gal(Fsep∣F). Aufgrund der Eindeutigkeit von
vσ(E) in Satz 1.24 ist vσ(E) = v ○ σ−1. Damit ist e(σ(E)∣F) = e(E∣F) = 1, OE ≅ Oσ(E) und
mE ≅ mσ(E), was zu einem Isomorphismus σ̄∶ kE → kσ(E) führt. Da kE∣kF separabel ist, ist
auch kσ(E)∣kF wieder separabel. Dementsprechend ist σ(E)∣F wieder unverzweigt, d.h.
σ(E) ⊂ Fnr und damit Fnr∣F normal.

Für (ii) sei x ∈ Fnr und E∣F endlich unverzweigt mit x ∈ E. Wir definieren die Ab-
bildung

v∶Fnr →Z ∪ {∞}, x↦ vE(x).
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Da Fnr die Vereinigung unverzweigter Körper ist, ist v eine wohldefinierte diskrete
Bewertung von Fnr und

OFnr = ⋃
F⊂E⊂F

E∣F endl.
unverzweigt

OE

mit Uniformisierer πF ∈ F. Zusammen mit Lemma 1.28 folgt schließlich noch

kFnr = ⋃
kF⊂l⊂kF
l∣kF endl.
separabel

l = kF
sep

und

Gal(Fnr∣F) = lim
←Ð

F⊂E⊂Fnr

E∣F endl. Galois

Gal(E∣F) = lim
←Ð

F⊂E⊂F
E∣F endl. Galois
& unverzweigt

Gal(E∣F)

≅ lim
←Ð

kF⊂l⊂kF
sep

l∣kF endl.

Gal(l∣kF)

= Gal(kF
sep

∣kF).

�

Lemma 1.31. Sei (F,v) ein vollständiger, diskret bewerteter Körper mit char(kF) = p > 0
und ϕ∶OF → OF ein Ringhomomorphismus, sodass ϕ(x) ≡ xp mod mF. Dann existiert ein
eindeutiger Ringhomomorphismus ϕ∶OFnr → OFnr , welcher ϕ fortsetzt, sodass ϕ(x) ≡ xp

mod mFnr für alle x ∈ OFnr .
Diese Fortsetzung ist stetig bzgl. der πF-adischen Topologie und lässt sich eindeutig auf
ÔFnr = OF̂nr fortsetzen.
Ein Ringhomomorphismus ϕ∶OF → OF mit ϕ(x) ≡ xp mod mF für alle x ∈ OF nennt man
dabei einen Frobenius-Lift.

Beweis. Nach Satz 1.30 ist der Bewertungsring von Fnr die Vereinigung aller Bewer-
tungsringe endlicher, unverzweigter Erweiterungen E∣F und damit genügt es zu zei-
gen, dass ϕ∶OF → OF eindeutig fortgesetzt werden kann zu ϕ∶OE → OE.

Da kE∣kF separabel ist, existiert ein x ∈ OE, x̄ ∶= x + mE ∈ kE, sodass kE = kF[x̄]. Wir
setzen f̄ bzw. f als das Minimalpolynom von x̄ bzw. x über kF bzw. F. Trivialerweise
ist dann deg( f̄ ) ≤ deg( f ), da f normiert ist und f mod mE die Nullstelle x̄ besitzt.
Aufgrund von e(E∣F) = 1 und Lemma 1.26 ist aber auch

deg( f ) = [F[x] ∶ F] ≤ [E ∶ F] = [kE ∶ kF] = [kF[x̄] ∶ kF] = deg( f̄ ) ≤ deg( f ).
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Also gilt sogar überall Gleichheit und damit f̄ = f mod mE und E = F[x]. Nach Lemma
1.26 (iii) ist zudem {1,x,x2, . . . ,x f(E∣F)−1} eine OF-Basis von OE, d.h.

OE = OF[x] ≅ OF[t]/( f ).

wir definieren ϕ∶ kE → kE, y ↦ yp, und setzen ϕ∶ kE → kE bzw. ϕ∶OF → OF fort auf
kE[t] bzw. OF[t], indem man ϕ auf die jeweiligen Koeffizienten anwendet. Damit ist
ϕ( f ) ∈ OF[t] mit

ϕ( f ) mod mE = ϕ( f̄ ) = ϕ((t − x̄) ⋅ g(t)) = ϕ(t − x̄) ⋅ϕ(g(t))
= (t − x̄p) ⋅ϕ(g(t)) für ein g(t) ∈ kE[t].

Aufgrund der Separabilität von kE∣kF ist ggt(t− x̄, g) = 1 und damit existieren r, s ∈ kE[t]
mit 1 = r(t − x̄) + sg. Wenden wir ϕ auf diese Gleichung an, so erhalten wir

1 = ϕ(1) = ϕ(r)ϕ(t − x̄) +ϕ(s)ϕ(g) = ϕ(r)(t − x̄p) +ϕ(s)ϕ(g),

das heißt auch ggt(t − x̄p, ϕ(g)) = 1. Nach Hensel’s Lemma existiert somit ein y ∈ OE

mit (ϕ( f ))(y) = 0 und y ≡ xp mod mE.

Als nächstes betrachten wir den Ringhomomorphismus

ψ∶OF[t]→ OE,h ∶=∑
i

aiti ↦∑
i
ϕ(ai)yi = (ϕ(h))(y).

Da y eine Nullstelle von ϕ( f ) ist, faktorisiert ψ durch

ϕ∶OE ≅ OF[t]/( f )
ψ
Ð→ OE,

[E∶F]−1

∑
i=0

aixi ↦

[E∶F]−1

∑
i=0

aiti + ( f )↦
[E∶F]−1

∑
i=0

ϕ(ai)yi.

Modulo dem maximalen Ideal mE gilt dann für ein z = ∑[E∶F]−1
i=0 aixi ∈ OE:

ϕ(z) mod mE ≡

[E∶F]−1

∑
i=0

ϕ(ai)yi mod mE

≡

[E∶F]−1

∑
i=0

ap
i (xp)i mod mE, da ϕ ein Frobenius-Lift ist,

≡
⎛

⎝

[E∶F]−1

∑
i=0

aixi⎞

⎠

p

mod mE, da char (kE) = p > 0,

≡ zp mod mE

und damit insbesondere ϕ(mE) ⊂ mE. Da ϕ ein Ringhomomorphismus ist, ist ϕ(mn
E) ⊂

ϕ(mE)
n für alle n ∈N, woraus die Stetigkeit von ϕ∶OE → OE folgt.
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Somit bleibt nur noch die Eindeutigkeit von ϕ zu zeigen. Sei dafür φ∶OE → OE ei-
ne weitere Fortsetzung von ϕ∶OF → OF mit φ(x) ≡ xp mod mE für alle x ∈ OE.
Da f̄ separabel ist und ϕ∶ kE → kE, y ↦ yp injektiv, hat auch ϕ( f̄ ) = ϕ( f ) mod mE

keine mehrfachen Nullstellen in kE. Sind also z, z̃ ∈ OE zwei Nullstellen von ϕ( f ) mit
z − z̃ ∈ mE, so muss bereits z = z̃ gelten. Nun ist aber

(ϕ( f ))(y) = 0 = φ(0) = φ( f (x)) = (φ( f )
´¸¶
=ϕ( f)

)(φ(x)) = (ϕ( f ))(φ(x))

und damit wegen φ(x) ≡ xp ≡ y mod mE entsprechend φ(x) = y = ϕ(x). Aufgrund
von OE = OF[x] und φ∣OF

= ϕ ist dann φ = ϕ. �

1.3 Lokale Körper

Es sei wie gewohnt (F,v) ein diskret bewerteter Körper mit Bewertungsring OF und
Restklassenkörper kF.

Definition 1.32. (F,v) heißt lokal, falls der Restklassenkörper kF endlich und F bzgl.
∣ ⋅ ∣∶F→ R≥0, x↦ ∣x∣ ∶= ∣kF∣

−v(x) vollständig ist.

In Beispiel 1.18 haben wir bereits gesehen, dass für eine beliebige Primzahl p > 0 die
p-adischen Zahlen Qp einen lokalen Körper bilden. Ein weiteres Beispiel liefert der
Körper der formalen Laurentreihen k((t)), wenn der Körper k endlich ist.

Als nächstes wollen wir untersuchen wie sich Satz 1.28 und Satz 1.30 für lokale
Körper formulieren lassen.

Satz 1.33. Sei F ein lokaler Körper und E∣F eine endliche unverzweigte Erweiterung. Dann
gilt:

(i) E∣F ist Galois;

(ii) die Abbildung Gal(E∣F) → Gal(kE∣kF), σ ↦ σ̄ ∶= (x +mE ↦ σ(x) +mE) ist ein wohldefi-
nierter Isomorphismus von zyklischen Gruppen;

(iii) ist ϕE∣F ∈ Gal(E∣F) der zu (x̄ ↦ x̄∣kF∣) ∈ Gal(kE∣kF) korrespondierende Automorphismus,
so ist ϕE∣F ein Erzeuger von Gal(E∣F) und wir nennen ϕE∣F den Frobeniusautomorphis-
mus von E∣F.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Lo2], §24, Satz 4 (iii), auf Seite 97. �
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Satz 1.34. Sei F ein lokaler Körper und n ∈ N. Dann gibt es genau eine unverzweigte
Erweiterung Fn∣F mit [Fn ∶ F] = n. Damit ist außerdem kFn die eindeutige Erweiterung
von kF vom Grad n. Fn ist dabei gegeben durch F(ζ), wobei ζ eine primitive (∣kF∣

n − 1)-te
Einheitswurzel ist.

Beweis. Die Behauptung wird in [Lo2], §24, Satz 4 (i), auf Seite 97 bewiesen. �
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2 Kohomologie für endliche Gruppen
Während des gesamten Kapitels sei G eine endliche multiplikative Gruppe mit Eins-
element 1 = 1G. Die folgenden Ausführungen und Vorgehensweisen orientieren sich
dabei an [Ne2].

2.1 G-Moduln

Definition 2.1. (i) Ein G-Modul ist eine abelsche Gruppe (A,+) zusammen mit einer
Abbildung G ×A→ A, (σ, a)↦ σ ⋅ a, sodass

• 1 ⋅ a = a;

• σ ⋅ (τ ⋅ a) = (στ) ⋅ a;

• σ ⋅ (a + b) = σ ⋅ a + σ ⋅ b.

für alle σ, τ ∈ G und a, b ∈ A.

(ii) Sind A,B G-Moduln und f ∶A→ B ein Gruppenhomomorphismus, dann nennen
wir f einen G-Homomorphismus bzw. G-äquivariant, falls f (σ ⋅ a) = σ ⋅ f (a) für
alle σ ∈ G und a ∈ A.

(iii) Wir setzen Hom(A,B) als die Menge der Gruppenhomomorphismen von A nach
B und HomG(A,B) als die Menge der G-Homomorphismen von A nach B. Dabei
wird Hom(A,B) durch (σ ⋅ f )(a) ∶= σ ⋅ f (σ−1 ⋅ a) selbst zu einem G-Modul.

Definition 2.2. MitZ[G] bezeichnen wir die freie additive Gruppe über den Elemen-
ten von G;

Z[G] ∶= {∑
σ∈G

nσσ ∣ nσ ∈Z} .

Mit der üblichen Summen-Multiplikation wird Z[G] zu einem Ring mit Einselement
1Z[G] ∶= 1Z1G.

Definition 2.3. (i) Der Ringhomomorphismus ε∶Z[G]→Z,∑σ∈G nσσ↦ ∑σ∈G nσ heißt
Augmentation und wir setzen

IG ∶= ker(ε) = {∑
σ∈G

nσσ ∈Z[G] ∣ ∑
σ∈G

nσ = 0}

als das sogenannte Augmentationsideal.
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(ii) Mit dem Element NG ∶= ∑σ∈G σ ∈Z[G] bezeichnen wir die sogenannte Norm von
Z[G].

(iii) ZNG ist ein Ideal in Z[G] und wir setzen JG ∶=Z[G]/ZNG.

Bemerkung 2.4. Man beachte, dass ein G-Modul A durch (∑σ∈G nσσ) ⋅ a ∶= ∑σ∈G nσ(σ ⋅ a)
automatisch zu einem Z[G]-Modul wird. Auf der anderen Seite wird auch jeder
Z[G]-Modul B durch die Einschränkung G↪Z[G], σ↦ 1Zσ, zu einem G-Modul.

Lemma 2.5. Sei X ein freier Z[G]-Modul und 0 → A
g
Ð→ B h

Ð→ C → 0 eine kurze exakte
Sequenz von G-Moduln. Dann ist die Sequenz

0Ð→ HomG(X,A)
f↦g○ f
ÐÐÐ→ HomG(X,B)

f ′↦h○ f ′
ÐÐÐÐ→ HomG(X,C)Ð→ 0

von Homomorphismen von abelschen Gruppen exakt.

Beweis. Einen Beweis findet man in [Ne2], Satz 1.6, auf Seite 9. �

Lemma 2.6. Ist . . . ← Xq−1
dq
←Ð Xq

dq+1
←ÐÐ Xq+1 ← . . . eine exakte Sequenz von freien Z-Moduln

und D ein beliebiger Z-Modul, so ist

. . .Ð→ Hom(Xq−1,D)
f↦ f○dq
ÐÐÐ→ Hom(Xq,D)

f↦ f○dq+1
ÐÐÐÐ→ Hom(Xq+1,D)Ð→ . . .

eine exakte Sequenz von Z-Moduln.

Beweis. Es sei auf [Ne2], Lemma 1.7, Seite 10 verwiesen. �

2.2 Kohomologiegruppen

Wir möchten nun die Kohomologiegruppen einer Gruppe G und eines G-Moduls
A definieren. Bei der Vorgehensweise orientieren wir uns an [Ne2] und müssen zu-
nächst bestimmteZ[G]-Moduln Xq zusammen mit G-Homomorphismen dq∶Xq → Xq−1

definieren.

• X0 ∶= X−1 ∶=Z[G] als freien Z[G]-Modul von Rang 1.

• Für q ≥ 1: Xq ∶= X−q−1 ∶= Z[G][Gq] ∶= ⊕
(σ1,...,σq)∈ Gq

Z[G](σ1, . . . , σq) als den freien

Z[G]-Modul mit Basis Gq.

Die G-Homomorphismen dq∶Xq → Xq−1 definieren wir über die Basiselemente wie
folgt:

• d0(1) ∶= NG;
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• d1(σ) ∶= σ − 1 ;

• dq((σ1, . . . , σq)) ∶= σ1(σ2, . . . , σq) +∑
q−1
i=1 (−1)i(σ1, . . . , σi−1, σiσi+1, σi+2, . . . , σq)

+ (−1)q(σ1, . . . , σq−1) für q > 1;

• d−1(1) ∶= ∑σ∈G (σ−1(σ) − (σ));

• d−q−1((σ1, . . . , σq)) ∶= ∑σ∈G σ−1(σ, σ1, . . . , σq)

+∑σ∈G∑
q
i=1(−1)i(σ1, . . . , σi−1, σiσ, σ−1, σi+1, . . . , σq)+∑

σ∈G
(−1)q+1(σ1, . . . , σq, σ) für q > 0.

Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.7. Die Sequenz

. . .
d−2
←Ð X−2

d−1
←Ð X−1

d0
←Ð X0

d1
←Ð X1

d2
←Ð . . .

von freien Z[G]-Moduln mit Z[G]-linearen Abbildungen ist exakt.

Beweis. Einen ausführlichen Beweis findet man in [Ne2] auf den Seiten 11-16. �

Definition 2.8. (Xq,dq)q∈Z bezeichnet man als den freien Standardkomplex der Gruppe
G.

Sei (Xq,dq)q∈Z der freie Standardkomplex und A ein beliebiger G-Modul. Wir defi-
nieren für q ∈Z

∂q∶HomG(Xq−1,A)→ HomG(Xq,A), f ↦ f ○ dq .

Nach Satz 2.7 und Lemma 2.6 ist dann

. . .Ð→ HomG(Xq−1,A)
∂q
Ð→ HomG(Xq,A)

∂q+1
ÐÐ→ HomG(Xq+1,A)Ð→ . . .

eine Sequenz mit ∂q+1 ○ ∂q = 0, d.h. insbesondere ist im(∂q) ⊂ ker(∂q+1) für alle q ∈ Z.
Wir setzen

Zq ∶= Zq(G,A) ∶= ker(∂q+1) (q-Kozykel von G mit Koeffizienten in A);

Rq ∶= Rq(G,A) ∶= im(∂q) (q-Koränder von G mit Koeffizienten in A).

Definition 2.9. Für einen beliebigen G-Modul A und q ∈ Z definieren wir die q-te
Kohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in A als

Hq(G,A) ∶= Zq/Rq = ker(∂q+1)/im(∂q) .
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Um Hq(G,A) in etwas expliziterer Weise angeben zu können, untersuchen wir
zunächst ∂q. Wir setzen Aq ∶= HomG(Xq,A) für q ∈ Z. Wegen Bemerkung 2.4 ist
HomG(Xq,A) = HomZ[G](Xq,A) und es ist jedes f ∈ HomG(Xq,A) eindeutig dadurch
bestimmt, was f auf den Basiselementen von Xq bewirkt. Daher ist

A0 = A−1 = HomG(Z[G],A) = HomZ[G](Z[G],A) ≅ Maps({1G},A) ≅ A ;

Aq = A−q−1 = HomG(Z[G][Gq],A) ≅ Maps(Gq,A).

Mit Hilfe der Definition der Homomorphismen dq des Standardkomplexes ergeben
sich für ∂q die expliziten Definitionen

• ∂0(x) = NGx für x ∈ A−1 = A ;

• (∂1(x))(σ) = σx − x für x ∈ A0 = A und σ ∈ G ;

• (∂q( f ))(σ1, . . . , σq) = σ1 f (σ2, . . . , σq) +∑
q−1
i=1 (−1)i f (σ1, . . . , σi−1, σiσi+1, σi+2, . . . , σq)

+ (−1)q f (σ1, . . . , σq−1) für f ∈ Aq−1, (σ1, . . . , σq) ∈ Gq und q > 1 ;

• ∂−1( f ) = ∑σ∈G(σ−1 f (σ) − f (σ)) für f ∈ A−2 ;

• (∂−q−1( f ))(σ1, . . . , σq) = ∑σ∈G[σ−1 f (σ, σ1, . . . , σq)

+∑
q
i=1(−1)i f (σ1, . . . , σi−1, σiσ, σ−1, σi+1, . . . , σq)

+ (−1)q+1 f (σ1, . . . , σq, σ)] für f ∈ A−q−2, (σ1, . . . , σq) ∈ Gq und q > 0.

Mit dieser Beschreibung der ∂q können wir nun die q-te Kohomologiegruppe für
kleine q ∈Z explizit angeben.

• H−1(G,A) ∶

Z−1 = ker(∂0) = NGA = {x ∈ A ∣ NG ⋅ x = 0}
R−1 = im(∂−1) = IGA
H−1(G,A) = NGA/IGA

• H0(G,A) ∶

Z0 = ker(∂1) = AG = {x ∈ A ∣ ∀σ ∈ G ∶ σ ⋅ x = x}
R0 = im(∂0) = NGA
H0(G,A) = AG/NGA

• H1(G,A) ∶

Z1 = ker(∂2) = { f ∶G→ A ∣ ∀σ, τ ∈ G ∶ f (στ) = σ f (τ) + f (σ)}
R1 = im(∂1) = { f ∶G→ A ∣ ∃x ∈ A∀σ ∈ G ∶ f (σ) = σx − x}
H1(G,A) = Z1/R1
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• H2(G,A) ∶

Z2 = ker(∂3) = { f ∶G ×G→ A ∣ ∀σ, τ, ρ ∈ G ∶ f (στ, ρ) + f (σ, τ) = σ f (τ, ρ) + f (σ, τρ)}
R2 = im(∂2) = { f ∶G ×G→ A ∣ ∃g∶G→ A∀σ, τ ∈ G ∶ f (σ, τ) = σg(τ) − g(στ) + g(σ)}
H2(G,A) = Z2/R2

Operiert G auf A sogar trivial, dann ist H1(G,A) gegeben durch Hom(G,A). Für eine
detailiertere Beschreibung der Herleitung sei auf die Seiten 17-19 in [Ne2] verwiesen.

2.3 Der Verbindungshomomorphismus δq

Es seien A,A′ zwei G-Moduln und f ∶A→ A′ ein G-Homomorphismus. Wir definieren
einen Gruppenhomomorphismus fq∶Aq → A′

q durch

• fq = f für q ∈ {0,−1};

• fq(F) ∶= f ○ F für F ∈ Aq und q ∈Z/{0,−1}.

Aufgrund der G-Äquivarianz von f ist dann fq+1 ○ ∂q+1 = ∂q+1 ○ fq, also bildet fq q-
Kozykel auf q-Kozykel und q-Koränder auf q-Koränder ab und impliziert damit einen
wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

f̄q∶Hq(G,A)→ Hq(G,A
′

), z +Rq(G,A)↦ fq(z) +Rq(G,A
′

) .

Ist nun 0 → A
f
Ð→ A′

g
Ð→ A′′

→ 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln, so wollen wir für
ein q ∈ Z eine Abbildung δq∶Hq(G,A

′′

) → Hq+1(G,A) definieren und gehen dabei wie
folgt vor.

Sei zunächst z′′q ∶= z′′q + Rq(G,A′′

) ∈ Hq(G,A
′′

) mit z′′q ∈ Zq(G,A′′

) = ker(∂q+1), d.h.

∂q+1(z′′q ) = 0. Wegen der Exaktheit der Sequenz 0 → A
f
Ð→ A′

g
Ð→ A′′

→ 0 ist nach Lemma

2.5 auch 0→ Aq
fq
Ð→ A′

q
gq
Ð→ A′′

q → 0 exakt. Also existiert für z′′q ∈ Zq(G,A′′

) ⊂ A′′

q ein z′q ∈ A′

q
mit gq(z′q) = z′′q . Man beachte, dass dann

gq+1(∂q+1(z′q)) = ∂q+1(gq(z′q)) = ∂q+1(z′′q ) = 0 ,

d.h. ∂q+1(z′q) ∈ ker(gq+1) = im( fq+1). Damit lässt sich ∂q+1(z′q) schreiben als ∂q+1(z′q) =

fq+1(zq+1) für ein zq+1 ∈ Aq+1.
Aufgrund der Injektivität von fq+2 folgt aus

fq+2(∂q+2(zq+1)) = ∂q+2( fq+1(zq+1)) = ∂q+2 ○ ∂q+1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

(z′q) = 0
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schließlich, dass bereits zq+1 ∈ ker(∂q+2) = Zq+1(G,A) ist.

Wir definieren die Abbildung

δq∶Hq(G,A
′′

)Ð→ Hq+1(G,A), z′′q +Rq(G,A
′′

)z→ zq+1 +Rq+1(G,A) .

Lemma 2.10. Ist 0→ A
f
Ð→ A′

g
Ð→ A′′

→ 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln, so ist der zuvor
definierte Verbindungshomomorphismus δq ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Beweis. [Ne2], Satz 3.1 auf Seite 22. �

Satz 2.11. Ist 0 → A
f
Ð→ A′

g
Ð→ A′′

→ 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln, so ist die hieraus
entstehende unendliche Sequenz

. . .→ Hq(G,A)
f̄q
Ð→ Hq(G,A

′

)
ḡq
Ð→ Hq(G,A

′′

)
δq
Ð→ Hq+1(G,A)→ . . .

ebenfalls exakt. Sie wird auch häufig als die exakte Kohomologiesequenz bezeichnet.

Beweis. [Ne2], Satz 3.2, auf Seite 24. �

Satz 2.12 (Dimensionsverschiebung). Für einen G-Modul A und ein m ∈Z setzen wir

Am ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

IG ⊗Z . . .⊗Z IG
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

−m−mal

⊗ZA ,m < 0,

A ,m = 0,
JG ⊗Z . . .⊗Z JG
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−mal

⊗ZA ,m > 0.

Dann liefert die m-malige Hintereinanderschaltung des Verbindungshomomorphismus δ einen
Isomorphismus

δm∶Hq−m(H,Am)→ Hq(H,A)

für jedes q ∈Z und jede Untergruppe H ≤ G.

Beweis. Einen Beweis der Dimensionsverschiebung findet man in [Ne2], Satz 3.15, auf
Seite 32. �

Definition 2.13. Für eine Gruppe G setzen wir die Kommutatorgruppe G′ als die von
{[g,h] ∶= ghg−1h−1 ∣ g,h ∈ G} erzeugte Untergruppe von G. Dann ist G′ ein Normalteiler
von G und wir definieren Gab ∶= G/G′ als den maximalen abelschen Quotienten von G.

Von nun an und für den Rest der gesamten Arbeit betrachten wirZ,Q undQ/Z als
G-Moduln mit der trivialen Operation.
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Lemma 2.14. Aus den beiden kurzen exakten Sequenzen 0→Z→ Q→ Q/Z→ 0 und
0→ IG →Z[G]

ε
Ð→Z→ 0 erhält man:

(i) Der Verbindungshomomorphismus δ1∶H1(G,Q/Z)→ H2(G,Z) ist ein Isomorphismus
und wir bezeichnen mit

χ(G) ∶= Hom(G,Q/Z) = H1(G,Q/Z) ≅ H2(G,Z)

die sogenannte Charaktergruppe von G;

(ii) H−2(G,Z) ≅ Gab.

Beweis. [Ne2], Korollar 3.18 & Satz 3.19, auf Seite 33. �

2.4 Inflation, Restriktion und Korestriktion

Im vorherigen Abschnitt haben wir untersucht, wie sich Hq(G,A) verhält, wenn sich
A verändert. In diesem Abschnitt möchten untersuchen, was mit Hq(G,A) passiert,
wenn wir G variieren.

Sei dafür H ⊴ G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Offensichtlich ist dann AH

ein G/H-Modul via (gH) ⋅ a ∶= g ⋅ a für a ∈ AH, g ∈ G. Ist f ∈ AH
q = Maps((G/H)q,AH) eine

sogenannte q-Kokette, so definieren wir für q ≥ 1

infq( f )∶Gq ↠ (G/H)q f
Ð→ AH ↪ A .

Man sieht recht leicht, dass dann ∂q+1 ○ infq = infq+1 ○ ∂q+1, also infq die Eigenschaft der
q-Kozykel und q-Koränder beibehält.

Definition 2.15. Die zuvor definierte Abbildung infq∶AH
q → Aq induziert einen Homo-

morphismus
infq∶Hq(G/H,AH)→ Hq(G,A) für q ≥ 1.

Diesen Homomorphismus bezeichnen wir als Inflation.

Auf der anderen Seite wollen wir neben der Inflation nun die Restriktion einführen.

Definition 2.16. Sei A ein G-Modul, H ≤ G eine Untergruppe und q ∈Z. Wir definieren
resq∶Hq(G,A)→ Hq(H,A) wie folgt:

• res0∶H0(G,A) = AG/NGA→ AH/NHA = H0(H,A), a +NGA↦ a +NHA ;
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• Für q ∈ Z definieren wir resq durch den Dimensionsverschiebungsisomorphis-
mus δq als den eindeutigen Homomorphismus, sodass das Diagramm

H0(G,Aq)
≅
δq
//

res0

��

Hq(G,A)

resq

��
H0(H,Aq)

≅
δq
// Hq(H,A)

kommutiert.

In quasi umgekehrter Weise zur Restriktion möchten wir nun die Korestriktion
definieren.

Definition 2.17. Sei A ein G-Modul, H ≤ G eine Untergruppe und q ∈Z. Wir definieren
corq∶Hq(H,A)→ Hq(G,A) wie folgt:

• cor0∶H0(H,A) = AH/NHA→ AG/NGA = H0(G,A), a +NHA↦ ∑
σ∈G/H

σ ⋅ a +NGA ;

• Für q ∈ Z definieren wir corq durch den Dimensionsverschiebungsisomorphis-
mus δq als den eindeutigen Homomorphismus, sodass das Diagramm

H0(H,Aq)
≅
δq
//

cor0

��

Hq(H,A)

corq

��
H0(G,Aq)

≅
δq
// Hq(G,A)

kommutiert.

Lemma 2.18. Sei A ein G-Modul, H ≤ G eine Untergruppe und q ∈Z. Dann ist

corq ○ resq = (G ∶ H) ⋅ idHq(G,A).

Beweis. [Ne2], Satz 4.14, auf Seite 45. �

Lemma 2.19. Sei A ein G-Modul, H ⊴ G ein Normalteiler von G und q ≥ 1. Ist Hi(H,A) = 0
für alle i ∈ {1, . . . , q − 1}, so hat man mit

0Ð→ Hq(G/H,AH)
in f q
ÐÐ→ Hq(G,A)

resq
Ð→ Hq(H,A)

eine exakte Sequenz.

Beweis. [Ne2], Satz 4.7, aus Seite 38. �
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2.5 Das Cupprodukt

Es seien wie zuvor G eine endliche Gruppe und A,A′ G-Moduln. Damit ist auch A⊗ZA′

ein G-Modul via σ ⋅ (a ⊗ a′) ∶= σ ⋅ a ⊗ σ ⋅ a′ und wir haben eine Z-bilineare Abbildung
AG × A′G → (A ⊗Z A′

)G, (a, a′) ↦ a ⊗ a′. Unter dieser Abbildung wird NGA × NGA′ in
NG(A⊗Z A′

) abgebildet und induziert damit eine Z-bilineare Abbildung

H0(G,A) ×H0(G,A
′

)Ð→ H0(G,A⊗Z A
′

)

(a +NGA, a′ +NGA
′

)z→ a⊗ a′ +NG(A⊗A
′

) .

Satz 2.20. Es gibt eine eindeutig bestimmte Familie von bilinearen Abbildungen

∪ ∶ Hp(G,A) ×Hq(G,A
′

)Ð→ Hp+q(G,A⊗Z A
′

) , p, q ∈Z,
(ā, ā′)z→ ā ∪ ā′,

das sogenannte Cupprodukt, mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Für p = q = 0 ist das Cupprodukt durch die zuvor definierte Abbildung gegeben;

(ii) Sind die G-Modulsequenzen 0→ A→ A′

→ A′′

→ 0 und
0→ A⊗Z B→ A′

⊗Z B→ A′′

⊗Z B→ 0 beide exakt, so ist das Diagramm

Hp(G,A′′

) ×Hq(G,B)
∪ //

δp×id
��

Hp+q(G,A′′

⊗Z B)

δp+q

��
Hp+1(G,A) ×Hq(G,B)

∪ // Hp+q+1(G,A⊗Z B)

kommutativ;

(iii) Sind die G-Modulsequenzen 0→ B→ B′

→ B′′

→ 0 und
0→ A⊗Z B→ A⊗Z B′

→ A⊗Z B′′

→ 0 beide exakt, so ist das Diagramm

Hp(G,A) ×Hq(G,B′′

)
∪ //

id×δq

��

Hp+q(G,A⊗Z B′′

)

δp+q

��
Hp(G,A) ×Hq+1(G,B)

∪ // Hp+q+1(G,A⊗Z B)

kommutativ.

Beweis. [Ne2], Definition 5.1, auf Seite 49. �

In gewissen Spezialfällen können wir das Cupprodukt auf recht einfache Weise
explizit angeben.
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Satz 2.21. Ist p = 0 oder q = 0, so ist das Cupprodukt explizit gegeben durch

∪∶Hp(G,A) ×Hq(G,A
′

)Ð→ Hp+q(G,A⊗Z A
′

) ,

(āp, ā′q)z→ āp ∪ ā′q = ap ⊗ a′q

wobei ap bzw. a′q ein Repräsentant von āp bzw. ā′q ist.

Beweis. [Ne2], Satz 5.2, Seite 51. �
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3 Azumaya-Algebren und
Brauergruppen

Für das gesamte Kapitel sei durch E ein beliebiger Körper bezeichnet. Die folgenden
Ausführungen orientieren sich dabei größtenteils an [Ke]

Definition 3.1. Eine (nicht notwendigerweise kommutative) E-Algebra A mit 1 heißt
Azumaya-Algebra über E, wenn

(i) dimE(A) <∞;

(ii) Zentrum(A) = {z ∈ A ∣ z ⋅ a = a ⋅ z∀a ∈ A} = E;

(iii) A ist einfach, d.h. 0 und A sind die einzigen zweiseitigen Ideale.

Ein einfaches Beispiel für eine Azumaya-Algebra über E ist A = Em×m für ein m ∈N.

Definition 3.2. Zwei Azumaya-Algebren A,B über E heißen ähnlich, wenn n,m ∈ N
existieren, sodass A⊗E En×n ≅ B⊗E Em×m als E-Algebren. Man schreibt dann auch A ∼ B.

Wie man in [Ke], §3.4 genauer nachlesen kann, bildet die zuvor definierte Relation
∼ auf den Azumaya-Algebren über E eine Äquivalenzrelation und wir setzen [A] ∶=

Äquivalenzklasse von A bzgl. ∼.

Lemma 3.3. Br(E) ∶= {[A] ∣ A ist eine Azuyama-Algebra über E} ist eine kommutative
Gruppe bzgl. [A] ⋅ [B] ∶= [A ⊗E B] mit Einselement [E] = [Em×m]. Br(E) ist die sogenannte
Brauergruppe von E.

Beweis. Für einen Beweis sei auf [Ke], §3.5, Seite 32 verwiesen. �

Satz 3.4. Es sei E′∣E eine Körpererweiterung. Ist A eine Azumaya-Algebra über E, so ist
A⊗E E′ eine Azumaya-Algebra über E′ und es gibt einen Gruppenhomomorphismus

rE′∣E∶Br(E)→ Br(E′), [A]↦ [A⊗E E′].

Dabei gilt rE′′∣E = rE′′∣E′ ○ rE′∣E für eine Körperkette E ⊂ E′ ⊂ E′′.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Ke], §3.7, auf Seite 33. �
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Definition 3.5. Es sei E′∣E eine Körpererweiterung. Dann bezeichnen wir mit

Br(E′∣E) ∶= ker(rE′∣E) = {[A] ∈ Br(E) ∣ [A⊗E E′] = [E′]}

die relative Brauergruppe der Körpererweiterung E′∣E, welche offensichtlich eine Un-
tergruppe von Br(E) ist.

Nach [Ke], §5.8 ist dann sogar Br(E) = ⋃E′∣E endl.
Galois

Br(E′∣E).

Satz 3.6. Es sei E′∣E eine endliche Galoiserweiterung der Ordnung m = [E′ ∶ E] mit Galois-
gruppe GE′∣E und f ∶GE′∣E × GE′∣E → (E′)∗ ein 2-Kozyklus, wobei GE′∣E kanonisch auf (E′)∗

operiert, d.h. σ ⋅ x = σ(x) für σ ∈ GE′∣E und x ∈ (E′)∗. Dann ist der m2-dimensionale E-
Vektorraum A = A( f ) ∶=⊕σ∈GE′ ∣E

E′ ⋅ uσ (uσ formale Symbole) mit der durch

⎛

⎝
∑

σ∈GE′ ∣E

xσuσ
⎞

⎠
⋅
⎛

⎝
∑

τ∈GE′ ∣E

yτuτ
⎞

⎠
= ∑
σ∈GE′ ∣E

∑
τ∈GE′ ∣E

xσσ(yτ) f (σ, τ)uστ

für xσ, yτ ∈ E′ definierten Multiplikation eine Azumaya-Algebra über E mit Einselement
1a = ( f (1GE′ ∣E

,1GE′ ∣E
))−1u1GE′ ∣E

. Ferner gilt:

(i) Durch x↦ x ⋅ 1A wird E′ in A eingebettet;

(ii) Es ist uσ ∈ A∗ für alle σ ∈ GE′∣E;

(iii) Es ist ZA(E′) ∶= {a ∈ A ∣ x ⋅ a = a ⋅ x∀x ∈ E′} = E′.

Beweis. Einen Beweis des Satzes findet man in [Ke], §7.5, auf den Seiten 59-62. �

Bemerkung 3.7. Mit der zuvor definierten Multiplikation auf A( f ) gilt:

(i) uσ ⋅ x = σ(x)uσ für alle σ ∈ GE′∣E,x ∈ E′;

(ii) uσ ⋅ uτ = f (σ, τ)uστ für alle σ, τ ∈ GE′∣E.

Beweis. (ii) ist trivial nach Definition der Multiplikation auf A( f ). Für (i) erhält man
unter Anwendung der 2-Kozykel-Relation von f :

uσ ⋅ x = uσ ⋅ (x( f (1,1))−1)u1 = σ(x( f (1,1))−1) f (σ,1)uσ⋅1 = σ(x)σ( f (1,1))−1 f (σ,1)uσ
= σ(x)(σ( f (1,1)) f (σ,1 ⋅ 1)( f (σ,1 ⋅ 1))−1)−1 f (σ,1)uσ
= σ(x)( f (σ ⋅ 1,1) f (σ ⋅ 1,1)( f (σ,1))−1)−1 f (σ,1)uσ
= σ(x)uσ,

was zu zeigen war. �
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Satz 3.8. Es sei E′∣E eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe GE′∣E. Dann ist die
Abbildung

αE′∣E∶H2(GE′∣E, (E′)∗)→ Br(E′∣E), [ f ]↦ [A( f )],

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Für einen Beweis des Satzes sei auf [Ke], §8.3 auf Seite 71 verwiesen. �

Beispiel 3.9. Wir betrachten nun eine endliche Galoiserweiterung E′∣E mit Galoisgrup-
pe GE′∣E. Sei χ∶GE′∣E ↪ Q/Z ein injektiver Gruppenhomomorphismus und u ∈ E∗.
Aufgrund der Injektivität von χ handelt es sich bei E′∣E um eine abelsche Erweite-
rung. Wir setzen ū ∶= u ⋅NE′∣E(E′)∗ ∈ E∗/NE′∣E((E′)∗) = H0(GE′∣E, (E′)∗) und bezeichnen
mit δ1 den Verbindungsisomorphismus

δ1∶Hom(GE′∣E,Q/Z) = H1(GE′∣E∣Q/Z)
∼
Ð→ H2(GE′∣E,Z)

aus Lemma 2.14 (i). Mit Hilfe des Cupprodukts

∪∶H0(GE′∣E, (E′)∗) ×H2(GE′∣E,Z)→ H2(GE′∣E, (E′)∗ ⊗ZZ) = H2(GE′∣E, (E′)∗)

erhalten wir das Element ū ∪ δ1(χ) ∈ H2(GE′∣E, (E′)∗). Sei f ∶GE′∣E × GE′∣E → (E′)∗ ein
2-Kozykel, welcher ū ∪ δ1(χ) ∈ H2(GE′∣E, (E′)∗) repräsentiert. Wir wollen nun versu-
chen einen Repräsentanten f explizit anzugeben. Sei dafür s∶Q/Z → Q ein beliebi-
ger Schnitt, d.h. eine Abbildung s∶Q/Z → Q, sodass für die kanonische Abbildung
can∶Q→ Q/Z die Komposition can ○ s = idQ/Z.

Behauptung: g∶GE′∣E × GE′∣E → Z, (σ, τ) ↦ s ○ χ(σ) + s ○ χ(τ) − s ○ χ(στ) ist ein wohl-
definierter 2-Kozykel.
Die Wohldefiniertheit sieht man hierbei leicht, denn für alle σ, τ ∈ GE′∣E gilt:

can(g(σ, τ)) = can ○ s ○ χ(σ) + can ○ s ○ χ(τ) − can ○ s ○ χ(στ) = χ(σ) + χ(τ) − χ(στ) = 0.

Damit bleibt nur noch die 2-Kozykel-Relation zu zeigen. Diese ist aber gegeben, denn
für σ, τ, ρ ∈ GE′∣E gilt:

g(στ, ρ) + g(σ, τ) = s ○ χ(στ) + s ○ χ(ρ) − s ○ χ(στρ) + s ○ χ(σ) + s ○ χ(τ) − s ○ χ(στ)
= s ○ χ(τ) + s ○ χ(ρ) + s ○ χ(σ) − s ○ χ(στρ)
= s ○ χ(τ) + s ○ χ(ρ) − s ○ χ(τρ) + s ○ χ(σ) + s ○ χ(τρ) − s ○ χ(στρ)
= g(τ, ρ) + g(σ, τρ)
= σ ⋅ g(τ, ρ) + g(σ, τρ).

Dabei gilt die letzte Gleichheit aufgrund der trivialen Operation von GE′∣E aufZ. Nach
Konstruktion von δ1 wird δ1(χ) sogar von g repräsentiert, denn ∂2(s○χ) = g. Dabei ist
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∂2 die Abbildung, welche sich aus dem Homomorphismus d2 des Standardkomplexes
ergibt. Nach Satz 2.21 wird damit ū ∪ δ1(χ) durch den 2-Kozykel

f ∶GE′∣E ×GE′∣E → (E′)∗ ⊗Z ≅ (E′)∗, (σ, τ)↦ u⊗ g(σ, τ)↦ ug(σ,τ)

repräsentiert. Nach unserer Voraussetzung ist E′∣E endlich, d.h. m ∶= [E′ ∶ E] <∞. Dann
ist 0 = χ(1) = χ(σm) = mχ(σ) für alle σ ∈ GE′∣E. Also ist χ(GE′∣E) eine Untergruppe von
⟨ 1

m +Z⟩. Da auch ∣⟨ 1
m +Z⟩∣ = m = ∣GE′∣E∣ und χ injektiv ist, stimmt die Gruppe χ(GE′∣E)

mit ⟨ 1
m+Z⟩ überein. Insbesondere existiert ein σ ∈ GE′∣E mit χ(σ) = 1

m+Z und GE′∣E = ⟨σ⟩.

Nun wollen wir den zuvor beliebig gewählten Schnitt s∶Q/Z → Z geschickt wäh-
len, nämlich so, dass s( k

m +Z) = k
m für alle k ∈ {0, . . . ,m − 1}. Dann ist nämlich

g(σi, σ j) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0, für i + j < m,
1, für i + j ≥ m

und damit

f (σi, σ j) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1, für i + j < m,
u, für i + j ≥ m,

wobei i, j ∈ {0, . . . ,m − 1}. Damit können wir auch die nach Satz 3.6 zu f gehörige
Azumaya-Algebra A( f ) explizit angeben. Da GE′∣E = ⟨σ⟩ zyklisch ist mit Erzeuger σ,
ist A( f ) gegeben durch

A( f ) = ⊕
τ∈GE′ ∣E

E′ ⋅ uτ =
m−1

⊕
i=0

E′ ⋅ uσi .

Wegen f (σi, σ j) = 1 für i + j < m und uτ ⋅ uρ = f (τ, ρ)uτρ für alle τ, ρ ∈ GE′∣E, ist ui
σ = uσi

für alle i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Also ist

A( f ) =
m−1

⊕
i=0

E′ ⋅ uσi =
m−1

⊕
i=0

E′ ⋅ ti,

wobei t ∶= uσ. Außerdem gilt

• tm = uσ ⋅ uσm−1 = f (σ, σm−1)uσm = u ⋅ u1 = u ⋅ 1A( f) = u und

• t ⋅ β = σ(β)t für alle β ∈ E′,

unter Berücksichtigung von Bemerkung 3.7.
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4 Lokale Klassenkörpertheorie

Für das gesamte Kapitel fixieren wir mit F̃∣F0 eine Galoiserweiterung und setzen
G ∶= Gal(F̃∣F0). Des Weiteren bezeichnen wir mit F∣F0 stets eine endliche Erweiterung.
Ist zudem F0 ⊂ E ⊂ F̃ ein Zwischenkörper, so sei fortan GE ∶= Gal(F̃∣E) und AE ∶= AGE

für einen G-Modul A. Haben wir sogar eine Körperkette F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ mit E∣F Galois,
so ist AE = AGE auf natürliche Weise ein GE∣F ∶= Gal(E∣F)-Modul, da GE∣F = Gal(E∣F) ≅
Gal(F̃∣F)/Gal(F̃∣E) = GF/GE. Für eine endliche Galoiserweiterung E∣F definieren wir
zudem die Notation Hq(E∣F) ∶= Hq(GE∣F,AE) für q ∈Z.

4.1 Klassenformationen

Definition 4.1. Eine Körperformation ist ein Paar (G,A), wobei A ein G-Modul mit

A = ⋃
F0⊂E⊂F̃

E∣F endl.

AE

ist und für jede Körperkette F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ mit E∣F endlich Galois ist H1(E∣F) =

H1(GE∣F,AE) = 0.

Ist nun (G,A) eine Körperformation und F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ E′ ⊂ F̃ eine Körperkette mit
E′∣F und E∣F endlich Galois, so ist GE∣F ≅ GE′∣F/GE′∣E und AE = AGE = (AGE′)GE/GE′ = A

GE′ ∣E
E′ .

Daher haben wir die Sequenz

1Ð→ H2(E∣F)
inf2
ÐÐ→ H2(E′∣F)

res2
ÐÐ→ H2(E′∣E)

von abelschen Gruppen, welche nach Lemma 2.19 sogar exakt ist.

Definition 4.2. Sei (G,A) eine Körperformation und F0 ⊂ F ⊂ F̃ ein Zwischenkörper.
Wir setzen

H2(F̃∣F) ∶= lim
Ð→

E

H2(E∣F)

als den induktiven Limes des induktiven Systems (H2(E∣F), inf2 ∶ H2(E∣F)↪ H2(E′∣F)),
wobei E alle Zwischenkörper F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ durchläuft, sodass E∣F Galois ist.

31



Da alle Inflationsabbildungen injektiv sind, kann man leicht zeigen, dass auch die
kanonischen Einbettungen

H2(E∣F) can
↪ H2(F̃∣F) = lim

Ð→
E

H2(E∣F)

injektiv sind. Daher schreiben wir einfach H2(F̃∣F) =⋃
E

H2(E∣F).

Definition 4.3. Eine Klassenformation ist eine Körperformation (G,A) mit der folgen-
den Eigenschaft: Für jede Körperkette F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ mit E∣F endlich Galois existiert
ein Isomorphismus

invE∣F ∶ H2(E∣F) ∼
Ð→

1
[E ∶ F]

Z/Z

von abelschen Gruppen, sodass

(a) Für jede Körperkette F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ E′ ⊂ F̃ mit E′∣F und E∣F endlich Galois ist
invE∣F = invE′∣F∣H2(E∣F)

, wobei H2(E∣F) ⊂ H2(E′∣F) via inf2 eingebettet wird;

(b) Für jede Körperkette F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ E′ ⊂ F̃ mit E′∣F endlich Galois ist das Diagramm

H2(E′∣F)
invE′ ∣F //

res2

��

1
[E′∶F]Z/Z

⋅[E∶F]
��

H2(E′∣E)
invE′ ∣E // 1

[E′∶E]Z/Z

kommutativ.

Die Abbildung invE∣F bezeichnet man dabei als Invariantenabbildung von E∣F.

Man beachte, dass für eine Klassenformation die Eigenschaft a) aus Definition 4.3
zu einem injektiven Gruppenhomomorphismus

invF ∶ H2(F̃∣F) =⋃
E

H2(E∣F)
invE∣F∼
ÐÐ→⋃

E

1
[E ∶ F]

Z/Z↪ Q/Z

führt.

Definition 4.4. Sei (G,A) eine Klassenformation und F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ eine Körperkette
mit E∣F endlich Galois. Das eindeutig bestimmte Element

uE∣F ∶= inv−1
E∣F (

1
[E ∶ F]

+Z) ∈ H2(E∣F)

heißt Fundamentalklasse von E∣F.
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Satz 4.5. Sei (G,A) eine Klassenformation und F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ eine Körperkette mit E∣F
endlich Galois. Dann ist

uE∣F∪∶Hq(GE∣F,Z)Ð→ Hq+2(E∣F)
δz→ uE∣F ∪ δ

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen für alle q ∈Z.

Beweis. [Ne2], Hauptsatz 1.7, Seite 78. �

Korollar 4.6. Sei (G,A) eine Klassenformation und F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ eine Körperkette mit E∣F
endlich Galois. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

ϑE∣F ∶ Gab
E∣F z→ AF/NE∣FAE ,

wobei NE∣F ∶= NGE∣F .

Beweis. ϑE∣F ist eindeutig durch das kommutative Diagramm

H−2(GE∣F,Z)
∼

uE∣F∪
//

≀
��

H0(E∣F)

id
��

Gab
E∣F ϑE∣F

// AF/NE∣FAE

definiert. Dabei handelt es sich bei dem linken vertikalen Homomorphismus nach
Lemma 2.14 (ii) und dem oberen horizontalen Homomorphismus nach Satz 4.5 um
Isomorphismen. �

Definition 4.7. Es sei die Situation aus Korollar 4.6 gegeben.

(i) ϑ−1
E∣F ∶ AF/NE∣FAE

∼
Ð→ Gab

E∣F ist der sogenannte Reziprozitätsisomorphismus der end-
lichen Galoiserweiterung E∣F.

(ii) (⋅ ,E∣F)∶AF
can
Ð→ AF/NE∣FAE

ϑ−1
E∣F
ÐÐ→ Gab

E∣F ist das sogenannte Normrestsymbol der end-
lichen Galoiserweiterung E∣F.

Mit dem folgenden Lemma möchten wir zeigen, dass eine gewisse Verbindung
zwischen dem Normrestsymbol und der Invariantenabbildung besteht.

Lemma 4.8. Sei (G,A) eine Klassenformation, F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F̃ eine Körperkette mit E∣F
endlich Galois, a ∈ AF und ā ∶= a + NE∣FAE ∈ H0(E∣F). Dann gilt für jeden Charakter χ ∈

χ(GE∣F) = H1(GE∣F,Q/Z):

χ((a,E∣F)) = invE∣F(ā ∪ δ1(χ)) ∈
1

[E ∶ F]
Z/Z ⊂ Q/Z ,

wobei δ1 ∶ H1(GE∣F,Q/Z)
∼
Ð→ H2(GE∣F,Z) der Verbindungshomomorphismus aus Lemma 2.14

(i) ist.

33



Beweis. [Ne2], Lemma 1.10, Seite 78. �

Definition 4.9. Sei (G,A) eine Körperformation und F0 ⊂ F ⊂ F̃ eine Körperkette. Eine
Untergruppe I ≤ AF heißt Normengruppe, falls ein Zwischenkörper F ⊂ E ⊂ F̃ mit E∣F
endlich Galois und I = NE∣FAE existiert.

Satz 4.10. Sei (G,A) eine Klassenformation und F0 ⊂ F ⊂ F̃ ein Zwischenkörper. Dann ist
die Abbildung

{F ⊂ E ⊂ F̃ mit E∣F endl. abelsch}→ {Normenuntergruppen I ≤ AF}

E↦ IE ∶= NE∣FAE

eine inklusionsumkehrende Bijektion

Beweis. [Ne2], Satz 1.14, Seite 82. �

4.2 Hauptsatz der lokalen Klassenkörpertheorie

Es sei E∣F eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist sowohl die additive Gruppe
(E,+), als auch die multiplikative Gruppe (E∗, ⋅) auf kanonische Weise ein GE∣F-Modul.

Satz 4.11 (Hilbert-Noether). Es gilt H1(GE∣F,E∗) = 0.

Beweis. [Ne2], Satz 2.2, Seite 85. �

Das gesamte Kapitel 2 über Kohomologiegruppen und Abschnitt 4.1 über Klassen-
formationen richtete sich nach dem Buch [Ne2]. Als nächstes möchten wir gerne die
unverzweigten Erweiterungen E∣F untersuchen und auch dabei der Vorgehensweise
von [Ne2] folgen. Es sei allerdings angemerkt, dass die folgenden Resultate in [Ne2]
nur für den Fall char(F) = 0 bewiesen werden, obwohl diese auch in allgemeiner Form
gelten, ohne Bedingungen an die Charakteristik von F zu stellen. Daher sei für den
Fall char(F) ≠ 0 an das Buch [Ser] verwiesen, welches ebenfalls zu den folgenden
Resultaten kommt, allerdings mit einer anderen Herangehensweise als der Unseren.

Sei nun E∣F eine endliche, unverzweigte Erweiterung von lokalen Körpern, sowie
v̄2 ∶ H2(GE∣F,E∗) → H2(GE∣F,Z) der durch v ∶= vE ∶ E∗ → Z induzierte Gruppenhomo-
morphismus. Des Weiteren sei δ1 ∶ H1(GE∣F,Q/Z) → H2(GE∣F,Z) der durch die exakte
Sequenz 0 → Z → Q → Q/Z → 0 induzierte Verbindungshomomorphismus und wir
definieren den Gruppenhomomorphismus

ϕ∶χ(GE∣F) = H1(GE∣F,Q/Z)Ð→
1

[E ∶ F]
Z/Z

χz→ χ(ϕE∣F),
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wobei ϕE∣F der in Satz 1.33 definierte Frobeniusautomorphismus von E∣F ist. Wie man
in [Ne2] auf Seite 93 genauer nachlesen kann, handelt es sich bei v̄2, δ1 und ϕ sogar
um Gruppenisomorphismen.

Definition 4.12. Ist E∣F eine unverzweigte Erweiterung von lokalen Körpern, so sei

invE∣F ∶ H2(GE∣F,E∗)
∼
Ð→

1
[E ∶ F]

Z/Z

der durch invE∣F ∶= ϕ ○ δ−1
1 ○ v̄2 definierte Isomorphismus.

Satz 4.13. Sei F0 ein lokaler Körper, F̃ ∶= F0
nr die maximal unverzweigte Erweiterung von F0,

G ∶= Gal(F̃∣F0) und A ∶= F̃∗. Dann ist (G,A) eine Klassenformation mit den Invariantenab-
bildungen aus 4.12.

Beweis. [Ne2], Satz 4.6, Seite 94. �

Korollar 4.14. Es seien alle Notationen wie zuvor in Satz 4.13. Dann ist

H2(F0
nr
∣F0) = ⋃

F0⊂F⊂F0
nr

F∣F0 endlich

H2(Gal(F∣F0),F∗) = ⋃
F0⊂F⊂F0

nr

F∣F0 endlich

H2(F∣F0)

isomorph zu Q/Z und zwar durch den nach Definition 4.3 eingeführten Homomorphismus
invF0 ∶ H2(F0

nr
∣F)↪ Q/Z.

Beweis. Injektivität folgt bereits aus der Bemerkung nach Definition 4.3. Für die Sur-
jektivität beachte man, dass Q/Z = ⋃n∈N

1
nZ/Z und es nach Satz 1.34 für jedes n ∈ N

genau eine unverzweigte Erweiterung Fn∣F vom Grad n gibt. Aufgrund der Definition
von invF0 und da

invFn∣F0(H2(Fn∣F0)) =
1

[Fn ∶ F0]
Z/Z =

1
n
Z/Z ,

folgt die Surjektivität von invF0 . �

Definition 4.15. Sei F0 ein lokaler Körper und F0
sep der separable Abschluss von F0.

Dann definieren wir

Br(F0) ∶= H2(F0
sep

∣F0) = ⋃
F0⊂F⊂F0

sep

F∣F0 endl. Galois

H2(Gal(F∣F0),F∗)

als die sogenannte Brauergruppe von F0.

Satz 4.16. Sei F0 ein lokaler Körper, F0
sep der separable Abschluss, sowie F0 ⊂ F ⊂ E ⊂ F0

sep

eine Körperkette mit F∣F0 endlich und E∣F endlich Galois. Ist Fn∣F die eindeutige unverzweigte
Erweiterung von F vom Grad n ∶= [E ∶ F], so stimmen die beiden Gruppen H2(E∣F) und
H2(Fn∣F) als Untergruppen von H2(F0

sep
∣F) überein.
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Beweis. In [Ne2], Satz 5.2 auf Seite 99 wird der allgemeinere Fall mit einem algebrai-
schen Abschluss von F0 bewiesen. �

Korollar 4.17. Sei F0 ein lokaler Körper, dann ist

Br(F0) = H2(F0
sep

∣F0) = H2(F0
nr
∣F0) ≅ Q/Z .

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 4.16 und Korollar 4.14. �

Definition 4.18. Sei E∣F eine endliche Galoiserweiterung von lokalen Körpern wie in
Satz 4.16. Dann definieren wir

invE∣F ∶ H2(E∣F) = H2(Fn∣F)
invFn ∣F∼
ÐÐÐ→

1
[Fn ∶ F]

Z/Z =
1

[E ∶ F]
Z/Z .

Satz 4.19 (Hauptsatz der lokalen Klassenkörpertheorie).
Sei F0 ein lokaler Körper, G ∶= Gal(F0

sep
∣F0) und A ∶= (F0

sep
)∗. Dann ist (G,A) eine Klassen-

formation mit den Invariantenabbildungen wie in Definition 4.18.

Beweis. Einen Beweis findet man in [Ne2], Satz 5.6 auf Seite 101. Auch hier sei wieder
angemerkt, dass der Beweis für einen algebraischen Abschluss F0 von F0 und A = (F0)

∗

gezeigt wird, aber in völliger Analogie für A ∶= (F0
sep

)∗ gilt. �
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5 Der Ring der Wittvektoren
Bisher haben wir zu einem diskret bewertetem Körper (F,v) mit Hilfe der diskreten
Bewertung den Restklassenkörper kF konstruiert. In diesem Kapitel stellen wir uns
die Frage, ob man zu einem vorgegebenem Körper k der Charakteristik p > 0 einen
diskret bewerteten Körper F konstruieren kann, welcher als Restklassenkörper kF = k
besitzt. Man sieht sofort, dass F = k((t)) ein solcher Körper ist und char(F) = p > 0 gilt.
Finden wir auch einen Körper F mit char(F) = 0?

5.1 Cohen-Ringe

Für das gesamte Kapitel sei p eine positive Primzahl und k ein Körper der Charakte-
ristik p.

Definition 5.1. Ein p-Cohen-Ring für k ist ein vollständiger, diskreter Bewertungsring
C mit maximalem Ideal pC und Restklassenkörper C/pC ≅ k.

Wir haben bereits in Beispiel 1.18 gesehen, dass Zp ein p-Cohen-Ring für Fp ist.

Lemma 5.2. Es sei C ein p-Cohen-Ring für den Körper k. Dann ist

C′ ∶= {∑
n∈Z

cntn ∣ cn ∈ C, lim
n→−∞

v(cn) =∞}

ein p-Cohen-Ring für k((t)). Besitzt zudem C einen Frobenius-Lift ϕ, so besitzt auch C′ einen
Frobenius-Lift.

Beweis. Wir müssen zunächst einmal zeigen, dass es sich bei C′ überhaupt um einen
Ring handelt. Die Addition auf C′ ist dabei komponentenweise definiert und die
Multiplikation durch

(∑
n∈Z

cntn) ⋅ (∑
m∈Z

dmtm) ∶=∑
l∈Z

(∑
k∈Z

ckdl−k) tl .

Dabei ist ∑k∈Z ckdl−k = ∑k≥0 ckdl−k +∑k<0 ckdl−k mit limk→±∞ ckdl−k = 0. Aufgrund der Voll-
ständigkeit von C konvergieren die beiden Reihen in C und somit ist ∑k∈Z ckdl−k ∈ C
für alle l ∈Z. Außerdem ist wegen

v(∑
k∈Z

ckdl−k) ≥ min
k∈Z

{v(ck) + v(dl−k)} ,
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limk→−∞ v(ck) =∞ und limk→∞ v(dl−k) =∞ auch wieder liml→−∞ v(∑k∈Z ckdl−k) =∞. Also
ist die Multiplikation wohldefiniert und damit C′ ein Ring.

Man betrachte nun den wohldefinierten, surjektiven Ringhomomorphismus

ρ∶C′ Ð→ k((t)), ∑
n∈Z

cntn z→ ∑
n∈Z

(cn + pC)tn .

Dann ist ker(ρ) = pC′, also C′/pC′ ≅ k((t)) und somit insb. pC ein maximales Ideal von
C′.

Als nächstes definieren wir die Abbildung v′∶C′ →N∪{∞},∑n∈N cntn ↦minn∈Z{v(cn)},
für die gilt:

v′(∑
n∈Z

cntn) = m⇔ ∀n ∈Z ∶ v(cn) ≥ m und ∃n0 ∈Zmit v(cn0) = m

⇔ ∀n ∈Z ∶ cn ∈ pmC und ∃n0 ∈Zmit cn0 ∈ pmC/pm+1C
⇔ ∑

n∈Z
cntn ∈ pmC′/pm+1C′ .

Also handelt es sich bei v′ um die p-adische Bewertung auf C′.

Ein weiterer Punkt, der noch zu zeigen bleibt, ist, dass C′ bzgl. der p-adischen Topo-
logie vollständig ist. Sei deshalb mit f (n) ∶= ∑m∈Z c(n)

m tm ∈ C′ eine Cauchyfolge gegeben.
Für i ≥ 0 sei entsprechend Ni ∈N, sodass für alle n ≥ Ni:

i ≤ v′ ( f (n) − f (n+1)) = min
m∈Z

{v (c(n)
m − c(n+1)

m )} . (∗)

Fixieren wir nun ein m ∈ Z, so folgt aus (∗), dass für alle n ≥ Ni: i ≤ v(c(n)
m − c(n+1)

m ).
Also ist (c(n)

m )n≥0 eine Cauchyfolge in C und es existiert ein cm ∶= limn→∞ c(n)
m ∈ C, da C

vollständig ist. Wir setzen f ∶= ∑m∈Z cmtm.

Behauptung 1: f ∈ C′, d.h. limm→−∞ cm = 0.
Für i,Ni ∈N wie zuvor wählen wir M ≥ Ni, sodass für alle m ≥ M: c(Ni)

m ∈ piC. Ist nun
n ≥ M, so erhält man aus (∗)

c(Ni)
m − c(n)

m = c(Ni)
m − c(Ni+1)

m + . . . + c(n−1)
m − c(n)

m ∈ piC .

Also ist c(n)
m = c(Ni)

m − (c(Ni)
m − c(n)

m ) ∈ piC und damit cm = limn→∞
n≥M

c(n)
m ∈ piC für alle

m ≥ M, da piC abgeschlossen ist. Die Abgeschlossenheit von piC sieht man da-
bei recht leicht, denn für eine Folge (xn)n in piC können wir ohne Einschränkung
limn→∞ xn =∶ x ≠ 0 annehmen. Dann existiert ein n ∈N mit v(x − xn) > v(x) und es gilt
bereits v(x) = min{v(xn),v(x − xn)} = v(xn) ≥ i.
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Behauptung 2: f = limn→∞ f (n) in C′ für die p-adische Topologie.
Seien wieder i,Ni ∈N,n ≥ Ni wie in (∗), sowie n′ ≥ n und m ∈Z. Dann ist v(c(n)

m −c(n′)
m ) =

v(c(n)
m − c(n+1)

m + . . .+ c(n′−1)
m − c(n′)

m ) ≥ i, d.h. c(n)
m − c(n′)

m ∈ piC. Da n′ ≥ n beliebig war und piC
abgeschlossen ist, ist c(n)

m − cm ∈ piC für alle n ≥ Ni und m ∈ Z. Also gilt f (n) − f ∈ piC′

für alle n ≥ Ni, was nichts anderes bedeutet, als dass f (n) p-adisch gegen f konvergiert.

Als nächstes möchten wir gerne (C′)∗ = C′/pC′ zeigen. Sei deshalb f ∈ C′ mit f ∉

pC′ = ker(ρ), d.h. ρ( f ) ≠ 0. Aufgrund der Surjektivität von ρ und da k((t)) ein Körper
ist, existiert ein g ∈ C′ mit 1 = ρ( f )ρ(g) = ρ( f g). Damit ist f g = 1 − ph für ein h ∈ C′.
Da aber 1 − ph ∈ (C′)∗ ist mit Inversem ∑

∞
i=0(ph)i, ist auch f eine Einheit in C′ mit

f −1 = g∑∞
i=0(ph)i.

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass es sich bei C′ auch um einen Hauptideal-
ring handelt. Wie wir zuvor schon gesehen haben, ist für ein f ∈ C′/{0} die p-adische
Bewertung wegen ⋂n≥0 pnC′ = 0 gegeben durch v′( f ) = max{ j ∈ N0 ∣ f ∈ p jC′}. Man
sieht recht leicht, dass dann ein Ideal I ⊂ C′ mit I ≠ 0 gegeben ist durch I = p jC′, wobei
j ∶= min{v( f ) ∣ f ∈ I}.
Also handelt es sich bei C′ tatsächlich um einen p-Cohen-Ring für k((t)).

Ist schließlich noch ϕ∶C → C eine Frobenius-Lift, so impliziert Lemma 7.6 weiter
unten, wobei man W durch C und F durch ϕ ersetzen muss, dass auch C′ einen
Frobenius-Lift besitzt. �

Satz 5.3. p-Cohen-Ringe sind bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Wa], theorem 22.11 auf Seite 191. �

5.2 Wittvektoren

Wie zuvor sei durch p > 0 eine Primzahl fixiert. Die folgenden Ausführungen orien-
tieren sich größtenteils an [Sch].

Definition 5.4. Für n ∈N0 definieren wir durch

Φn(X0,X1, . . . ,Xn) ∶=
n

∑
i=0

piXpn−i

i ∈Z[X0,X1, . . .]

das sogenannte n-te Wittpolynom.

Definition 5.5. Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 1A. Es ist AN0 ∶=∏n≥0 A
bzgl. der komponentenweisen Operationen ein Ring und wir definieren die Abbil-
dungen
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• fA∶AN0 → AN0 , (a0, a1, . . .)↦ (a1, a2, . . .);

• vA∶AN0 → AN0 , (a0, a1, . . .)↦ (0,p ⋅ a1,p ⋅ a2, . . .);

• Φn∶AN0 → A, (a0, a1, . . .)↦ Φn(a0, . . . , an);

• ΦA∶AN0 → AN0 , (a0, a1, . . .)↦ (Φn(a0, . . . , an))n≥0.

Lemma 5.6. Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 1A.

(i) Ist p ⋅ 1A kein Nullteiler, so ist ΦA injektiv.

(ii) Ist p ⋅ 1A ∈ A∗, so ist ΦA bijektiv.

Beweis. [Sch], Lemma 5.3 auf Seite 21. �

Satz 5.7. Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 1A und ϕ∶A→ A ein Ringhomomor-
phismus mit ϕ(x) ≡ xp mod pA für alle x ∈ A. Dann ist A′ ∶= im(ΦA) ein Unterring von
AN0 mit vA(A′) ⊂ A′, fA(A′) ⊂ A′ und A′ selbst ist gegeben durch

A′ = {(un)n≥0 ∈ AN0 ∣ ∀n ≥ 0 ∶ ϕ(un) ≡ un+1 mod pn+1A} .

Beweis. [Sch], Satz 5.5 auf Seite 22. �

Wir betrachten nun den Polynomring A ∶= Z[X0,X1, . . . ,Y0,Y1, . . .] in unendlich
abzählbar vielen Variablen X0,Y0,X1,Y1, . . . über Z. Des Weiteren definieren wir den
Ringhomomorphismus

ϕ∶A→ A, ϕ( f (X0,X1, . . . ,Y0,Y1, . . .)) ∶= f (Xp
0,X

p
1, . . . ,Y

p
0,Y

p
1, . . .).

In A ist die Multiplikation mit p offensichtlich injektiv und A/pA = Fp[X0,X1, . . . ,Y0,Y1, . . .].
Da die Abbildung (x ↦ xp)∶Fp → Fp die Identität ist, haben wir ϕ( f ) ≡ f p mod pA
und somit die Voraussetzungen von Satz 5.7 erfüllt.

Satz 5.8. Sei A = Z[X0, . . . ,Y0, . . .], sowie X ∶= (X0,X1, . . .) ∈ AN0 und Y ∶= (Y0,Y1, . . .) ∈
AN0 . Dann gilt:

(i) Es existieren eindeutig bestimmte S = (Sn)n≥0, P = (Pn)n≥0, I = (In)n≥0 und F = (Fn)n≥0

in AN0 , sodass

• ΦA(S) = ΦA(X) +ΦA(Y) ;

• ΦA(P) = ΦA(X) ⋅ΦA(Y);

• ΦA(I) = −ΦA(X);

• ΦA(F) = fA(ΦA(X));

(ii) Sn,Pn ∈Z[X0, . . . ,Xn,Y0, . . . ,Yn], In ∈Z[X0, . . . ,Xn] und Fn ∈Z[X0, . . . ,Xn+1];
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(iii) ∀n ≥ 0 ∶ Fn ≡ Xp
n mod pA.

Beweis. [Sch], Seite 23. �

Mittels der Definition von ΦA und der Eindeutigkeit in Satz 5.8 (i) sieht man sofort,
dass S0 = X0 +Y0, P0 = X0 ⋅Y0, I0 = −X0 und F0 = Xp

0 + pX1 gelten muss.

Definition 5.9. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B. Wir setzen
W(B) ∶= BN0 und definieren zwei Operationen ⊞ und ⊡ auf W(B) wie folgt:

• (an)n≥0 ⊞ (bn)n≥0 ∶= (Sn(a0, a1, . . . , b0, b1, . . .)n≥0;

• (an)n≥0 ⊡ (bn)n≥0 ∶= (Pn(a0, a1, . . . , b0, b1, . . .)n≥0

für (an)n≥0, (bn)n≥0 ∈ W(B). Des Weiteren setzen wir 0W(B) ∶= (0B,0B, . . .) und 1W(B) ∶=
(1B,0B,0B, . . .).

Satz 5.10 (Witt). Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B.

(i) (W(B),⊞,⊡) aus Definition 5.9 ist ein kommutativer Ring mit Nullelement 0W(B),
Einselement 1W(B) und (In(b0, b1, . . .))n≥0 als additivem Inversen von (bn)n≥0.

(ii) Die Abbildung ΦB ∶ W(B) → BN0 , (bn)n≥0 ↦ (Φn(b0, . . . , bn))n≥0 ist ein Ringhomomor-
phismus. Insbesondere ist Φm ∶ W(B) → B, (bn)n≥0 ↦ Φm(b0, . . . , bm) für alle m ≥ 0 ein
Ringhomomorphismus.

(iii) Für jeden Ringhomomorphismus ρ∶B1 → B2 von kommutativen Ringen mit Einselement
ist

W(ρ)∶W(B1)→W(B2), (bn)n≥0 ↦ (ρ(bn))n≥0,

ein Ringhomomorphismus.

Beweis. [Sch], Satz 5.9, Seite 25. �

Definition 5.11. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B.

(i) (W(B),⊞,⊡) nennt man den Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in B.

(ii) Die Abbildung F∶W(B) → W(B), (bn)n≥0 ↦ (Fn(b0, b1, . . .))n≥0 ist der sogenannte
Frobenius.

(iii) Die Abbildung V∶W(B)→W(B), (b0, b1, . . .)↦ (b1, b2, . . .) ist die sogenannte Ver-
schiebung.

Lemma 5.12. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B.

(i) F∶W(B)→W(B) ist ein Ringhomomorphismus.

(ii) V∶W(B)→W(B) ist ein Homomorphismus von additiven Gruppen.
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(iii) (F ○V)(b) = p ⋅ b = b ⊞ . . . ⊞ b
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

p−mal

für alle b ∈ W(B).

(iv) V(a ⊡ F(b)) = V(a) ⊡ b für alle a, b ∈ W(B).

(v) F(b) ≡ bp = b ⊡ . . . ⊡ b
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

p−mal

mod pW(B) für alle b ∈ W(B).

Beweis. [Sch], Satz 5.11 auf Seite 26. �

Definition 5.13. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B. Für m ≥ 0
setzen wir Vm(B) ∶= im(Vm) = {(bn)n≥0 ∣ b0 = . . . = bm−1 = 0}. Wegen Lemma 5.12 sind
Vm(B) Ideale von W(B). Man bezeichnet mit Wm(B) ∶= W(B)/Vm(B) den Ring der
Wittvektoren der Länge m.

Lemma 5.14. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B.

(i) Für jedes m ≥ 1 und jedes (bn)n≥0 ∈ W(B) gilt

(bn)n≥0 = (b0, b1, . . . , bm−1,0, . . .) ⊞ (0, . . . ,0, bm, bm+1, . . .).

(ii) Die Abbildung ((b0, . . . , bm−1)↦ (b0, b1, . . . , bm−1,0, . . .)⊞Vm(B))∶Bm →Wm(B) ist für
jedes m ≥ 1 eine mengentheoretische Bijektion.

(iii) Mittels der Identifikation in (ii) und der Verschiebung V∶W(B) → W(B) erhält man
einen wohldefinierten Homomorphismus

V∶Wm−1(B)→Wm(B), (b0, . . . , bm−2)↦ (0, b0, . . . , bm−2) .

(iv) W(B) ist vollständig und separiert bzgl der durch (Vm(B))m≥0 definierten Topologie.

Beweis. (i) & (ii) werden in [Sch], Lemma 5.14 auf Seite 26 bewiesen und (iii) ist trivial
nach der Definition von V. Für (iv) genügt es nach Satz 1.15 zu zeigen, dass die
kanonische Abbildung

g∶W(B)→ lim
←Ð
m≥0

W(B)/Vm(B), b↦ (b ⊞Vm(B))m≥0,

bijektiv ist. Die Injektivität sieht man dabei aber sofort, da

ker(g) = ⋂
m≥0

Vm(B) = {(bn)n≥0 ∈ W(B) ∣ bn = 0∀n ≥ 0} = 0.

Für die Surjektivität sei ((b(m)
0 , b(m)

1 , . . .) ⊞ Vm(B))m≥0 ∈ lim
←Ðm≥0

Wm(B). Nach Definition
des projektiven Limes gilt dann

(b(m)
0 , b(m)

1 , . . .) ⊞Vn(B) = (b(n)
0 , b(n)

1 , . . .) ⊞Vn(B) für alle n ≤ m.
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Aus Teil (ii) erhalten wir dann schließlich b(n)
j = b(m)

j für alle 0 ≤ j < n ≤ m. Daher ist

wegen (i) entsprechend g(b) = ((b(m)
0 , b(m)

1 , . . .) ⊞Vm(B))m≥0 mit b ∶= (b(m+1)
m )m≥0 ∈ W(B)

und deshalb g surjektiv. �

Lemma 5.15. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1B.

(i) Es gilt W1(B) ≅ B.

(ii) Die Abbildung τ∶B→W(B), b↦ τ(b) ∶= (b,0,0, . . .) ist multiplikativ.

Die in (ii)definierte Abbildung heißt Teichmüller-Lift und wir nennenτ(b0) einen Teichmüller-
Repräsentant von b ⊞V1(B) für b = (b0, b1, . . .) ∈ W(B).

Beweis. Für (i) betrachte man den surjektiven Ringhomomorphismus Φ0∶W(B) →

B, (bn)n≥0 ↦ Φ0((bn)n≥0) = b0, mit ker(Φ0) = V1(B), welcher entsprechend einen Iso-
morphismus W1(B) ≅ B induziert. Die Multiplikativität in (ii) wird in [Sch], Lemma
5.16 auf Seite 27 bewiesen. �

Wir sagen, dass ein kommutativer Ring B mit Einselement 1B die Charakteristik p
hat, falls p ⋅1B = 0 gilt in B. In diesem Fall ist (b↦ bp)∶B→ B ein Ringhomomorphismus.
Wir nennen B zudem perfekt, falls dieser bijektiv ist.

Satz 5.16. Hat B die Charakteristik p, so gilt:

(i) Für b = (bn)n≥0 ∈ W(B) ist F(b) = (bp
n)n≥0 und p ⋅ b = (F ○ V)(b) = (V ○ F)(b) =

(0, bp
0, b

p
1, . . .);

(ii) Der Ringhomomorphismus

W(B)→ lim
←Ð
k≥1

W(B)/pkW(B), b↦ (b ⊞ pkW(B))k≥1

ist bijektiv;

(iii) Vm(B) ⊡Vn(B) ⊂ Vm+n(B) für alle n,m ≥ 0;

(iv) pkW(B) ⊂ V1(B)
k
⊂ pk−1W(B) für alle k ≥ 1.

Beweis. (i) folgt direkt aus Satz 5.8 (iii) und Lemma 5.12 (iii). Einen ausführlichen
Beweis der restlichen Punkte findet man in [Sch], Satz 5.19 auf Seite 28. �

Satz 5.17. Ist B ein perfekter Ring der Charakteristik p, so gilt:

(i) Für b = (bn)n≥0 ∈ W(B) und m ≥ 1 ist

b ⊞Vm(B) =
m−1

∑
i=0

piτ(bp−i

i ) ⊞Vm(B);
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(ii) Vm(B) = pmW(B) = V1(B)m für alle m ∈N0.

Beweis. [Sch], Satz 5.20 auf Seite 30. �

Satz 5.18. Sei B ein Körper der Charakteristik p, dann gilt:

(i) W(B) ist ein Integritätsbereich mit genau einem maximalem Ideal, nämlich V1(B);

(ii) Der Ringhomomorphismus

W(B)→ lim
←Ð
k≥1

W(B)/V1(B)k, b↦ (b ⊞V1(B)k)k≥1

ist bijektiv, d.h. W(B) ist vollständig und separiert bzgl. der V1(B)-adischen Topologie;

(iii) Ist B zudem perfekt, so ist W(B) ein vollständiger, diskreter Bewertungsring mit ma-
ximalem Ideal pW(B) und Restklassenkörper B. Für jedes b = (bn)n≥0 ∈ W(B) gilt
außerdem

b =
∞
∑
n=0

pnτ(bp−n

n ) ∈ W(B).

Beweis. [Sch], Satz 5.22 auf Seite 31. �

Lemma 5.19. Ist B ein Körper der Charakteristik p, so hat der Quotientenkörper von W(B)

die Charakteristik 0.

Beweis. Angenommen char(Quot(W(B))) = l für eine Primzahl l > 0. Dann müsste
wegen B ≅ W(B)/V1(B) aber auch l ⋅ B = 0 gelten und dementsprechend bereits l = p
sein. Das ist aber ein Widerspruch zu p ⋅ 1W(B) = (0,1,0, . . .) ≠ 0W(B) nach Satz 5.16
(i). �

Satz 5.20 (Eindeutigkeit von Wittvektoren). Sei (R,m) ein vollständiger, diskreter Bewer-
tungsring mit perfektem Restklassenkörper k der Charakteristik p > 0. Dann gilt:

(i) Es existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus γ∶W(k)→ R mit γ(x) ≡ x0 mod m
für alle x = (xn)n≥0 ∈ W(k);

(ii) γ ist stetig und erfülltγ((xn)n≥0) = ∑
∞
n=0 pns(xp−n

n ) für alle (xn)n≥0 ∈ W(k), wobei s∶ k → R
die in Lemma 1.22 definierte Abbildung ist;

(iii) Ist p ⋅ 1R ≠ 0, so ist γ injektiv;

(iv) Gilt sogar m = p ⋅R, so ist γ bijektiv;

Beweis. [Sch], Satz 6.3 & Korollar 6.4 auf den Seiten 34-35. �
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Korollar 5.21. Sei k = Fpn der endliche Körper mit pn Elementen, d.h. insbesondere ist
char(k) = p und k ist perfekt. Dann ist Quot(W(Fpn)) die eindeutige unverzweigte Erwei-
terung von Qp vom Grad n und Bewertungsring W(Fpn). Insbesondere ist damit W(Fp) ≅

Zp ≅ OQp .

Beweis. Qp ist ein lokaler Körper mit diskretem Bewertungsring Zp und Restklassen-
körper Fp. Sei Kn∣Qp die eindeutige unverzweigte Erweiterung vom Grad n. Ist kKn der
Restklassenkörper von Kn, so muss wegen [kKn ∶ Fp] = [kKn ∶ kQp] = [Kn ∶ Qp] = n be-
reits kKn = Fpn gelten. Aufgrund der Unverzweigtheit von Kn∣K ist pOKn das maximale
Ideal des vollständigen diskreten Bewertungsrings OKn . Also haben wir sowohl mit
OKn , als auch W(Fpn) einen vollständigen diskreten Bewertungsring mit Uniformisie-
rer p und Restklassenkörper Fpn gegeben. Nach Satz 5.20 ist dann W(Fpn) ≅ OKn

und daher Quot(W(Fpn)) ≅ Quot(OKn) = Kn die eindeutige unverzweigte Erwei-
terung von Qp vom Grad n. Für den Spezialfall n = 1 erhält man entsprechend
W(Fp) ≅ OK1 = OQp =Zp. �

Der Einfachheit halber schreiben wir zukünftig nur noch + und ⋅ anstatt ⊞ und ⊡.
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6 Fontaines Kategorienäquivalenz für
lokale Körper der Charakteristik p

In diesem Kapitel möchten wir die Kategorienäquivalenz von Fontaine untersuchen,
welche im Wesentlichen aussagt, dass für bestimmte Körper E die Kategorie der ste-
tigen Zp-linearen Darstellungen der Galoisgruppe Gal(Esep∣E) mit der Kategorie der
etalen ϕ-Moduln über dem Ring OE übereinstimmt. Um diese Äquivalenz verstehen
zu können, müssen wir zunächst alle nötigen Begrifflichkeiten erklären.

Wir fixieren für das gesamte Kapiel einen vollständigen diskret bewerteten Körper E
der Charakteristik p > 0 mit perfektem Restklassenkörper k. In Satz 1.22 haben wir
bereits gesehen, dass dann E ≅ k((t)) gilt.

Mit W ∶= W(k) bezeichnen wir den Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in k,
welcher nach Satz 5.18 ein p-Cohen-Ring für k ist. Des Weiteren sei durch F∶W → W
wie gewohnt der Frobenius auf W definiert.

In Lemma 5.2 haben wir bereits gezeigt, dass

OE ∶= {∑
n∈Z

antn ∣ an ∈ W, lim
n→−∞

an = 0}

ein p-Cohen-Ring von E ≅ k((t)) ist und es einen Frobenius-Lift ϕ∶OE → OE gibt, wel-
cher F∶W →W fortsetzt. Damit ist E ∶= Quot(OE) ein vollständiger diskret bewerteter
Körper der Charakteristik 0 mit Restklassenkörper E = OE/pOE .

Wie bereits zuvor bezeichnen wir mit Enr die maximal unverzweigte Erweiterung
von E , was nach Satz 1.30 wieder ein diskret bewerteter Körper mit Uniformisierer p
ist. Außerdem ist Enr∣E Galois mit Galoisgruppe Gal(Enr∣E) ≅ Gal(Esep∣E) =∶ GE. Unter
dieser Identifikation können wir also eine GE-Operation auf Enr definieren.

Da Enr im Allgemeinen nicht vollständig ist, betrachten wir mit Ĕ ∶= Ênr die nach
Satz 1.12 gegebene Vervollständigung von Enr mit diskretem Bewertungsring OĔ =

OÊnr = ÔEnr . Nach Lemma 1.31 lässt sich der Frobenius-Lift ϕ∶OE → OE auf eindeutige
Weise zu einem Frobenius-Lift auf OEnr bzw. OĔ fortsetzen.
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Für ein σ ∈ GE ≅ Gal(Enr∣E) ist die Einschränkung σ∶OEnr → OEnr ein Ringhomomor-
phismus und damit trivialerweise stetig bzgl. der p-adischen Topologie. Also lässt
sich σ auch auf die Vervollständigung von OEnr fortsetzen und wir erhalten dadurch
eine GE-Operation auf OĔ = ÔEnr .

6.1 Zp-Darstellungen und ϕ-Moduln

Definition 6.1. (i) Eine stetige Zp-lineare Darstellung der Galoisgruppe GE ist ein
endlich erzeugter Zp-Modul V, zusammen mit einer linearen und stetigen GE-
Operation GE × V → V. Dabei wird GE bzgl. der Krull-Topologie, V bzgl. der
p-adischen Topologie und GE ×V bzgl. der Produkttopologie betrachtet.

(ii) Wir bezeichnen mit Repcont.
Zp

(GE) die Kategorie der stetigenZp-Darstellungen von
GE.

(iii) Eine Zp-lineare Abbildung f ∶V1 → V2 zwischen zwei stetigen Zp-Darstellungen
V1 und V2 von GE heißt GE-Homomorphismus, falls f (σ⋅v) = σ⋅ f (v) für alle σ ∈ GE

und v ∈ V1. Wir sagen, dass V1 isomorph zu V2 ist, falls ein GE-Isomorphismus
existiert.

Neben den stetigen Zp-Darstellungen von GE wollen wir nun noch die ϕ-Moduln
über OE einführen.

Definition 6.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und ϕ∶R→ R ein Ring-
homomorphismus.

(i) Ist M ein R-Modul, so heißt eine Abbildung f ∶M→M ϕ-semilinear, falls

• f (m +m′) = f (m) + f (m′) und

• f (r ⋅m) = ϕ(r) ⋅ f (m)

für alle m,m′ ∈ M und r ∈ R.

(ii) Ein ϕ-Modul über R ist ein Paar (M, f ), bestehend aus einem R-Modul M zu-
sammen mit einer ϕ-semilinearen Abbildung f ∶M→M.

(iii) Seien (M, f ) und (N, g) jeweils ϕ-Moduln über R. Ein Homomorphismus von
ϕ-Moduln von (M, f ) nach (N, g) ist dann eine R-lineare Abbildung F∶M → N,
sodass F ○ f = g ○ F.

Sei wie in der vorherigen Definition R ein Ring mit Einselement, ϕ∶R → R ein
Ringendomorphismus und (M, f ) ein ϕ-Modul über R. Wir betrachten nun R selbst
als R-Modul via r ● s ∶= ϕ(r)s für r, s ∈ R. Man kann leicht zeigen, dass dann das
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Tensorprodukt R ⊗(R,ϕ) M ∶= R ⊗R M via r ∗ (r′ ⊗ m) ∶= rr′ ⊗ m auch wieder ein R-
Modul ist. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert zudem
eine R-lineare Abbildung

fR∶R⊗(R,ϕ) M→M, r⊗m↦ fR(r⊗m) ∶= r ⋅ f (m).

Definition 6.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, ϕ∶R → R ein Ringen-
domorphismus und (M, f ) ein ϕ-Modul über R.

(i) Die R-lineare Abbildung fR∶R⊗(R,ϕ) M→M heißt R-Linearisierung von f .

(ii) Der ϕ-Modul (M, f ) heißt etal, falls M ein endlich erzeugter R-Modul ist und es
sich bei der R-Linearisierung fR von f um eine Bijektion handelt.

(iii) Mit Φét
R bezeichnen wir die Kategorie der etalen ϕ-Moduln über R.

Lemma 6.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, ϕ∶R→ R ein Ringendomorphis-
mus und (M, f ) ein ϕ-Modul über R, dessen unterliegender R-Modul endlich erzeugt und
frei ist mit {m1, . . . ,mr} als R-Basis. Ist A f ∶= (ai j)1≤i, j≤r ∈ Rr×r die durch f (m j) = ∑

r
i=0 ai jmi

definierte Matrix, so gilt:

(M, f ) ist etal ⇔ A f ist invertierbar in Rr×r.

Beweis. Da {m1, . . . ,mr} eine R-Basis von M ist und

R⊗(R,ϕ) M ≅ R⊗(R,ϕ) (
r

⊕
i=1

R) ≅
r

⊕
i=0

(R⊗(R,ϕ) R) ≅
r

⊕
i=0

R ≅ M ,

(ri ⊗ si)1≤i≤r ↦ (riϕ(si))1≤i≤r

ist {1⊗m1, . . . ,1⊗mr} eine R-Basis von R⊗(R,ϕ) M. Außerdem ist fR(1⊗m j) = 1 ⋅ f (m j) =

∑
r
i=0 ai jmi, d.h. fR hat bzgl. der R-Basen {1⊗m1, . . . ,1⊗mr} und {m1, . . . ,mr} die gleiche

darstellende Matrix wie f . Daher gilt:

(M, f ) ist etal ⇔ fR ist bijektiv ⇔ A f ist invertierbar.

�

Von nun an sei wieder ϕ∶OE → OE ein Frobenius-Lift und ϕ∶OĔ → OĔ seine eindeu-
tige Fortsetzung auf OĔ . Man beachte, dass ϕ∶OĔ → OĔ mit allen σ ∈ Gal(Enr∣E) ≅ GE

kommutiert, da sowohl ϕ∶OĔ → OĔ , als auch σ−1 ○ϕ ○σ∶OĔ → OĔ eine Fortsetzung von
ϕ∶OE → OE ist, aber eine solche nach Lemma 1.31 eindeutig ist.

Lemma 6.5. (i) OĔ
GE = {x ∈ OĔ ∣ ∀σ ∈ GE ∶ σ(x) = x} = OE und ĔGE = E .

(ii) (OĔ)
ϕ=1 = {x ∈ OĔ ∣ ϕ(x) = x} ≅Zp und (Ĕ)ϕ=1 = Qp.
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Beweis. [Fo1], Proposition 2.29 auf Seite 34.
�

Unser Ziel ist es nun zwei Funktoren

D∶Repcont.
Zp

(GE)Ð→ Φét
OE ,

V∶Φét
OE Ð→ Repcont.

Zp
(GE)

zu konstruieren, sodass für ein V ∈ Repcont.
Zp

(GE) und M ∈ ΦOE

V(D(V)) ≅ V undD(V(M)) ≅ M

gilt.

6.2 Konstruktion von D

Wir starten mit einer stetigen Zp-Darstellung V ∈ Repcont.
Zp

(GE). Dann operiert GE auf
OĔ ⊗Zp V via σ⊗ σ für σ ∈ GE und wir setzen

D(V) ∶= (OĔ ⊗Zp V)GE = {m ∈ OĔ ⊗Zp V ∣ ∀σ ∈ GE ∶ σ ⋅m = m}.

Wir wollen nun zeigen, dass es sich beiD(V) um einen ϕ-Modul über OE und sogar
um einen etalen ϕ-Modul über OE handelt.

Zunächst einmal ist klar, dass es es sich bei OĔ ⊗Zp V via s ∗ (r ⊗ v) = sr ⊗ v, für
r, s ∈ OĔ und v ∈ V, um einen OĔ-Modul und damit wegen OE ⊂ OĔ insbesondere um
einen OE-Modul handelt. Nach Lemma 6.5 (i) ist (OĔ)

GE = OE und die GE-Operation
auf (OĔ ⊗Zp V) dementsprechend OE-linear. Also ist D(V) ∶= (OĔ ⊗Zp V)GE ein OE-
Untermodul von OĔ ⊗Zp V. Wegen Lemma 6.5 (ii) erhalten wir einen Gruppenhomo-
morphismus

ϕ⊗ id∶OĔ ⊗Zp V → OĔ ⊗Zp V .

Ist nun m = ∑i βi ⊗ vi ∈D(V) und σ ∈ GE, so gilt

σ ⋅ (ϕ⊗ id)(m) = σ ⋅ (∑
i
ϕ(βi)⊗ vi) =∑

i
σ ○ϕ(βi)⊗ σ(vi)

=∑
i
ϕ ○ σ(βi)⊗ σ(vi) = (ϕ⊗ id)(∑

i
σ(βi)⊗ σ(vi))

= (ϕ⊗ id)(σ ⋅m) = (ϕ⊗ id)(m), da m ∈D(V).
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Damit ist die Einschränkung f ∶= fD(V) ∶= ϕ⊗ id∣D(V)

∶D(V) → D(V) wohldefiniert. f
ist sogar ϕ-semilinear, denn für ein α ∈ OE und m = ∑i βi ⊗ vi ∈D(V) haben wir

f (αm) = (ϕ⊗ id)(∑
i
αβi ⊗ vi) =∑

i
ϕ(αβi)⊗ vi

=∑
i
ϕ(α)ϕ(βi)⊗ vi = ϕ(α)∑

i
ϕ(βi)⊗ vi

= ϕ(α)(ϕ⊗ id)(∑
i
βi ⊗ vi) = ϕ(α) f (m).

Also haben wir für V ∈ Repcont.
Zp

(GE) durch (D(V), f ) einen ϕ-Modul über OE konstru-
iert.

Satz 6.6. (i) Für V ∈ Repcont.
Zp

(GE) ist die natürliche Abbildung

OĔ ⊗OE D(V)→ OĔ ⊗Zp V, β⊗ (∑
i
αi ⊗ vi)↦∑

i
βαi ⊗ vi,

ein Isomorphismus.

(ii) Für eine exakte Sequenz 0→ V′ g
Ð→ V h

Ð→ V′′ → 0 in Repcont.
Zp

(GE) ist auch

0Ð→D(V′)
idO

Ĕ

⊗g
ÐÐÐ→D(V)

idO
Ĕ

⊗h
ÐÐÐ→D(V′′)Ð→ 0

eine wohldefinierte exakte Sequenz von ϕ-Moduln über OE .

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Fo1], Proposition 2.30 auf Seite 34.
Teil (ii) des Satzes wird dabei im Beweis selbst gezeigt. �

6.3 Konstruktion von V

Wir starten nun von der anderen Seite, nämlich mit einem etalen ϕ-Modul (M, f ) ∈
Φét
OE . Da f entsprechend ϕ-semilinear ist, erhalten wir einen Gruppenhomomorphis-

mus
ϕ⊗ f ∶OĔ ⊗OE MÐ→ OĔ ⊗OE M.

Wie man sofort sieht, ist auch dieser ϕ-semilinear, d.h. man hat mit (OĔ ⊗OE M, ϕ⊗ f )
einen ϕ-Modul über OĔ gegeben. Wir setzen

V(M) ∶= (OĔ ⊗OE M)ϕ=1 = {x ∈ OĔ ⊗OE M ∣ (ϕ⊗ f )(x) = x}

und wollen nun zeigen, dass es sich beiV(M) um eineZp-Darstellung von GE handelt.
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Nach Lemma 6.5 (ii) ist Zp = (OĔ)
ϕ=1 ⊂ OĔ und damit V(M) ein Zp-Untermodul

von OĔ ⊗OE M. Aus Teil (i) von Lemma 6.5 wissen wir, dass OE = OĔ
GE , wodurch wir

für jedes σ ∈ GE einen Gruppenhomomorphismus

σ⊗ idM∶OĔ ⊗OE M→ OĔ ⊗OE M

erhalten. Damit haben wir durch σ⊗ idM eine Gruppenoperation von GE aufOĔ⊗OE M.

Ist nun σ ∈ GE und m = ∑i βi ⊗ mi ∈ V(M) = (OĔ ⊗OE M)ϕ=1, so gilt wegen der Ver-
tauschbarkeit von ϕ und σ schließlich

(ϕ⊗ f )(σ ⋅m) = (ϕ⊗ f )(∑
i
σ(βi)⊗mi) =∑

i
ϕ ○ σ(βi)⊗ f (mi)

=∑
i
σ ○ϕ(βi)⊗ f (mi) = σ ⋅ (∑

i
ϕ(βi)⊗ f (mi))

= σ ⋅ (ϕ⊗ f )(m) = σ ⋅m, da m ∈V(M).

Also schränkt sich die GE-Operation aufOĔ ⊗OE M zu einer GE-Operation aufV(M) =

(OĔ ⊗OE M)ϕ=1 ein.

Satz 6.7. (i) Für (M, f ) ∈ Φét
OE ist die natürliche Abbildung

OĔ ⊗Zp V(M)→ OĔ ⊗OE M, β⊗ (∑
i
αi ⊗mi)↦∑

i
βαi ⊗mi

ein Isomorphismus.

(ii) Für eine exakte Sequenz 0→M′ G
Ð→M H

Ð→M′′ → 0 in Φét
OE ist auch

0Ð→V(M′)
idO

Ĕ

⊗G
ÐÐÐÐ→V(M)

idO
Ĕ

⊗H
ÐÐÐÐ→V(M′′)Ð→ 0

eine wohldefinierte exakte Sequenz von Zp-Moduln mit GE-äquivarianten Homomor-
phismen.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Fo1], Proposition 2.31 auf Seite 36.
Teil (ii) des Satzes wird dabei im Beweis selbst gezeigt. �

6.4 Kategorienäquivalenz

Als Schlussfolgerung der vorherigen Resultate erhält man die Kategorienäquivalenz
von Fontaine.
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Satz 6.8 (Kategorienäquivalenz von Fontaine). Die Funktoren

D∶Repcont.
Zp

(GE)Ð→ Φét
OE und V∶Φét

OE Ð→ Repcont.
Zp

(GE)

sind wohldefinierte, zueinander inverse Äquivalenzen von Kategorien, d.h.

(i) für V ∈ Repcont.
Zp

(GE) ist V ≅V(D(V));

(ii) für M ∈ Φét
OE ist M ≅D(V(M)).

Beweis. Einen Beweis der Kategorienäquivalenz findet man in [Fo1] auf Seite 36. �
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7 Explizites Reziprozitätsgesetz von
Fontaine-Witt für lokale Körper der
Charakteristik p

7.1 Existenz eines Frobenius-Lifts auf OE
Es sei wie in Kapitel 6 zuvor E ≅ k((t)) ein vollständiger, diskret bewerteter Körper der
Charakteristik p mit perfektem Restklassenkörper k. Wie wir bereits gesehen haben, ist
dann W ∶= W(k) ein p-Cohen-Ring von k und OE = {∑n∈Z antn ∣ an ∈ W, limn→−∞ an = 0}
ein p-Cohen-Ring von E. Den Ring OE haben wir bisher immer bezüglich der p-
adischen Topologie betrachtet, wollen im Folgenden aber OE mittels der schwachen
Topologie untersuchen.

Definition 7.1. Die schwache Topologie auf OE ist definiert durch:

U ⊂ OE ist offen ⇔ ∀u ∈ U ∃n,m ∈N0 ∶ u + pnOE + tmW[[t]] ⊂ U .

Man sieht dabei recht leicht, dass es sich bei der schwachen Topologie tatsächlich
um eine Topologie auf OE handelt.

Lemma 7.2. Die schwache Topologie auf OE besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) (Unm ∶= pnOE + tmW[[t]])n,m≥0 ist eine offene Umgebungsbasis von 0 ∈ OE ;

(ii) OE ist bzgl. der schwachen Topologie ein topologischer Ring;

(iii) die schwache Topologie ist gröber als die p-adische Topologie;

(iv) OE ist bzgl. der schwachen Topologie vollständig und separiert.

Beweis. (i) ist klar mit der Definition der schwachen Topologie. Für (ii) setzen wir

• P∶OE ×OE → OE , (α, β)↦ α ⋅ β;

• S∶OE ×OE → OE , (α, β)↦ α + β;

• I∶OE → OE , α↦ −α.
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Um zu zeigen, dass OE ein topologischer Ring ist, müssen wir die Stetigkeit von I,S
und P nachweisen. Sei deshalb U ⊂ OE eine bzgl. der schwachen Topologie offene
Teilmenge von OE . Damit ist aber auch trivialerweise −U = I−1(U) offen und entspre-
chend I stetig bzgl. der schwachen Topologie.
Wähle nun ein (u,v) ∈ S−1(U) ⊂ OE ×OE , d.h. u+v ∈ U. Also existieren n,m ∈N0, sodass
(u+ v)+Unm ⊂ U. Wir setzen Wu ∶= u+Unm und Wv ∶= v+Unm und haben damit jeweils
eine offene Umgebung von u bzw. v. Insbesondere gilt für x = u+ pnau + tm fu ∈ Wu und
y = v + pnav + tm fv ∈ Wv, mit au, av ∈ OE , fu, fv ∈ W[[t]]:

x + y = (u + v) + pn(au + av) + tm( fu + fv) ∈ (u + v) +Unm ⊂ U.

Somit ist (u,v) ∈ Wu ×Wv ⊂ S−1(U), also S−1(U) offen und schließlich S stetig.
Um letztlich noch die Stetigkeit von P zu zeigen, sei (u,v) ∈ P−1(U), d.h. u ⋅ v ∈ U.
Es existieren n,m ∈ N0, sodass u ⋅ v + Unm ⊂ U. Da u,v ∈ OE , lassen sich u und v
in der Form u = ∑k∈Z aktk und v = ∑k∈Z bktk schreiben und es existieren Nu,Nv ∈ Z,
sodass Qu ∶= ∑k<Nu aktk = pnHu ∈ pnOE und Qv ∶= ∑k<Nv bktk = pnHv ∈ pnOE für geeignete
Hu,Hv ∈ OE . Wir setzen Pu ∶= ∑k≥Nu aktk, Pv ∶= ∑k≥Nv bktk, M ∶= max{m + ∣Nu∣,m + ∣Nv∣},
Wu ∶= u + UnM und Wv ∶= v + UnM. Nach Wahl von M ist dann tM−mPu ∈ W[[t]] und
tM−mPv ∈ W[[t]]. Für (x, y) ∈ Wu × Wv existieren jeweils gu, gv ∈ OE , fu, fv ∈ W[[t]] mit
x = u + pngu + tM fu und y = v + pngv + tM fv. Damit gilt:

P(x, y) = x ⋅ y = (u + pngu + tM fu) ⋅ (v + pngv + tM fv)

= u ⋅ v + pn (ugv + guv + pngugv + gutM fv + tM fugv)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶G∈OE

+tM(v fu + u fv + tM fu fv)

= u ⋅ v + pn(G +Hv futM +Hu fvtM) + tm(tM−mPv fu + tM−mPu fv + tM fu fv)

∈ u ⋅ v + pnOE + tmW[[t]] = u ⋅ v +Unm ⊂ U.

Also ist (u,v) ∈ Wu × Wv ⊂ P−1(U), damit P−1(U) offen und entsprechend P stetig
bezüglich der schwachen Topologie.

Für (iii) sei U ⊂ OE offen bezüglich der schwachen Topologie. Wegen pnOE ⊂ Unm

für alle n,m ∈ N0 sieht man aber sofort, dass U auch bzgl. der p-adischen Topologie
offen sein muss, also die schwache Topologie gröber ist als die p-adische Topologie.

Für (iv) zeigen wir zunächst die Separiertheit vonOE . Sei dafür∑k∈Z aktk ∈ OE/{0}, d.h.
es existiert ein k0 ∈ Z mit 0 ≠ ak0 = (a(r)

k0
)r≥0 ∈ W = W(k). Also muss es ein r0 ≥ 0 geben,

sodass a(r0)
k0

≠ 0, d.h. insbesondere ak0 ∉ Vr0(k) = pr0W(k). Angenommen ∑k∈Z aktk ∈ Ur0m

für m ∶= max{k0 + 1,0}. Dann gäbe es für alle k < m geeignete ck ∈ W(k) mit ak = pr0ck.
Insbesondere wäre damit ak0 = pr0ck0 ∈ pr0W, da k0 < m. Das ist jedoch ein Widerspruch
und somit kann ∑k∈Z aktk kein Element von Ur0m sein. Also ist ⋂n,m∈N0 Unm = {0}, was
äquivalent zu der Separiertheit von OE ist.
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Um die Vollständigkeit von OE zu zeigen, wählen wir mit ( fr)r∈N eine Cauchyfol-
ge in OE . Damit gilt:

∀n,m ∈N∃R ∈N∀r ≥ R ∶ fr − fR ∈ Unm.

Für die Koeffizienten von fr ∶= ∑k∈Z a(r)
k tk ∈ OE gilt dann

a(r)
k − a(R)

k ∈ pnW für alle r ≥ R und k < m.

Da wir m ∈N beliebig groß wählen können, ist (a(r)
k )r∈N für jedes k ∈ Z eine Cauchy-

folge in W. Nach Lemma 5.18 (iii) ist W vollständig bzgl. der p-adischen Topologie
und dementsprechend existiert ein ak ∈ W mit ak = limr→∞ a(r)

k . Wir setzen f ∶= ∑k∈Z aktk.

Behauptung 1: f ∈ OE , d.h. limk→−∞ ak = 0.
Für n ∈N existiert ein R ∈N, sodass fr − fR ∈ Un0 für alle r ≥ R. Insbesondere ist dann
a(r)

k − a(R)
k ∈ pnW für alle k < 0. Da fR ∈ OE , existiert zudem ein M ≥ R, sodass a(R)

k ∈ pnW
für alle k ≤ −M. Also gilt

∀r ≥ M, ∀k ≤ −M ∶ a(r)
k = a(R)

k + a(r)
k − a(R)

k ∈ pnW

und man erhält daraus
∀k ≤ −M ∶ ak = lim

r→∞
r≥M

a(r)
k ∈ pnW,

da pnW abgeschlossen ist. Somit gilt limk→−∞ ak = 0, d.h. f ∈ OE .

Behauptung 2: fr konvergiert bzgl. der schwachen Topologie gegen f .
Für n,m ∈N existiert ein R ∈N, sodass für alle M,N ≥ R

fN − fM =∑
k∈Z

(a(N)
k − a(M)

k )tk ∈ pnOE + tmW[[t]].

Somit ist a(N)
k − a(M)

k ∈ pnW für alle k < m und N,M ≥ R. Da wir M beliebig groß wählen
können und pnW abgeschlossen ist, gilt

a(N)
k − ak = lim

M→∞
a(N)

k − a(M)
k ∈ pnW für alle N ≥ R und k < m,

woraus
fN − f = ∑

k<m
(a(N)

k − ak)tk

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈pnOE

+∑
k≥m

(a(N)
k − ak)tk

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tmW[[t]]

∈ pnOE + tmW[[t]]

für alle N ≥ R folgt. Also gilt limr→∞ fr = f in der schwachen Topologie und dement-
sprechend ist OE auch bzgl. der schwachen Topologie vollständig. �
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Lemma 7.3. Sei s ∈ OE , sodass s mod pOE ∈ (t ⋅ k[[t]]) /{0}. Dann existiert genau ein
bzgl. der schwachen Topologie stetiger Ringhomomorphismus ϕs∶OE → OE mit ϕs(t) = s und
ϕs∣W = idW.

Beweis. Da s = ∑n∈Z antn modulo p in (t ⋅ k[[t]]) /{0} liegt, existiert ein K ∈ N mit
aK ∈ W∗ = W/pW und an ∈ pW für alle n < K. Also lässt sich s schreiben als s = p ⋅v+ tK ⋅u
mit geeignetem v ∈ OE und u ∶= ∑

∞
n=K antn−K ∈ W[[t]]∗. Setzen wir r ∶= v ⋅ t−K ⋅u−1 ∈ OE , so

ist s = (1 + p ⋅ r)tKu.

Behauptung 1: (sm)m∈N ist eine Nullfolge in der schwachen Topologie.
Es seien N,M zwei beliebige natürliche Zahlen. Da r ein Element vonOE ist, existieren
L ∈N, r′ ∈ OE und r′′ ∈ W[[t]], sodass r = pNr′+ t−Lr′′. Wählen wir nun m ≥ M+(N−1)L,
so gilt

sm = (1 + pr)mtKmum =
m

∑
i=0

(
m
i
)piritKmum

≡
N−1

∑
i=0

(
m
i
)pit−Lir′′itKmum mod pNOE

≡
N−1

∑
i=0

(
m
i
)pir′′itKm−Lium

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈tKm−L(N−1)W[[t]]⊂tMW[[t]]

mod pNOE .

Also ist sm ∈ UNM und damit (sm)m∈N eine schwache Nullfolge in OE .

Nach unseren Voraussetzungen ist s mod pOE ≠ 0 und damit s ∈ OE/pOE = O∗
E . Daher

macht es Sinn von s−1 zu sprechen. Haben wir nun ein f = ∑k∈Z aktk ∈ OE gegeben, so
setzen wir fN ∶= ∑

N
k=−N aksk.

Behauptung 2: ( fN)N∈N ist eine Cauchyfolge in OE .
Seien dafür wieder n,m zwei beliebige natürliche Zahlen. Da (sk)k∈N eine Nullfolge
ist, existiert ein R1 ∈ N mit sk ∈ Unm für alle k ≥ R1. Zudem gibt es wegen f ∈ OE ein
R2 ∈Nmit ak ∈ pnW für alle k ≤ −R2. Damit gilt für alle N,M ≥ R ∶= max{R1,R2}:

fM − fN =
−N

∑
k=−M

aksk +
M

∑
k=N

aksk ∈ Unm,

wobei wir o.B.d.A. M ≥ N vorausgesetzt haben. Also handelt es sich bei ( fN)N∈N um
eine Cauchyfolge in OE . Wie wir bereits in Lemma 7.2 (iv) gezeigt haben, existiert ein
eindeutiger Grenzwert ∑k∈Z aksk von ( fN)N∈N in OE . Damit ist die Abbildung

ϕs∶OE → OE ; ∑
k∈Z

aktk ↦∑
k∈Z

aksk,
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wohldefiniert. Da zudem OE ein topologischer Ring ist, sind die Grenzwertbildung
und Ringoperationen vertauschbar und es handelt sich bei ϕs um einen Ringhomo-
morphismus.

Behauptung 3: ϕs ist stetig bzgl. der schwachen Topologie auf OE .
Sei dafür U ⊂ OE offen und f ∈ ϕs

−1(U), d.h. f (s) ∈ U. Somit existieren N,M ∈N0 mit
f (s)+UNM ⊂ U. Wie zuvor schreiben wir s = (1+pr)tKu und r = pNr′+ t−Lr′′, wobei ohne
Einschränkung L ≥ K sein soll. Da (sk)k≥0 eine Nullfolge ist, gibt es ein m ∈N, sodass
sm ∈ pNOE + tM+L(N−1)W[[t]]. Es gibt also ein G ∈ W[[t]] mit sm ≡ tM+L(N−1)G mod pNOE .
Sei nun f + pN g + tmh ∈ f +UNm mit g ∈ OE und h = ∑n≥0 bntn ∈ W[[t]]. Man beachte:

h(s) =∑
n≥0

bnsn =∑
n≥0

bn(1 + pr)ntKnun

=∑
n≥0

n

∑
k=0

(
n
k
)pkrktKnun ≡∑

n≥0

n

∑
k=0
k<N

(
n
k
)pkrktKnun mod pNOE

=∑
n≥0

n

∑
k=0
k<N

(
n
k
)pkr′′ktKn−Lkun

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈tK(N−1)−L(N−1)W[[t]]

mod pNOE .

Also existiert ein H ∈ W[[t]] mit h(s) ≡ tK(N−1)−L(N−1)H mod pNOE . Zusammen mit
sm ≡ tM+L(N−1)G mod pnOE erhält man dann

smh(s) ≡ tM+K(N−1)GH
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈tMW[[t]]

mod pNOE . (∗)

Damit folgt schließlich

ϕs( f + pN g + tmh) = f (s) + pN g(s) + smh(s) ∈ f (s) + pNOE + tMW[[t]]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⊂U

nach (∗),

woraus die Stetigkeit von ϕs folgt.

Behauptung 4: W[t][t−1] liegt dicht in OE bzgl. der schwachen Topologie.
Dafür wählen wir eine offene Menge U ⊂ OE ,U ≠ ∅, und ein F = ∑k∈Z bktk ∈ U. Dann
existieren N,M ∈ N mit F + UNM ⊂ U. Da F ∈ OE , existiert zudem ein R ∈ Z, sodass
∑k<R bktk ∈ pNOE . Schließlich erhalten wir daraus

M

∑
k=R

bktk

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
∈W[t][t−1]

= F −∑
k<R

bktk

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
∈pNOE

+ ∑
k>M

bktk

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
∈tMW[[t]]

∈ F +UNM ⊂ U.
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Also ist U ∩W[t][t−1] ≠ ∅ und somit W[t][t−1] dicht in OE bzgl. der schwachen Topo-
logie.

Behauptung 5: ϕs ist eindeutig.
Angenommen es existiert ein weiterer stetiger Ringhomomorphismusψ∶OE → OE mit
ψ(t) = s = ϕs(t) und ψ∣W = idW. Aufgrund der W-Linearität von ψ und ϕs ist dann
bereits ϕs∣W[t][t−1]

= ψ∣W[t][t−1]
. Da OE separiert ist, ist {0} abgeschlossen in OE . Wegen der

Stetigkeit von ψ und ϕs ist dann auch ker(ψ−ϕs) = (ψ−ϕs)
−1({0}) abgeschlossen mit

W[t][t−1] ⊂ ker(ψ −ϕs). Wie wir aber zuvor gezeigt haben, liegt W[t][t−1] dicht in OE
und somit gilt bereits OE = W[t][t−1] ⊂ ker(ψ −ϕs) ⊂ OE bzw. ψ = ϕs. �

Wir wissen also jetzt, dass wir für ein gegebenes s ∈ OE mit s mod pOE ∈ (t ⋅ k[[t]]) /{0}
einen Ringhomomorphismus ϕs∶OE → OE konstruieren können, sodass ϕs(t) = s gilt.
Im nächsten Schritt möchten wir gerne zeigen, dass es sich bei ϕs sogar um einen
Isomorphismus handelt, falls s mod pOE ein Uniformisierer von E ≅ k((t)) ist.

Satz 7.4. Für g = ∑n≥1 αntn ∈ t ⋅ k[[t]] existiert genau ein Ringhomomorphismus ϕg∶ k[[t]]→
k[[t]], ∑k≥0 aktk ↦ ∑k≥0 akgk, für den gilt:

ϕg ist ein Isomorphismus ⇔ α1 ≠ 0.

Beweis. Der Fall g = 0 ist hierbei trivial und wir können ohne Einschränkung g ≠ 0
annehmen. Da k[[t]] bzgl. der t-adischen Topologie vollständig und separiert ist und
g ∈ t ⋅ k[[t]], handelt es sich bei (amgm)m≥0 um eine t-adische Nullfolge in k[[t]] für
beliebige am ∈ k. Also konvergiert die Reihe ∑m≥0 amgm eindeutig in k[[t]] und wir
erhalten eine wohldefinierte Abbildung

ϕg∶ k[[t]]→ k[[t]], ∑
m≥0

amtm ↦ ∑
m≥0

amgm.

Da es sich zudem bei ϕg∣k[t]
um einen Ringhomomorphismus handelt und k[t] dicht

in k[[t]] liegt, ist auch ϕg ein Ringhomomorphismus, denn k[[t]] ist ein topologi-
scher Ring. Aufgrund der Dichtheit von k[t] ⊂ k[[t]] ist ϕg eindeutig durch ϕg(t) = g
und ϕg∣k

= id bestimmt. Setzen wir s ∶= ∑n≥1 τ(αn)tn ∈ t ⋅ W[[t]], wobei τ∶ k → W der
Teichmüller-Lift ist, so gilt s mod pOE = g. Wegen der Eindeutigkeit von ϕg muss
dann ϕg = (ϕs mod pOE) gelten, wobei ϕs der nach Lemma 7.3 konstruierte Ringho-
momorphismus ist.

Wir nehmen nun an, dass ϕg ein Isomorphismus ist, d.h. es existiert ein f = ∑r≥0 artr ∈

k[[t]] mit t = ϕg( f ) = ∑r≥0 argr =∶ ∑n≥0 bntn. Dabei ist 1 = b1 = a1 ⋅ α1, also α1 ∈ k∗ = k/{0}.

Sei nun umgekehrt α1 ≠ 0. Ist f ∈ k[[t]]/{0}, so lässt sich f schreiben als f = tnu
mit n ≥ 0 und u ∈ k[[t]]∗. Dann ist aber auch ϕg(u) ∈ k[[t]]∗, gn ≠ 0, da α1 ≠ 0 und somit
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ϕg( f ) = gn ⋅ϕg(u) ≠ 0. Also gilt ker(ϕg) = {0} bzw. ϕg ist injektiv.
Um die Surjektivität von ϕg zu zeigen, wählen wir ein beliebiges b = ∑n≥0 bntn ∈ k[[t]]
und zeigen zunächst die folgende Aussage:

Es existieren a0, a1, . . . ∈ k, sodass
m

∑
n=0

bntn ≡
m

∑
n=0

angn mod tm+1 für alle m ∈N0.

Wir zeigen die Behauptung per Induktion über m. Für m = 0 ist die Kongruenz mit
a0 ∶= b0 gegeben und wir nehmen im Folgenden an, dass die Aussage für ein m ∈ N
erfüllt ist. Das bedeutet, es existieren a0, . . . , am ∈ k und ein h ∶= ∑n≥0 cntn ∈ k[[t]] mit

m

∑
n=0

bntn =
m

∑
n=0

angn + tm+1h.

Da α1 ≠ 0 vorausgesetzt ist, setzen wir am+1 ∶= α
−(m+1)
1 (bn+1 + c0). Damit gilt:

m+1

∑
n=0

angn =
m

∑
n=0

angn + am+1gm+1 =
m

∑
n=0

bntn − tm+1h + am+1gm+1

=
m

∑
n=0

bntn + tm+1 ⎛

⎝
am+1 (∑

k≥1
αktk−1)

m+1

−∑
k≥0

cktk⎞

⎠

≡
m

∑
n=0

bntn + tm+1(am+1αm+1
1 − c0) mod tm+2

≡
m+1

∑
n=0

bntn mod tm+2, nach Wahl von am+1.

Also gilt die Behauptung und es ist ∑n≥0 bntn − ϕg(∑n≥0 antn) ∈ ⋂m≥0 tm+1k[[t]] = {0}.
Damit ist ϕg surjektiv und schließlich insgesamt ein Isomorphismus. �

Korollar 7.5. Sei s ∈ OE , sodass s mod pOE ein Uniformisierer in E ≅ k((t)) ist. Dann ist
der Ringhomomorphismus ϕs∶OE → OE , ∑n∈Z antn ↦ ∑n∈Z ansn, ein Isomorphismus.

Beweis. Da s mod pOE ein Uniformisierer in k((t)) ist, ist s̄ ∶= s mod pOE = ∑n≥1 αntn ∈

t ⋅ k[[t]] mit α1 ≠ 0. Nach Satz 7.4 ist dann ϕs̄ = (ϕs mod pOE)∣k[[t]] ∶ k[[t]] → k[[t]] ein
Isomorphismus, welcher sich zu einem Körperautomorphismus ϕs̄∶ k((t)) → k((t))
fortsetzt. Damit erhalten wir das kommutative Diagramm

OE
ϕs //

π1
����

OE

π2
����

k((t))
ϕs̄ // k((t)),

wobei π1 und π2 jeweils die kanonischen Restklassenabbildungen sind.
Die Injektivität von ϕs sieht man recht leicht, denn für ein x ∈ OE/{0} existiert ein
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n ∈ N0 und u ∈ O∗
E mit x = pnu. Daraus folgt aber, dass auch ϕs(x) = pnϕs(u) ≠ 0, da

ϕs W-linear und ϕs(u) auch wieder eine Einheit in OE ist. Dementsprechend muss
ker(ϕs) = {0} gelten und somit ϕs injektiv sein.

Für die Surjektivität von ϕs wählen wir uns ein beliebiges y ∈ OE . Wegen der Sur-
jektivität von ϕs̄ und π1 existiert ein x0 ∈ OE mit ϕs(x0) mod p = ϕs̄(x0 mod p) = y
mod p, d.h. y − ϕs(x0) ∈ pOE . Es gibt also ein y1 ∈ OE für das y − ϕs(x0) = py1 gilt.
Mit der gleichen Begründung wie zuvor gibt es auch für y1 Elemente x1, y2 ∈ OE mit
y1 −ϕs(x1) = py2. Induktiv erhält man dadurch xn, yn ∈ OE , sodass für alle N ≥ 0

y =
N

∑
n=0

pnϕs(xn) + pN+1yN+1 = ϕs (
N

∑
n=0

pnxn) + pN+1yN+1.

Da (pnxn)n eine p-adische Nullfolge in OE ist und OE vollständig ist, konvergiert die
Reihe ∑∞

n=0 pnxn p-adisch gegen ein x ∈ OE . In Lemma 7.2 (iii) haben wir gezeigt, dass
die schwache Topologie gröber ist als die p-adische Topologie. Daher muss ∑∞

n=0 pnxn

auch bzgl. der schwachen Topologie gegen x konvergieren. Da zudem ϕs bzgl. der
schwachen Topologie stetig ist und es sich bei (pN+1yN+1)N≥0 um eine Nullfolge handelt,
folgt

y = lim
N→∞

y = lim
N→∞

(ϕs (
N

∑
n=0

pnxn) + pN+1yN+1) = ϕs ( lim
N→∞

N

∑
n=0

pnxn) + lim
N→∞

pN+1yN+1 = ϕs(x).

Also ist ϕs auch surjektiv und damit insgesamt ein Isomorphismus. �

Korollar 7.6 (Existenz von Frobenius-Lifts). Es sei wie gewohnt F∶W →W der Frobenius
in W.

(i) Die Abbildung ΦF∶OE → OE , ∑n∈Z antn ↦ ∑n∈Z F(an)tn ist ein stetiger Isomorphismus.

(ii) Die Komposition ϕ ∶= ϕ((1+t)p−1) ○ΦF∶OE → OE , ∑n∈Z antn ↦ ∑n∈Z F(an)((1 + t)p − 1)n

ist ein stetiger Frobenius-Lift.

(iii) Für ein s ∈ OE , dessen Restklasse s mod pOE ein Uniformisierer in E ist, wird durch
ϕs ○ΦF∶OE → OE ein Isomorphismus gegeben.

Beweis. Zu (i): Wegen char(k) = p ist nach Lemma 5.16 (i) F(b) = (bp
n)n≥0 für alle

b = (bn)n≥0 ∈ W. Da zusätzlich k perfekt ist, also (x ↦ xp)∶ k → k eine Bijektion ist, wird
wegen 5.12 (i) durch F∶W → W ein Isomorphismus gegeben. Damit handelt es sich
bei ΦF insbesondere um einen wohldefinierten Ringhomomorphismus, da F selbst ein
Ringhomomorphismus ist. Außerdem ist wegen

ΦF(pnOE + tmW[[t]]) = pn ΦF(OE)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⊂OE

+tm ΦF(W[[t]])
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⊂W[[t]]

⊂ pnOE + tmW[[t]],
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ΦF stetig bzgl. der schwachen Topologie. Da F ein Isomorphismus ist und jedes Ele-
ment in OE eindeutig durch seine Koeffizienten bestimmt ist, wird auch durch ΦF ein
Isomorphismus gegeben.

(iii) folgt damit sofort aus (i)und Korollar 7.5. Für (ii)wähle ein Element∑n∈Z antn ∈ OE
und wende ϕ darauf an. Es gilt dann nämlich

ϕ(∑
n∈Z

antn) = ∑
n∈Z

F(an)((1 + t)p − 1)n ≡ ∑
n∈Z

ap
n(tn)p mod pOE

≡ (∑
n∈Z

antn)

p

mod pOE , da char(k((t))) = p.

Die Stetigkeit von ϕ folgt dann direkt aus (i) und Lemma 7.3. �

7.2 Derivationen und Differentialformen

Definition 7.7. Sei S∣R eine Erweiterung kommutativer Ringe und M ein S-Modul.
Wir bezeichnen mit

DerR(S,M) ∶= {δ∶S→M ∣ δ ist R-linear, δ(s1s2) = s1δ(s2) + s2δ(s1) für alle s1, s2 ∈ S}

die sogenannten R-Derivationen von S nach M.

Für den Spezialfall OE ∣W setzen wir

Dercont.
W (OE ,OE) ∶= {δ ∈ DerW(OE ,OE) ∣ δ ist stetig bzgl. der schwachen Topologie}.

Wie man durch einfaches Nachrechnen sehen kann, wird DerR(S,M) durch (α●δ)(β) ∶=
α ⋅ δ(β) zu einem S-Modul. Da OE ein topologischer Ring ist, schränkt sich diese
Modulstruktur sogar auf Dercont.

W (OE ,OE) ein. Wie der nächste Satz zeigen wird, ist
Dercont.

W (OE ,OE) dabei sogar von recht einfacher Form.

Satz 7.8. Der OE-Modul Dercont.
W (OE ,OE) ist frei vom Rang 1 mit Erzeuger δt ∶= t d

dt , wobei
d
dt die formelle Ableitung nach t bedeutet.

Beweis. Zunächst einmal müssen wir zeigen, dass δt überhaupt ein Element von
Dercont.

W (OE ,OE) ist. Die W-Linearität folgt dabei sofort aus der W-Linearität von d
dt .

Wählen wir nun s1 ∶= ∑n∈Z antn, s2 ∶= ∑n∈Z bntn ∈ OE , so ist das Produkt der beiden
Elemente gegeben durch s1 ⋅ s2 = ∑l∈Z cltl mit cl = ∑n∈Z anbl−n. Damit erhalten wir

s1δt(s2) + s2δt(s1) =∑
l∈Z

(∑
n∈Z

(l − n)anbl−n)tl +∑
l∈Z

(∑
n∈Z

nanbl−n)tl =∑
l∈Z

lcltl = δt(s1 ⋅ s2).
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Des Weiteren sieht man leicht, dass aufgrund der Definition von δt schließlich auch
δt(pnOE +tmW[[t]]) ⊂ pnOE +tmW[[t]] gilt. Damit ist δt stetig bzgl. der schwachen Topo-
logie, also ein Element von Dercont.

W (OE ,OE). Um zu sehen, dass δt sogar ein Erzeuger
von Dercont.

W (OE ,OE) ist, untersuchen wir zunächst die Eigenschaften einer stetigen
W-Derivation δ ∈ Dercont.

W (OE ,OE).

Behauptung 1: δ(tn) = ntn−1δ(t) für alle n ∈Z.
Für n = 0 ist die Aussage wegen δ(1) = δ(1 ⋅1) = 1 ⋅δ(1)+1 ⋅δ(1) = δ(1)+δ(1) gegeben.
Betrachtet man nun ein n ≥ 0, so folgt die Behauptung induktiv durch

δ(tn+1) = t ⋅ δ(tn) + tn ⋅ δ(t) = t ⋅ (ntn−1δ(t)) + tnδ(t) = (n + 1)tnδ(t).

Auf der anderen Seite lässt sich durch 0 = δ(1) = δ(tn ⋅ t−n) = tnδ(t−n) + t−nδ(tn) die
Aussage auch für negative Zahlen zeigen, denn

δ(t−n) = −t−n ⋅ t−nntn−1δ(t) = −nt−n−1δ(t) für n ≥ 0,

wodurch die Behauptung gezeigt ist. Aufgrund der Stetigkeit und W-Linearität von
δ folgt schließlich

δ(∑
n∈Z

antn) = ∑
n∈Z

anδ(tn) = ∑
n∈Z

n ⋅ antn−1δ(t) = t−1δ(t)δt (∑
n∈Z

antn) .

Also ist δt ein Erzeuger des OE-Moduls Dercont.
W (OE ,OE). Angenommen es existiert ein

α = ∑n∈Z antn ∈ OE/{0} mit α ● δt = 0. Dann müsste aber insbesondere 0 = (α ● δt)(t) =
α ⋅ δt(t) = α ⋅ t = ∑n∈Z antn+1 gelten, woraus schließlich an = 0 für alle n ∈Z folgt. Das ist
aber offensichtlich ein Widerspruch zu α ≠ 0.
Also ist δt = t ⋅ d

dt eine OE-Basis von Dercont.
W (OE ,OE). �

Definition 7.9. Wir bezeichnen mit ΩOE ∣W ∶= OE ⋅ dt den freien OE-Modul vom Rang 1
mit Basiselement dt, die sogenannten Differentialformen von OE über W.

Bemerkung 7.10. Für die Differentialformen von OE über W sieht man leicht, dass die
folgenden Anmerkungen gelten.

1. Die Abbildung Dercont.
W (OE ,OE)

∼
Ð→ HomOE(ΩOE ∣W,OE), δ ↦ ( f ⋅ dt ↦ f ⋅ δ(t)) ist

OE-linear.

2. Die Abbildung d∶OE →ΩOE ∣W, f ↦ d f ∶= d f
dt ⋅ dt ist W-linear.

3. Da t ∈ OE eine Einheit ist, bildet auch dlogt ∶= t−1 ⋅ dt ∈ ΩOE ∣W eine Basis des
OE-Moduls ΩOE ∣W.

4. Für ein s ∈ OE mit s ≡ t mod pOE ist auch dlogs ∶= s−1 ⋅ ds ∈ ΩOE ∣W eine OE-Basis
von ΩOE ∣W.
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Zum letzten Punkt sei noch angemerkt, dass für ein s ∈ OE von der Form s = t + pr
mit r ∈ OE die formelle Ableitung ds

dt = 1 + pdr
dt eine Einheit in OE ist. Daher ist auch

s−1 ⋅ ds
dt eine Einheit in OE und somit dlogs = s−1 ⋅ ds

dt ⋅ dt eine OE-Basis von ΩOE ∣W.

Die zuvor angegebene Definition der Differentialformen von OE über W lässt sich
auch auf die Quotientenkörper K ∶= Quot(W) = W[ 1

p] und E ∶= Quot(OE) = OE[
1
p]

fortsetzen.

Definition 7.11. Analog zur Definition zuvor bezeichnen wir mit ΩE ∣K ∶= E ⋅dt = E ⋅dlogt
die sogenannten Differentialformen von E über K.

Wir wollen nun den Quotientenkörper E von OE etwas genauer untersuchen und
hoffen, diesen in einer ähnlich expliziten Form wie OE angeben zu können. Zunächst
wählen wir dafür ein f ∈ E . Da E = OE[ 1

p], existieren g = ∑n∈Z antn ∈ OE und m ≥ 0 mit

f = gp−m = ∑
n∈Z

(anp−m)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶cn∈W[ 1

p ]=K

tn = ∑
n∈Z

cntn.

Für die Koeffizienten cn gilt dann

vp(cn) = vp(anp−m) = vp(an) −m.

Da aber limn→−∞ an = 0, muss schließlich auch limn→−∞ cn = 0 gelten. Außerdem gilt
wegen vp(an) ≥ 0 und der obigen Abschätzung vp(cn) ≥ −m für alle n ∈ Z. Also muss
auch infn∈Z{vp(cn)} ≥ −m > −∞ und damit

E ⊂ {∑
n∈Z

cntn ∣ cn ∈ K, lim
n→−∞

cn = 0, inf
n∈Z

{vp(cn)} > −∞} .

gelten. Auf der anderen Seite können wir sogar Gleichheit der beiden Mengen zeigen,
denn für ein Element ∑n∈Z cntn aus der rechten Menge ist

p−r
∑
n∈Z

cntn = ∑
n∈Z

p−rcn
´¸¶
∈W

tn ∈ OE und lim
n→−∞

p−rcn = 0,

wobei r ∶= infn∈Z{vp(cn)}. Also ist ∑n∈Z cntn ein Element von prOE ⊂ OE[
1
p] = E , womit

die Gleichheit der beiden Mengen gezeigt ist. Mit dieser Darstellung der Elemente von
E können wir die Abbildung d∶OE →ΩOE ∣W fortsetzen zu d∶E →ΩE ∣K, f ↦ d f = d f

dt ⋅ dt.

Im nächsten Schritt möchten wir gerne über die schwache Topologie auf OE die
schwache Topologie auf E definieren. Dazu wählen wir uns zunächst ein beliebiges
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n ∈N und definieren die schwache Topologie auf p−nOE wie folgt:

U ⊂ p−nOE ist offen ⇔ pnU ⊂ OE ist offen

⇔ ∀x ∈ pnU ∃N,M ≥ 0 ∶ x + pNOE + tMW[[t]] ⊂ pnU
⇔ ∀x ∈ U ∃N,M ≥ 0 ∶ x + p−n(pNOE + tMW[[t]]) ⊂ U.

Ähnlich wie auf OE bilden die Mengen (U(n)
NM ∶= p−n(pNOE + tMW[[t]]))N,M∈N0 eine of-

fene Umgebungsbasis der 0 in p−nOE . Mit dieser Definition der schwachen Topologie
auf p−nOE ist (x↦ p−nx)∶OE → p−nOE ein Homöomorphismus.

Die schwache Topologie auf E definieren wir schließlich durch

U ⊂ E = ⋃
n≥0

p−nOE ist offen

⇔ ∀n ≥ 0 ∶ U ∩ p−nOE ⊂ p−nOE ist offen

⇔ ∀n ≥ 0∀x ∈ U ∩ p−nOE ∃N,M ≥ 0 ∶ x + p−n(pNOE + tMW[[t]]) ⊂ U ∩ p−nOE

⇔ ∀n ≥ 0∀x ∈ U ∃N,M ≥ 0 ∶ x + p−n(pNOE + tMW[[t]]) ⊂ U,

wobei wir auf die letzte Äquivalenz noch etwas genauer eingehen sollten. Die Rück-
richtung ist dabei leicht zu sehen, indem man einfach mit p−nOE schneidet. Für die
Hinrichtung sei x ∈ U und n ≥ 0. Für den Fall x ∈ p−nOE ist nichts zu zeigen und
wir können ohne Einschränkung x ∉ p−nOE bzw. vp(x) < −n annehmen. Allerdings
existieren wegen x ∈ U ∩ pvp(x)OE natürliche Zahlen N,M ≥ 0 mit

x + p−n(pNOE + tMW[[t]]) ⊂ x + pvp(x)(pNOE + tMW[[t]]) ⊂ U ∩ pvp(x)OE ⊂ U,

womit die Hinrichtung gezeigt wäre. Die Mengen (U(n)
NM ∶= p−n(pNOE+tMW[[t]]))n,N,M∈N0

bilden damit eine offene Umgebungsbasis der 0 in E bzgl. der schwachen Topologie.
Führen wir auf analoge Weise die p-adische Topologie aus W fort zu einer Topologie
auf K, so ist eine Menge U ⊂ K genau dann offen, wenn für jedes x ∈ U ein m ≥ 0 mit
x + pmW ⊂ U existiert, was genau die Bewertungstopologie auf K ergibt.

7.3 Die Residuenabbildung

Im Folgenden sei durch s ∈ OE stets ein Element mit s ≡ t mod pOE gegeben. Wie wir
in Korollar 7.5 gesehen haben, ist dann ϕs∶OE → OE ein Isomorphismus, welcher sich
zu einem Körperautomorphismus ϕs∶E → E fortsetzt. Dieser Körperautomorphismus
ist sogar stetig bzgl. der schwachen Topologie auf E . Ist nämlich U ⊂ E offen und
n ≥ 0 eine beliebige natürliche Zahl, so ist pnU ∩OE ⊂ OE offen. Da ϕs∣O

E

ein stetiger
Ringautomorphismus ist, ist auch

pnϕ−1
s (U) ∩OE = ϕ−1

s (pnU ∩OE) = ϕs
−1
∣O
E

(pnU ∩OE) ⊂ OE offen.
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Nach Definition der schwachen Topologie auf E und der beliebigen Wahl von n ≥ 0
folgt schließlich die Stetigkeit von ϕs∶E → E .

Definition 7.12. Für ein w = (∑n∈Z antn) ⋅ dlogt ∈ ΩE ∣K setzen wir rest(w) ∶= a0 ∈ K.

Durch diese Definition erhalten wir ein K-lineare Abbildung rest∶ΩE ∣K → K mit
rest(ΩOE ∣W) ⊂ W. Definiert man auf ΩE ∣K die schwache Topologie durch E ≅ ΩE ∣K, f ↦
f ⋅ dt, so handelt es sich bei rest sogar um eine stetige Abbildung. Um dies zu zeigen
wählen wir eine offene Menge U ⊂ K und ein x ⋅ dt = (∑k∈Z aktk) ⋅ dt ∈ res−1

t (U). Es
existiert also ein m ≥ 0 mit a−1 + pmW = rest(x ⋅ dt) + pmW ⊂ U. Sei nun n ≥ 0 eine
beliebige natürliche Zahl und setze N ∶= m + n und M ∶= 1. Dann gilt aufgrund der
K-Linearität von rest:

rest((x +U(n)
NM) ⋅ dt) = rest(x ⋅ dt)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=a−1

+pN−n rest(OE ⋅ dt)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=W

+p−n rest(tMW[[t]] ⋅ dt)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

= a−1 + pmW ⊂ U.

Also ist res−1
t (U) offen in ΩE ∣K und damit rest∶ΩE ∣K → K stetig.

Satz 7.13. Wie gewohnt sei s ∈ OE mit s ≡ t mod pOE und schreibe w = (∑n∈Z antn) ⋅ dlogt ∈
ΩE ∣K bzw. w = (∑n∈Z bnsn) ⋅ dlogs ∈ ΩE ∣K bezüglich der Basen dlogt bzw. dlogs. Dann ist
rest(w) = a0 = b0 =∶ ress(w).

Beweis. Wir setzen f (t) ∶= ∑n∈Z/{−1} bn+1tn ∈ E und schreiben

w = (∑
n∈Z

bnsn) ⋅ dlogs = b0 ⋅ dlogs +
⎛

⎝
∑

n∈Z/{0}
bnsn⎞

⎠
s−1 ⋅ ds = b0 ⋅ dlogs + f (s) ⋅ ds.

Des Weiteren setzen wir Fm(t) ∶= ∑∣n∣≤m
n≠−1

bn+1tn ∈ E für m ∈N.

Behauptung: limm→∞ Fm(t) = f (t) in E bzgl. der schwachen Topologie.
Sei dafür U ⊂ eine offene Umgebung von 0 und setze

k ∶= max{0,−vp( f )} = max{0,−min{vp(bn+1) ∣ n ∈Z/{−1}}} ∈N0,

was wohldefiniert ist, da f ∈ E und damit die p-adische Bewertung der Koeffizienten
nach unten beschränkt ist. Damit existieren N,M ∈ N mit p−k(pNOE + tMW[[t]]) ⊂ U.
Des Weiteren existiert für f ∈ E ein m1 ∈ Z, sodass bn+1 ∈ pN−kOE für alle n < m1. Dann
gilt schließlich für alle m ≥ max{∣m1∣,M}:

f − Fm = ∑
∣n∣>m
n≠−1

bn+1tn = ∑
n<−m

bn+1tn

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈pN−kOE

+ ∑
n>m

bn+1tn

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈tMp−kW[[t]]

,
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nach Wahl von k und m. Also ist f − Fm ∈ U(k)
NM ⊂ U und damit gilt limm→∞ Fm(t) = f (t)

in E . Da ϕs∶E → E stetig ist , erhalten wir sogar

lim
m→∞

Fm(s) = lim
m→∞

ϕs(Fm(t)) = ϕs( lim
m→∞

Fm(t)) = ϕs( f (t)) = f (s).

Aus der Bemerkung zu Beginn dieses Abschnitts wissen wir, dass es sich bei ϕs um
einen Körperautomorphismus handelt. Somit existiert für jedes g = g(t) ∈ E ein h(t) ∈ E
mit g(t) = h(s(t)). Schreiben wir s(t) ∶= ∑n∈Z dntn und h(t) ∶= ∑n∈Z cntn, so gilt

dg =
dg
dt

⋅ dt =
d
dt

(h(s(t))) ⋅ dt = (
d
dt ∑n∈Z

cn (∑
k∈Z

dktk)

n

) ⋅ dt

= (∑
n∈Z

cn
d
dt

(∑
k∈Z

dktk)

n

) ⋅ dt

=
⎛

⎝
∑
n∈Z

cnn(∑
k∈Z

dktk)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=s(t)

n−1

(∑
k∈Z

dkktk−1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= d

dt s(t)

⎞

⎠
⋅ dt

= (∑
n∈Z

cnnsn−1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= d

ds h(s)

⋅
ds
dt
⋅ dt

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
=ds

=
dh
ds

⋅ ds.

Daher ist sowohl ress(dg) = 0, als auch rest(
dh
ds ⋅ ds) = 0.

setzen wir Gm ∶= ∑∣n∣<m
n≠−1

bn+1
n+1 sn+1 ∈ E für m ≥ 0, so erhält man dGm

ds ⋅ ds = (∑∣n∣<m
n≠−1

bn+1sn) ⋅ ds =

Fm(s)⋅ds. Wie wir gerade herausgefunden haben ist dann rest(Fm(s)⋅ds) = rest(
dGm
ds ⋅ds) =

0 für alle m ≥ 0. Aufgrund der Stetigkeit von rest ergibt sich damit

rest( f (s) ⋅ ds) = lim
m→∞

rest(Fm(s) ⋅ ds) = 0.

Des Weiteren erhalten wir durch die K-Linearität von rest auch

rest(w) = rest(b0 ⋅ dlogs) + rest( f (s) ⋅ ds) = b0rest(dlogs).

Also bleibt nur noch zu zeigen, dass rest(dlogs) = 1 gilt.
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Sei wie gewohnt r ∈ OE mit s = (1 + pr)t. Dann lässt sich dlogs schreiben als

dlogs = s−1 ⋅ ds = t−1(1 + pr)−1 ds
dt
⋅ dt

= (1 + pr)−1((1 + pr) + t
d
dt

(1 + pr))t−1 ⋅ dt

= dlogt + ((1 + pr)−1p
d
dt

r) ⋅ dt.

Wir setzen G ∶= ∑
∞
i=0

1
i+1(−p)iri+1 ∈ OE . Zunächst einmal muss man sich dabei klar

machen, dass G tatsächlich ein Element von OE ist. Für i + 1 ∈N schreiben wir i + 1 =

pni+1ui+1 mit ni+1 ≥ 0,ui+1 ≥ 1 und p teilt nicht ui+1. Dann gilt i + 1 ≥ pni+1 und wegen
der Monotonie des Logarithmus logp zur Basis p schließlich auch logp(i + 1) ≥ ni+1.

Aufgrund von limi→∞
pi

i+1 =∞ und limx→∞ logp(x) =∞ ist damit auch limi→∞ logp(
pi

i+1) =

∞. Da ui+1 nicht durch p teilbar ist, muss ui+1 = ui+1 ⋅ 1W eine Einheit in W sein. Wegen
der Ungleichung i + 1 ≤ pi ist insbesondere ni+1 ≤ i. Wegen r ∈ O muss damit auch

1
i + 1

(−p)iri+1 = u−1
i+1(−1)ipi−ni+1ri+1

in OE liegen. Des Weiteren muss es sich wegen

vp (
1

i + 1
(−p)iri+1) = i − vp(i + 1) + (i + 1)vp(r) ≥ i − vp(i + 1) = i − ni+1

≥ i − logp(i + 1) = logp (
pi

i + 1
)

bei ( 1
i+1(−p)iri+1)i≥0 um eine p-adische Nullfolge handeln, d.h. die Reihe∑∞

i=0
1

i+1(−p)iri+1

konvergiert p-adisch in OE . Da die schwache Topologie auf OE gröber ist als die p-
adische Topologie, konvergiert die Reihe auch bzgl. der schwachen Topologie. Für G
gilt dann:

dG =
dG
dt

⋅ dt = (
∞
∑
i=0

(−p)iri d
dt

r) ⋅ dt = (
∞
∑
i=0

(−pr)i)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=(1+pr)−1

d
dt

r ⋅ dt = (1 + pr)−1 d
dt

r ⋅ dt.

Aufgrund der K-Linearität von rest erhalten wir schließlich

rest(dlogs) = rest(dlogt) + p ⋅ rest((1 + pr)−1 d
dt

rdt) = 1 + p ⋅ rest(dG) = 1,

womit die Behauptung gezeigt wäre. �

Korollar 7.14. res ∶= resE ∶= rest∶ΩE ∣K → K hängt nur von der Restklasse t mod pOE ab.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem vorherigen Satz 7.13. �
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7.4 Der Coleman-Isomorphismus

Sei wie in Lemma 7.6 (ii) ϕ∶OE → OE ein Frobenius-Lift mit ϕ(t) = (1 + t)p − 1. Wir
fixieren eine beliebige Nullstelle t′ von ϕ(X) − t = (1 + X)p − 1 − t in E sep und setzen
E ′ ∶= E[t′].

Lemma 7.15. Die endliche Körpererweiterung E ′∣E hat die folgenden Eigenschaften:

(i) E ′ ist vollständig diskret bewertet;

(ii) ϕ(X) − t = (1 +X)p − 1 − t ist irreduzibel über E ;

(iii) OE ′ = OE[t′];

(iv) e(E ′∣E) = 1, d.h. pOE ′ ist das maximale Ideal von OE ′ ;

(v) Bezeichnen wir mit E′ den Restklassenkörper von E ′, so ist die Körpererweiterung E′∣E
rein inseparabel, d.h. für jedes x ∈ EE′ ist das charakteristische Polynom in einem
algebraischen Abschluss gleich χx(T) = (T − x)p = Tp − xp.

Insbesondere ist E ′∣E wegen (v) nicht unverzweigt.

Beweis. (i) folgt hierbei sofort aus Satz 1.24. Für (ii) nehmen wir an, dassϕ(X)−t = g ⋅h
in OE[X] zerfällt, wobei g,h ∈ OE[X] nach dem Gauß-Lemma normiert sind. Insbe-
sondere zerfällt damit auch Xp − t = ϕ(X) − t mod p = ḡ ⋅ h̄ mit ḡ = g mod p, h̄ = h
mod p ∈ OE/pOE[X] = E[X] ≅ k((t))[X]. Da aber Xp − t ∈ k[[t]][X] ein Eisensteinpoly-
nom bzgl. des Primelements t ist, muss Xp − t = ḡh̄ irreduzibel über k((t)) sein und
damit bereits 0 = deg(ḡ) = deg(g) oder 0 = deg(h̄) = deg(h) gelten. Schließlich ist
dann auch ϕ(X) − t irreduzibel über E .

Für einen Uniformisierer π′ ∈ OE ′ setzen wir tp ∶= t′ mod π′OE ′ , was eine Nullstel-
le des irreduziblen Polynoms Xp − t ∈ E[X] ist. Wegen der Irreduzibilität von ϕ(X) − t
über E erhält man dann

p = [E[tp] ∶ E] ≤ [E′ ∶ E] ≤ [E ′ ∶ E] = p.

Also gilt sogar Gleichheit und damit wegen Lemma 1.26 (i) e(E ′∣E) = 1, d.h. p ist ein
Uniformisierer von OE ′ . Des Weiteren folgt aus Lemma 1.26 (iii) und E′ = E[tp] = E[t′
mod pOE ′] auch OE ′ = OE[t′], womit (iii) und (iv) gezeigt sind.

Für (v) sei x ∈ E′ = E[tp] und mx(T) ∈ E[T] das Minimalpolynom von x über E.
Liegt x bereits in E, so ist mx(T) = T − x und damit χx = (T − x)p. Daher bleibt nur
noch der Fall x ∉ E zu zeigen. Wie wir zuvor bereits gesehen haben, ist [E′ ∶ E] = p
und daher muss auch deg(mx) = p gelten, also das Minimalpolynom bereits mit dem
charakteristischen Polynom übereinstimmen. Außerdem existieren wegen E′ = E[tp]
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eindeutig bestimmte a0, . . . , ap−1 ∈ E mit x = ∑
p−1
i=0 aiti

p. Da tp eine Nullstelle von Xp − t
und char(E′) = p ist, liegt xp = ∑

p−1
i=0 ap

i ti bereits in E. Aus Gradgründen ist das Minimal-
polynom von x daher gegeben durch mx(T) = Tp − xp = (T − x)p in E′[T]. �

Wir behalten weiterhin die Bezeichnung tp ∶= t′ mod pOE ′ bei und haben E′ ∶=
E[tp] ≅ k((tp)). Aus dem Beweis des vorherigen Lemmas wissen wir bereits, dass OE ′
ein vollständiger diskreter Bewertungsring mit Uniformisierer p ist. Also handelt es
sich beiOE ′ um einen p-Cohen-Ring für E′. Aufgrund der Eindeutigkeit von p-Cohen-
Ringen nach Satz 5.3 und wegen Lemma 5.2 ist

OE ′ = {∑
n∈Z

ant′n ∣ an ∈ W, lim
n→−∞

v(an) =∞} .

Die vorherigen Resultate für OE gelten also auch völlig analog für den Ring OE ′ und
dementsprechend gilt

E ′ = {∑
n∈Z

cnt′n ∣ cn ∈ K, lim
n→−∞

cn = 0, inf
n∈Z

{v(cn)} > −∞}

und wir haben durch Lemma 7.6 auch einen Frobenius-Lift

ϕ = ϕ((1+t′)p−1) ○ΦF∶OE ′ → OE ′ , ∑
n∈Z

ant′n ↦ ∑
n∈Z

F(an)((1 + t′)p − 1)n
= ∑

n∈Z
F(an)tn.

Außerdem gilt ϕ(t) = ϕ((1+ t′)p −1) = (1+ϕ(t′))p −1 = (1+ t)p −1, d.h. ϕ schränkt sich
aufOE ⊂ OE ′ zu unserem ursprünglichen Frobenius-Lift ein. Man beachte zudem, dass
ϕ(OE ′) ⊂ OE und die Einschränkung ϕ∶OE ′ → OE sogar ein Isomorphismus ist. Dies
sieht man recht leicht, da nach Lemma 7.6 ΦF ein Isomorphismus ist und aufgrund
der Definitionen von OE ′ und OE auch

ϕ((1+t′)p−1)∶OE ′ → OE , ∑
n∈Z

ant′n ↦ ∑
n∈Z

an((1 + t′)p − 1)n
= ∑

n∈Z
antn,

offensichtlich bijektiv ist. Daher setzt sich ϕ∶OE ′ → OE zu einem Körperautomorphis-
mus ϕ∶E ′ ∼

Ð→ E fort.

Definition 7.16. Wir bezeichnen mit NE ′∣E ∶E ′ → E die Körpernorm und mit TrE ′∣E ∶E ′ → E
die Spur der endlichen Körpererweiterung E ′∣E . Da ϕ∶E ′ → E ein Isomorphismus ist,
haben wir die wohldefinierten Abbildungen

Nϕ∶E → E , x↦ NE ′∣E(ϕ−1(x)) und Trϕ∶E → E , x↦ TrE ′∣E(ϕ−1(x)).

Satz 7.17. Die ReduktionsabbildungO∗
E → (OE/pOE)∗ = E∗ schränkt sich zu einem Gruppen-

isomorphismus (O∗
E)

Nϕ
∼
Ð→ E∗ ein, wobei (O∗

E)
Nϕ = {x ∈ O∗

E ∣ Nϕ(x) = x}.

69



Beweis. Wir zeigen zunächst die Isomorphie O∗
E/(1 + pOE) ≅ E∗ und betrachten dafür

die kanonische Abbildung η∶O∗
E ↪ OE → (OE/pOE) = E. Wegen O∗

E = OE/pOE ist die
Einschränkungη∶O∗

E → E∗ ein wohldefinierter, surjektiver Gruppenhomomorphismus
mit ker(η) = 1 + pOE . Also ist E∗ ≅ O∗

E/ker(η) = O∗
E/(1 + pOE) und wir erhalten die

exakte Sequenz
0Ð→ 1 + pOE Ð→ O∗

E Ð→ E∗ Ð→ 0.

Behauptung 1: Nϕ(1 + pOE) ⊂ 1 + pOE .
Sei dafür x = 1 + px′ ∈ 1 + pOE , y′ ∶= ϕ−1(x′) und y ∶= ϕ−1(x) = 1 + py′ ∈ 1 + pOE ′ . Nach
Lemma 7.15 ist {y1 ∶= 1, y2 ∶= t′, . . . , yp ∶= t′p−1} sowohl eine OE-Basis von OE ′ , als auch
eine E-Basis von E ′. Daher existieren eindeutig bestimmte ai j ∈ OE mit

y ⋅ yi = yi + p(y′ ⋅ yi) = yi + p
p

∑
j=1

ai jy j für alle i ∈ {1, . . . ,p}.

Also ist die darstellende Matrix der Multiplikation mit y gegeben durch Ip + pA,
wobei A = (ai j)1≤i, j≤p ∈ OE

p×p die darstellende Matrix der Multiplikation mit y′ ist. Für
B ∶= Ip + pA = (bi j)1≤i, j≤ ∈ OE

p×p gilt dann nach der Leibniz-Formel für Determinanten:

Nϕ(x) = det(B) = ∑
τ∈Sp

sign(τ)
p

∏
i=1

biτ(i)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≡0 mod p,
falls τ≠1Sp

≡

p

∏
i=1

bii mod p ≡

p

∏
i=0

(1 + paii) mod p ≡ 1 mod p.

Also gilt Nϕ(1 + pOE) ⊂ 1 + pOE und damit wird durch die Abbildung O∗
E

Nϕ
Ð→ O∗

E →
O∗
E/(1 + pOE) ≅ E∗ ein Gruppenhomomorphismus Nϕ∶E∗ → E∗, x ⋅ (1 + pOE) → Nϕ(x) ⋅

(1 + pOE) induziert.

Behauptung 2: Nϕ∶E∗ → E∗ ist die Identität.
Sei dafür wieder x ∈ OE und setze y = ϕ−1(x) ∈ OE ′ . Zudem bezeichnen wir mit
χy ∈ E[T] das charakteristische Polynom von y über E . Man beachte dabei, dass χy

bereits in OE[T] liegt, da y ∈ OE ′ . Des Weiteren setzen wir ȳ = y mod pOE ′ ∈ E′ und
χȳ ∈ E[T] bezeichne das charakteristische Polynom von ȳ.
Beachte: Ist µy∶E

′ → E ′ die Multiplikation mit y und µȳ∶E′ → E′ die Multiplikation mit
ȳ, so gilt µȳ = µy∣O

E′

mod pOE ′ . Daher ist die darstellende Matrix von µȳ gleich der
darstellenden Matrix von µy modulo p. Insbesondere gilt:

χȳ = det(T ⋅ Ip − darstellende Matrix von µȳ)

= det(T ⋅ Ip − darstellende Matrix von (µy mod p))
= det(T ⋅ Ip − darstellende Matrix von µy) mod p
= χy mod p.

70



Nach Lemma 7.15 (v) ist das charakteristische Polynom von ȳ gegeben durch χȳ(T) =

Tp − ȳp. Da ϕ ein Frobenius-Lift ist, folgt damit

χy mod p = χȳ = Tp − ȳp = Tp −ϕ(y) mod p = Tp − x mod p.

Wegen (−1)p+1 ≡ 1 mod p ist dann Nϕ(x) ≡ x mod p und Tϕ(x) ≡ 0 mod p, womit
Behauptung 2 gezeigt wäre.

Betrachte nun den Gruppenhomomorphismus (Nϕ − 1)∶O∗
E → O

∗
E , x ↦ Nϕ(x)

x und das
kommutative Diagramm

0 // 1 + pOE //

f=(Nϕ−1)
��

OE
∗ //

g=(Nϕ−1)
��

E∗ //

h=(Nϕ−1)
��

0

0 // 1 + pOE // OE
∗ // E∗ // 0

mit exakten Reihen. Durch das Schlangenlemma erhalten wir nun die exakte Sequenz

0→ ker( f )→ ker(g)→ ker(h)→ coker( f )→ coker(g)→ coker(h)→ 0.

Insbesondere hat man wegen Nϕ∶E∗ → E∗ = idE∗ eine exakte Sequenz

0→ (1 + pOE)Nϕ → (O∗
E)

Nϕ → E∗ → (1 + pOE)/(Nϕ − 1)(1 + pOE) ,

denn h ist der triviale Homomorphismus.

Behauptung 3: (1 + pOE)Nϕ = (1 + pOE)/(Nϕ − 1)(1 + pOE) = 1.
Als erstes zeigen wir, dass (1 + pOE)Nϕ nur das Element 1 enthält. Sei deshalb x =

1 + prx′ ∈ 1 + prOE , y′ = ϕ−1(x′) ∈ OE ′ und y = ϕ−1(x) = 1 + pry′ ∈ 1 + prOE ′ für r ≥ 1. Wie
bereits zuvor gesehen, ist die darstellende Matrix der Multiplikation mit y gegeben
durch B ∶= Ip + prA = (bi j)1≤i, j≤p ∈ OE

p×p, wobei A = (ai j)1≤i, j≤p ∈ OE
p×p die darstellende

Matrix der Multiplikation mit y′ ist. Durch die Leibniz-Formel für Determinanten
ergibt sich dann

Nϕ(x) = det(B) = ∑
τ∈Sp

sign(τ) ⋅
p

∏
i=1

biτ(i)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≡0 mod pr+1,

falls τ≠1Sp

≡

p

∏
i=0

bii mod pr+1 ≡

p

∏
i=0

(1 + praii) mod pr+1

≡ 1 + pr
p

∑
i=0

aii mod pr+1 ≡ 1 + prTϕ(x′) mod pr+1 ≡ 1 mod pr+1,

da, wie wir bereits zuvor gesehen haben, Tϕ(x′) ≡ 0 mod p für alle x′ ∈ OE . Wegen

(1 + pOE)/{1} =⋃
r≥1
⋅ ((1 + prOE)/(1 + pr+1OE)) und Nϕ(1 + prOE) ⊂ 1 + pr+1OE
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ist dann Nϕ(x) ≠ x für alle x ∈ (1 + pOE)/{1} und damit (1 + pOE)Nϕ = {1}.

Als nächstes zeigen wir die Surjektivität von (Nϕ − 1)∶1 + pOE → 1 + pOE , was gleich-
bedeutend zu coker(Nϕ − 1) = {1} ist. Sei dafür x = 1 + py ∈ 1 + pOE mit y ∈ OE . Dann
ist aufgrund der Vollständigkeit von OE auch

x−1 =
∞
∑
n=0

(−py)n ∈ (1 + pOE).

Damit ist (Nn
ϕ(x−1))n≥0 eine konvergente Folge in 1+pOE mit limn→∞ Nn

ϕ(x−1) = 1, denn
Nϕ(1 + prOE) ⊂ 1 + pr+1OE für alle r ≥ 1.

Behauptung 4: Für an ∈ (1 + pOE) gilt limn→∞ an = 1 genau dann, wenn ∏
∞
n=0 an in

1 + pOE konvergiert.
Da alle an Einheiten sind, ist die Bewertung von ∏m

n=0 an gleich 0 für alle m ≥ 0. Zu-
sammen mit der Abgeschlossenheit von 1+ pOE und der Vollständigkeit von OE folgt
dann

lim
n→∞

an = 1⇔ ∀C ≥ 0∃N ∈N∀m ≥ N ∶ v(am − 1) ≥ C

⇔ ∀C ≥ 0∃N ∈N∀m ≥ N ∶ v(am − 1) + v(
m

∏
n=0

an) ≥ C

⇔ ∀C ≥ 0∃N ∈N∀m ≥ N ∶ v(
m+1

∏
n=0

an −
m

∏
n=0

an) ≥ C

⇔ (
m

∏
n=0

an)

m≥0

ist eine Cauchyfolge in 1 + pOE

⇔
∞
∏
n=0

an konvergiert in 1 + pOE .

Also konvergiert insbesondere z ∶=∏∞
n=0 Nn

ϕ(x−1) in 1 + pOE .

Behauptung 5: x =
Nϕ(z)

z .
Es genügt zu zeigen, dass Nϕ(z) = ∏

∞
n=1 Nn

ϕ(x−1). Wir setzen zm ∶= ∏
m
n=0 Nn

ϕ(x−1) und
wählen für C > 0 ein N ∈N, sodass für alle m ≥ N: v(z − zm) ≥ C, d.h. z−1

m z = 1 + pC ỹ für
ein ỹ ∈ OE . Aufgrund der Multiplikativität von Nϕ, Nϕ(1 + prOE) ⊂ 1 + pr+1OE für alle
r ≥ 1 und Nϕ(1) = 1 gilt dann

Nϕ(zm)
−1Nϕ(z) = Nϕ(z−1

m z) = 1 + pC+1z̃ für ein z̃ ∈ OE .

Damit gilt für alle m ≥ N:

v(Nϕ(z) −
m+1

∏
n=1

Nn
ϕ(x−1)) = v(Nϕ(z) −Nϕ(zm)) = v(pC+1z̃Nϕ(zm)) ≥ C + 1.
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Also ist Nϕ(z) = ∏∞
n=1 Nn

ϕ(x−1) = x∏∞
n=0 Nn

ϕ(x−1) = x ⋅ z, woraus schließlich die Behaup-
tung und damit die Surjektivität von Nϕ − 1 folgt.

Zusammengefasst hat man also die exakte Sequenz

1Ð→ (O∗
E)

Nϕ Ð→ E∗ Ð→ 1

und damit die zu zeigende Isomorphie. �

Definition 7.18. Der Isomorphismus Col∶E∗ ∼
Ð→ (O∗

E)
Nϕ , der invers zum Isomorphis-

mus aus Satz 7.17 ist, heißt Coleman-Isomorphismus.

Korollar 7.19. Der Gruppenhomomorphismus (O∗
E)

Nϕ × (1 + pOE) → O∗
E , (x, y) ↦ x ⋅ y ist

ein Isomorphismus.

Beweis. Die Sequenz 0 → 1 + pOE → O∗
E → E∗ → 0 ist exakt und Col∶E∗ ∼

Ð→ (O∗
E)

Nϕ ↪ O∗
E

nach Satz 7.17 ein Schnitt der Projektion O∗
E → E∗. �

Der Coleman-Isomorphismus wird uns im Folgenden noch sehr nützlich sein, wir
wollen diesen jedoch kurz vernachlässigen und uns stattdessen die Körpererweite-
rung E ′∣E etwas genauer anschauen. Dazu bezeichnen wir mit ζ eine primitive p-te Ein-
heitswurzel. Wir haben bereits gesehen, dass das Polynom f (X) = (1+X)p−1−t ∈ OE[X]

irreduzibel über E ist. Damit ist aber auch trivialerweise f (X − 1) = Xp − 1 − t irredu-
zibel über E . Da E ′ = E[t′] = E[1 + t′] und Xp − 1 − t = ∏p−1

n=0(X − ζn(1 + t′)), ist E ′[ζ] der
Zerfällungskörper von Xp−1−t über E . Also ist E ′[ζ]∣E Galois und damit insbesondere
auch E ′[ζ]∣E[ζ].

Man mache sich zunächst einmal klar, dass ganz allgemein ein diskret bewerteter
Körper (L,v) mit Uniformisierer p die primitive p-te Einheitswurzel ζ genau dann
enthält, wenn p = 2 gilt. Für p = 2 ist nämlich ζ = −1 ∈ L. Nehmen wir umgekehrt an,
dass ζ bereits in L liegt, so muss wegen ζp = 1 auch v(ζ) = 0 gelten. Betrachte nun das
Polynom

Xp − 1
X − 1

= Xp−1 + . . . +X + 1 =

p−1

∏
i=1

(X − ζi),

woraus wir p =∏
p−1
i=1 (1−ζi) erhalten. Somit ist 1 = v(p) = ∑p−1

i=1 v(1−ζi), d.h. also es exis-
tiert genau ein i0 ∈ {1, . . . ,p−1} mit v(1−ζi0) = 1. Aus 1 ≤ v((1−ζi0)(1+ζi0)) = v(1−ζ2i0)

folgt aufgrund der Eindeutigkeit von i0 entweder i0 ≡ 2i0 mod p oder aber 2i0 ≡ 0
mod p. In beiden Fällen erhält man wegen 1 ≤ i0 ≤ p − 1 schließlich 2 ≡ 0 mod p, was
p = 2 ergibt.

In unserem Fall bedeutet dies, dass entweder ζ kein Element von E und E ′ sein
kann oder p = 2 gilt. In beiden Fällen ist dann p − 1 = [E ′[ζ] ∶ E ′] = [E[ζ] ∶ E] und damit

p = [E ′ ∶ E] =
[E ′[ζ] ∶ E ′] ⋅ [E ′ ∶ E]

p − 1
=

[E ′[ζ] ∶ E]
p − 1

=
[E ′[ζ] ∶ E[ζ]] ⋅ [E[ζ] ∶ E]

p − 1
= [E ′[ζ] ∶ E[ζ]].
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Hieraus sieht man auch sofort, dass dann Xp − 1 − t das Minimalpolynom von t′ + 1
über E[ζ] ist und dieses daher irreduzibel sein muss.

Lemma 7.20. (i) 1 − ζ ist ein Uniformisierer von K[ζ] und OK[ζ] = OK[ζ] = W[ζ] ist in
der Bewertungstheorie vollständig.

(ii) 1−ζ ist ein Uniformisierer von E[ζ]undOE[ζ] ist in der Bewertungstopologie vollständig.
Jedes Element f ∈ OE[ζ] besitzt eine Darstellung der Form f = ∑n∈Z antn mit eindeutig
bestimmten Elementen an ∈ W[ζ], sodass limn→−∞ an = 0 in W[ζ].

(iii) E[ζ] = OE[ζ][ 1
1−ζ] = {∑n∈Z cntn ∣ cn ∈ K[ζ], limn→−∞ cn = 0, infn∈Z{v(cn)} > −∞}.

Beweis. Wie wir zuvor gezeigt haben handelt es sich bei K[ζ]∣K um eine Körpererwei-
terung vom Grad p − 1. Sei (K[ζ],v) die eindeutige Fortsetzung von (K,vp) nach Satz
1.24. Aufgrund der Eindeutigkeit von v ist v ○ σ = v für alle σ ∈ GK ∶= Gal(K[ζ]∣K). Da
sich die Primzahl p schreiben lässt als

p = 1p−1 + . . . + 11 + 1 =

p−1

∏
n=1

(1 − ζn) = ∏
σ∈GK

σ(1 − ζ)

erhalten wir

e(K[ζ]∣K) = v(p) = v(∏
σ∈GK

σ(1 − ζ)) = ∑
σ∈GK

v ○ σ(1 − ζ) = ∑
σ∈GK

v(1 − ζ) = ∣GK∣ ⋅ v(1 − ζ).

Bei e(K[ζ]∣K) handelt es sich jedoch um eine positive natürliche Zahl mit e(K[ζ]∣K) ≤

[K[ζ] ∶ K] = p − 1. Also muss zum einen v(1 − ζ) ≥ 1 und zum anderen

v(1 − ζ) =
e(K[ζ]∣K)

∣GK∣
≤

p − 1
p − 1

= 1

gelten. Somit ist e(K[ζ]∣K) = [K[ζ] ∶ K] = p − 1 und 1 − ζ ein Uniformisierer von K[ζ].
Nach Lemma 1.26 (iii) ist dann OK[ζ] = OK[1 − ζ] = OK[ζ] = W[ζ] und wegen Lemma
1.11 auch vollständig.

Für (ii) folgt völlig analog zu (i), dass 1 − ζ ein Uniformisierer von E[ζ] ist und
OE[ζ] = OE[ζ] vollständig ist. Dementsprechend bleibt nur noch zu zeigen, dass jedes
Element f ∈ OE[ζ] eine Darstellung der Form f = ∑n∈Z antn mit eindeutig bestimmten
Elementen an ∈ W[ζ] besitzt, sodass limn→−∞ an = 0 in W[ζ]. Wir zeigen zunächst,
dass überhaupt W[ζ][[t]] ⊂ OE[ζ] gilt. Aufgrund der t-adischen Vollständigkeit von
W[ζ][[t]] lässt sich jedes Element f = ∑n≥0 antn ∈ W[ζ][[t]] mit an = ∑

p−2
k=0 ankζk ∈ W[ζ]

umordnen zu f = ∑p−2
k=0 (∑n≥0 anktn)ζk. Ähnlich wie zuvor definieren wir eine schwache

Topologie aufOE[ζ] mit Basis offener Nullumgebungen ((1−ζ)nOE +tmW[ζ][[t]])n,m≥0.
Völlig analog zu Lemma 7.2 zeigt man, dass OE[ζ] bzgl. der schwachen Topologie
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vollständig ist. Damit ergeben Reihen der Form ∑n∈Z antn mit limn→−∞ an = 0 in W[ζ]
überhaupt einen Sinn und wir können diese beliebig umordnen. Sei nun f ∈ OE[ζ],
d.h. es existieren fk = ∑n∈Z anktn ∈ OE mit

f =
p−2

∑
k=0

fkζk =

p−2

∑
k=0
∑
n∈Z

anktnζk = ∑
n∈Z

(

p−2

∑
k=0

ankζk)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶an∈W[ζ]

tn = ∑
n∈Z

antn.

Für die Koeffizienten an gilt dann

v(an) ≥ min{v(ankζk) ∣ 0 ≤ k ≤ p − 2}
= min{e(K[ζ]∣K)vp(ank) + kv(ζ) ∣ 0 ≤ k ≤ p − 2}

= min{(p − 1) vp(ank)

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n→−∞
ÐÐÐ→∞

∣ 0 ≤ k ≤ p − 2} n→−∞
ÐÐÐ→∞.

Ist insbesondere f = 0, so muss fk = 0 für alle k ∈ {0, . . . ,p − 2} gelten, denn OE[ζ] ist
ein freier OE-Modul vom Rang p − 1. Aufgrund der eindeutigen Schreibweise von fk

in OE muss ank = 0 und damit auch an = 0 für alle n ∈Z gelten.

Nach (i) und (ii) ist 1 − ζ ein Uniformisierer von E[ζ] und K[ζ], d.h. E[ζ] = OE[ζ][ 1
1−ζ]

und K[ζ] = OK[ζ][
1

1−ζ]. Völlig analog zur Vorgehensweise nach Definition 7.11 erhält
man

E[ζ] = OE[ζ] [
1

1 − ζ
] = {∑

n∈Z
cntn ∣ cn ∈ K[ζ], lim

n→−∞
cn = 0, inf

n∈Z
{v(cn)} > −∞} ,

wobei man den dortigen Uniformisierer p durch den neuen Uniformisierer 1 − ζ
ersetzen muss. �

Bemerkung 7.21. Da E′ ≅ k((tp)) = k((t′)) und OE ′ = OE[t′] ein p-Cohen-Ring von E′ ist,
folgt in absoluter Analogie:

• OE ′[ζ] = OE ′[ζ] = {∑n∈Z ant′n ∣ an ∈ W[ζ], limn→−∞ an = 0};

• E ′[ζ] = {∑n∈Z cnt′n ∣ cn ∈ K[ζ], limn→−∞ cn = 0, infn∈Z{v(cn)} > −∞}.

Mit dieser eindeutigen Darstellung der Elemente von E[ζ] und E ′[ζ] können wir
analog zur Abbildung d∶E →ΩE ∣K die Abbildungen

d∶E[ζ]→ E[ζ] ⋅ dt =∶ ΩE[ζ]∣K[ζ], f ↦
d f
dt

⋅ dt

und
d∶E ′[ζ]→ E ′[ζ] ⋅ dt′ =∶ ΩE ′[ζ]∣K[ζ], f ↦

d f
dt′

⋅ dt′
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definieren. Wir wollen uns nun verdeutlichen, dass die Galoisgruppe G ∶= Gal(E ′[ζ]∣E[ζ])
auf ΩE ′[ζ]∣K[ζ] durch σ( f ⋅ dt′) ∶= σ( f ) ⋅ dσ(t′) operiert. Die Operation von 1G ist dabei
offensichtlich trivial. Da E ′[ζ] der Zerfällungskörper von Xp − 1 − t ist, zerfällt dieses
Polynom komplett in Linearfaktoren

Xp − 1 − t =
p−1

∏
n=0

(X − ζn(1 + t′)) =∏
σ∈G

(X − σ(1 + t′)).

Somit erhält man einen Gruppenisomorphismus χ∶G → Z/pZ, welcher durch σ(1 +
t′) = ζχ(σ)(1 + t′) charakterisiert ist. Daher gilt σ(t′) = ζχ(σ)(1 + t′) − 1 für alle σ ∈ G und
man erhält dadurch

dσ(t′) =
dσ(t′)

dt′
⋅ dt′ =

d
dt′

(ζχ(σ)(1 + t′) − 1) ⋅ dt′ = ζχ(σ) ⋅ dt′.

Sind nun τ, σ ∈ G, so hat man für f ∈ E ′[ζ] schließlich

τ(σ( f ⋅ dt′)) = τ(σ( f ) ⋅ dσ(t′)) = τ(ζχ(σ)σ( f ) ⋅ dt′)

= τ(ζχ(σ))τ ○ σ( f ) ⋅ dτ(t′) = ζχ(σ)ζχ(τ)(τ ○ σ)( f ) ⋅ dt′

= ζχ(σ)+χ(τ)(τ ○ σ)( f )dt′ = (τ ○ σ)( f )ζχ(τ○σ) ⋅ dt′

= (τ ○ σ)( f )d(τ ○ σ)(t′) = (τ ○ σ)( f ⋅ dt′).

Also operiert G auf ΩE ′[ζ]∣K[ζ] und die Operation ist wegen σ∣
E[ζ]

= idE[ζ] für alle σ ∈ G
auch E[ζ]-linear.

Mittels der kanonischen G-Operation aufE ′[ζ] ist d∶E ′[ζ]→ΩE ′[ζ]∣K[ζ] sogar G-äquivariant.
Dazu müssen wir zunächst zeigen, dass jedes σ ∈ G bzgl. der schwachen Topologie
auf E ′[ζ] stetig ist. Dafür genügt es die schwache Stetigkeit von σ∣

O
E′

[ζ]
∶OE ′[ζ]→ OE ′[ζ]

zu beweisen. Für σ = id ist die Stetigkeit trivial. Sei deshalb σ ≠ id und für n,m ≥ 0
setzen wir U ∶= (1−ζ)nOE ′[ζ]+ t′n+mW[ζ][[t′]]. Dann gilt wegen σ(t′) = ζχ(σ)t′+ζχ(σ)−1
schließlich

σ(U) = σ(1 − ζ)nσ(OE ′[ζ]) + σ(t′)n+mσ(W[ζ][[t′]])

⊂ (1 − ζ)nOE ′[ζ] + (ζχ(σ)t′ + ζχ(σ) − 1)n+mW[ζ][[t′]]

= (1 − ζ)nOE ′[ζ] +
⎛

⎝

n+m

∑
j=0

(
n +m

j
)ζχ(σ) jt′ j

(ζχ(σ) − 1)n+m− j⎞

⎠
W[ζ][[t′]]

⊂ (1 − ζ)nOE ′[ζ] + (ζχ(σ) − 1)nW[ζ][[t′]] + t′mW[ζ][[t′]]

⊂ (1 − ζ)nOE ′[ζ] − (1 − ζ)n(ζχ(σ)−1 + . . . + ζ + 1)nOE ′[ζ] + t′mW[ζ][[t′]]
⊂ (1 − ζ)nOE ′[ζ] + t′mW[ζ][[t′]],
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woraus man die schwache Stetigkeit von σ erhält. Sind nun f = ∑n∈Z cnt′n ∈ E ′[ζ] und
σ ∈ G, so gilt wegen der schwachen Stetigkeit von σ schließlich

d(σ( f )) = d(∑
n∈Z

cnσ(t′)n) = (∑
n∈Z

cnnσ(t′)n−1 dσ(t′)
dt′

) ⋅ dt′

= σ(∑
n∈Z

cnnt′n−1
)

dσ(t′)
dt′

⋅ dt′ = σ(
d f
dt′

) ⋅ dσ(t′)

= σ(
d f
dt′

⋅ dt′) = σ(d f ).

Aufgrund der Gleichung t = (1 + t′)p − 1 ergibt sich

dt =
dt
dt′

⋅ dt′ =
d((1 + t′)p − 1)

dt′
⋅ dt′ = p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′

und wir erhalten den kommutativen Würfel

ΩE ∣K
( f ⋅dt↦ f ⋅dt) //

( f ⋅dt↦ f dt
dt′ ⋅dt′)

��

ΩE[ζ]∣K[ζ]

( f ⋅dt↦ f dt
dt′ ⋅dt′)

��

E //

��

d∶= d
dt (⋅)⋅dt

88

E[ζ]

��

d∶= d
dt (⋅)⋅dt

88

ΩE ′∣K
( f ⋅dt′↦ f ⋅dt′) // ΩE ′[ζ]∣K[ζ]

E ′ //

d∶= d
dt′ (⋅)⋅dt′

88

E ′[ζ]
d∶= d

dt′ (⋅)⋅dt′

88

(7.22)

Lemma 7.23. (i) (ΩE ′[ζ]∣K[ζ])G = ΩE[ζ]∣K[ζ]

(ii) Die Abbildung tr∶ΩE ′[ζ]∣K[ζ] → ΩE[ζ]∣K[ζ], w ↦ ∑σ∈G σ(w) schränkt sich zu einer E-
linearen Abbildung tr∶ΩE ′∣K →ΩE ∣K ein.

Beweis. Wir haben schon zuvor gesehen, dass dt = p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′ und damit auch

dt
p(1 + t)

=
dt

p(1 + t′)p =
p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′

p(1 + t′)p =
dt′

1 + t′
.

Um (i) zu beweisen, zeigen wir die folgende Kette von Inklusionen

(ΩE ′[ζ]∣K[ζ])
G ⊂ (

1
p ∑σ∈G

σ)ΩE ′[ζ]∣K[ζ] ⊂ ΩE[ζ]∣K[ζ] ⊂ (ΩE ′[ζ]∣K[ζ])
G.
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Die erste Inklusion ist dabei leicht zu sehen, denn für x ∈ (ΩE ′[ζ]∣K[ζ])G ist x = 1
p ∑σ∈G σ(x).

Für die zweite Inklusion wenden wir 1
p ∑σ∈G σ auf ein f ⋅ dt′ ∈ ΩE ′[ζ]∣K[ζ] an:

1
p ∑σ∈G

σ( f ⋅ dt′) =
1
p ∑σ∈G

σ( f ) ⋅ dσ(t′) =
1
p ∑σ∈G

σ( f )ζχ(σ) ⋅ dt′

=
1
p ∑σ∈G

σ( f )ζχ(σ)(1 + t′)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=σ(1+t′)

⋅
dt′

1 + t′

= (
1
p ∑σ∈G

σ( f ⋅ (1 + t′)))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈(E ′[ζ])G=E[ζ]

1
p(1 + t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈E[ζ]

⋅dt ∈ ΩE[ζ]∣K[ζ].

Damit bleibt nur noch die letzte Inklusion zu zeigen. Wenden wir dafür σ ∈ G auf ein
f ⋅ dt ∈ ΩE[ζ]∣K[ζ] an, so erhalten wir

σ( f ⋅ dt) = σ( f p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′) = σ( f )pζχ(σ)(p−1)(1 + t′)p−1 dσ(t′)
´¹¹¹¸¹¹¹¹¶
=ζχ(σ)⋅dt′

= σ( f )
´¸¶
= f

ζχ(σ)p

´¹¸¹¶
=1

p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=dt

= f ⋅ dt,

womit die Gleichheit gezeigt wäre.

Für (ii) wollen wir zunächst zeigen, dass für ein g ∈ E ′ die Summe ∑σ∈G σ(g) be-
reits in E liegt. Da E ′[ζ] = (E[ζ])[1 + t′], existieren für f ∈ E ′[ζ] eindeutig bestimmte
f0, . . . , fp−1 ∈ E[ζ] mit f = ∑p−1

i=0 fi(1 + t′)i und es gilt

∑
σ∈G
σ( f ) =∑

σ∈G

p−1

∑
i=0
σ( fi)σ(1 + t′)i =∑

σ∈G

p−1

∑
i=0

fiζiχ(σ)(1 + t′)i =

p−1

∑
i=0

⎛

⎝

p−1

∑
k=0

(ζi)k⎞

⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 für i≠0

fi(1 + t′)i = p ⋅ f0.

Ist nun g = ∑
p−1
i=0 fi(1+t′)i ∈ E ′, so liegen alle f0, . . . , fp−1 bereits in E , da {1, (1+t′), . . . , (1+

t′)p−1} sowohl eine E[ζ]-Basis von E ′[ζ], als auch eine E-Basis von E ′ ist. Also liegt für
g ∈ E ′ die Summe ∑σ∈G σ(g) = p ⋅ f0 in E . Damit erhalten wir für g ∈ E ′ schließlich

tr(g ⋅ dt′) =∑
σ∈G
σ(g) ⋅ dσ(t′) =∑

σ∈G
σ(g)ζχ(σ) ⋅ dt′ =∑

σ∈G
σ(g)ζχ(σ)(1 + t′)

dt′

(1 + t′)

= (∑
σ∈G
σ(g ⋅ (1 + t′)))

1
p(1 + t)

⋅ dt ∈ ΩE ∣K.

�
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Lemma 7.24. (i) Schreibt man f = ∑p−1
i=0 fi(1 + t′)i ∈ E ′ = E[1 + t′] mit f0, . . . fp−1 ∈ E wie

oben, so gilt
tr( f ⋅ dt′) = fp−1 ⋅ dt ∈ E ⋅ dt = ΩE ∣K.

Insbesondere ist dann wegen OE ′ = OE[1 + t′] auch tr(OE ′ ⋅ dt′) ⊂ OE ⋅ dt.

(ii) tr∶ΩE ′∣K →ΩE ∣K ist stetig bzgl. der schwachen Topologie.

Beweis. Zu (i): Für f = ∑p−1
i=0 fi(1 + t′)i mit fi ∈ E gilt:

tr( f ⋅ dt′) =∑
σ∈G
σ( f ⋅ dt′) =

p−1

∑
i=0

fi ∑
σ∈G
σ(1 + t′)i ⋅ dσ(t′)

=

p−1

∑
i=0

fi (∑
σ∈G

(ζi+1)χ(σ))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 für i≠p−1

(1 + t′)i ⋅ dt′

= fp−1p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′ = fp−1 ⋅ dt.

Für (ii) zeigen wir zunächst

(a) tr(W[[t′]] ⋅ dt′) ⊂ W[[t]] ⋅ dt;

(b) ∀n,m ≥ 0∃M ≥ 0 ∶ tr(t′MW[[t′]] ⋅ dt′) ⊂ (pnOE + tmW[[t′]]) ⋅ dt.

Ähnlich wie im Beweis von Lemma 5.2 zeigt man, dass sowohl W[[t]] als auch W[[t′]]
separiert und vollständig bzgl. der p-adischen Topologie ist. Betrachtet man nun die
Restklassen mod p von (1+ t′)i mit 0 ≤ i ≤ p−1, so bilden diese nach Lemma 1.26 eine
Basis der Erweiterung k[[t′]]∣k[[t]]. Für ein f ∈ W[[t′]] existieren dann f0i ∈ W[[t]] mit
0 ≤ i ≤ p − 1 und ein f ′1 ∈ W[[t′]] mit

f =
p−1

∑
i=0

f0i(1 + t′)i + p f ′1.

Genauso existieren f1i ∈ W[[t]] mit 0 ≤ i ≤ p − 1 und ein f ′2 ∈ W[[t′]], sodass

f =
p−1

∑
i=0

f0i(1 + t′)i + p f ′1 =
p−1

∑
i=0

f0i(1 + t′)i + p
⎛

⎝

p−1

∑
i=0

f1i(1 + t′)i + p f ′2
⎞

⎠

=

p−1

∑
i=0

( f0i + p f1i)(1 + t′)i + p2 f ′2.

Induktiv erhalten wir für n ∈ N Elemente f ji ∈ W[[t]] mit 0 ≤ i ≤ p − 1, 0 ≤ j ≤ n und
f ′n ∈ W[[t′]] mit

f =
p−1

∑
i=0

⎛

⎝

n

∑
j=0

p j f ji
⎞

⎠
(1 + t′)i + pn f ′n.
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Aufgrund der p-adischen Separiertheit von W[[t′]]und der p-adischen Vollständigkeit
von W[[t]] und W[[t′]] gilt dann

f =
p−1

∑
i=0

⎛

⎝

∞
∑
j=0

p j fi j
⎞

⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶ fi∈W[[t]]

(1 + t′)i =

p−1

∑
i=0

fi(1 + t′)i.

Da auch W[[t]] p-adisch separiert ist und die Restklassen mod p von 1, (1+t′), . . . , (1+
t′)p−1 eine Basis von k[[t′]]∣k[[t]] bilden, ist die obige Summendarstellung sogar ein-
deutig. Also bilden 1, (1 + t′), . . . , (1 + t′)p−1 auch eine Basis von W[[t′]]∣W[[t]]. Wegen
(i) ist damit tr( f ⋅ dt′) = fp−1 ⋅ dt ∈ W[[t]] ⋅ dt.

Für (b) seien n,m ≥ 0 zwei beliebige natürliche Zahlen. Wir setzen M ∶= p(m + n) ≥ 0
und wählen ein f = t′Mg ∈ t′MW[[t′]] mit g ∈ W[[t′]]. Wegen t = (1+ t′)p − 1 können wir
t′p schreiben als t′p = t + px, wobei x = −1

p ∑
p−1
i=1 (

p
i)t′i ∈ W[[t′]]. Damit lässt sich f wie

folgt zerlegen:

f = t′Mg = (t′p)m+ng = (t + px)m+ng

= (
m+n

∑
i=0

(
m + n

i
)tm+n−i(px)i) g

= tm (
n

∑
i=0

(
m + n

i
)tn−i(px)i) g

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶h1∈W[[t′]]

+pn (
m+n

∑
i=n+1

(
m + n

i
)tm+n−ipi−nxi) g

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶h2∈W[[t′]]

= tmh1 + pnh2.

Aufgrund der eindeutigen Summendarstellung in E ′ = E[1+ t′] ist tr E-linear. Zusam-
men mit (a) folgt dann

tr( f ⋅dt′) = tmtr(h1 ⋅dt′)+pntr(h2 ⋅dt′) ∈ (tmW[[t]]+pnW[[t]]) ⋅dt ⊂ (tmW[[t]]+pnOE) ⋅dt,

womit auch (b) gezeigt wäre.

Um die Stetigkeit von tr zu zeigen, wählen wir eine offene Menge U ⋅ dt ⊂ ΩE ∣K
und f ⋅ dt′ ∈ tr−1(U ⋅ dt). Dann existieren für jedes k ≥ 0 natürliche Zahlen n,m ≥ 0 mit

tr( f ⋅ dt′) + p−k(pnOE + tmW[[t]]) ⋅ dt ⊂ U ⋅ dt.

Wählen wir M ∈ N wie in (b) und setzen U(k)
nM ∶= p−k(pnOE ′ + t′MW[[t′]]), so gilt

schließlich

tr( f ⋅ dt′ +U(k)
nM ⋅ dt′) = tr( f ⋅ dt′) + p−k(pntr(OE ′ ⋅ dt′) + tr(t′MW[[t′]] ⋅ dt′))

⊂ tr( f ⋅ dt′) + p−k(pnOE ⋅ dt + tmW[[t]] ⋅ dt)
⊂ U ⋅ dt.
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Also ist tr−1(U ⋅ dt) offen in ΩE ′∣K und damit tr∶ΩE ′∣K →ΩE ∣K stetig bzgl. der schwachen
Topologie. �

Lemma 7.25. (i) Die Abbildung ϕ∶ΩE ′∣K → ΩE ′∣K, f ⋅ dt′ ↦ ϕ( f ) ⋅ dϕ(t′) bildet isomorph
auf ΩE ∣K ⊂ ΩE ′∣K ab.

(ii) Für u ∈ E∗ gilt:
(tr ○ϕ−1)(dlog(Col(u))) = dlog(Col(u)),

wobei dlog∶E
∗ →ΩE ∣K, f ↦ f −1 d f

dt ⋅ dt.

Beweis. Wir haben bereits zuvor gesehen, dass ϕ∶E ′ → E ′ isomorph auf E ⊂ E ′ abbildet.
Außerdem ist ϕ(t′) = t, womit schließlich die gewünschte Isomorphie folgt. Für (ii)
wollen wir zunächst zeigen, dass die folgenden Aussagen gelten.

(a) ϕ ○ d
dt′ =

d
dt ○ϕ als Abbildungen von E ′ nach E , denn für a ∈ W,n ∈Z gilt

ϕ(
d

dt′
(at′n)) = ϕ(ant′n−1

) = nϕ(a)tn−1 =
d
dt

(ϕ(a)tn) =
d
dt

(ϕ(at′n)).

(b) Für d′log∶E
′∗ →ΩE ′∣K, f ↦ f −1 d f

dt′ ⋅ dt′ gilt d′log∣
E∗

= dlog, denn für f (t) ∈ E∗ ist

d′log( f ) = f −1 d f (t)
dt′

⋅ dt′ = f −1 d f (t)
dt

dt
dt′

⋅ dt′ = f −1 d f
dt

⋅ dt = dlog( f ).

Wir schreiben daher auch einfach dlog anstatt d′log.

(c) Für f , g ∈ E ′∗ gilt dlog( f g) = dlog( f ) + dlog(g), denn

dlog( f g) = ( f g)−1 d
dt′

( f g) ⋅ dt′ = ( f g)−1(g
d f
dt′

+ f
dg
dt′

) ⋅ dt′ = f −1 d f
dt′

⋅ dt′ + g−1 dg
dt′

⋅ dt′

= dlog( f ) + dlog(g).

(d) Für σ ∈ G gilt dlog ○ σ = σ ○ dlog als Abbildungen von E ′∗ nach ΩE ′∣K, denn für
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f = ∑n∈Z ant′n ∈ E ′∗ ist

σ(dlog( f )) = σ( f −1 d f
dt′

⋅ dt′) = σ( f −1)σ(
d

dt′ ∑n∈Z
ant′n) ⋅ dσ(t′)

= σ( f )−1 (∑
n∈Z

annσ(t′)n−1)ζχ(σ) ⋅ dt′

= σ( f )−1 (∑
n∈Z

annζχ(σ)(ζχ(σ)(1 + t′) − 1)n−1) ⋅ dt′

= σ( f )−1 (
d

dt′ ∑n∈Z
an(ζχ(σ)(1 + t′) − 1)n) ⋅ dt′

= σ( f )−1 (
d

dt′ ∑n∈Z
anσ(t′)n) ⋅ dt′

= σ( f )−1 dσ( f )
dt′

⋅ dt′ = dlog(σ( f )).

(e) NE ′[ζ]∣E[ζ]∣
E′

= NE ′∣E , denn {1, (1 + t′), . . . , (1 + t′)p−1} ist sowohl eine E[ζ]-Basis von
E ′[ζ], als auch eine E-Basis von E ′.

Damit folgt schließlich für alle u ∈ E∗:

tr(ϕ−1(dlog(Col(u)))) = tr(ϕ−1 (Col(u)−1 dCol(u)
dt

⋅ dt))

= tr(ϕ−1(Col(u)−1)ϕ−1 (
dCol(u)

dt
⋅ dt))

(i)
= tr(ϕ−1(Col(u)−1)ϕ−1 (

dCol(u)
dt

) ⋅ dt′)

(a)
= tr(ϕ−1(Col(u))−1 d

dt′
ϕ−1(Col(u)) ⋅ dt′)

= tr(dlog(ϕ−1(Col(u)))) =∑
σ∈G
σ(dlog(ϕ−1(Col(u))))

(d)
= ∑

σ∈G
dlog(σ(ϕ−1(Col(u)))) (c)

= dlog (∏
σ∈G
σ(ϕ−1(Col(u))))

= dlog(NE ′[ζ]∣E[ζ](ϕ−1(Col(u)))) (e)
= dlog(NE ′∣E ○ϕ−1(Col(u)))

= dlog(Nϕ(Col(u))) = dlog(Col(u)).

�

Lemma 7.26. (i) Für ω′ ∈ ΩE ′∣K gilt: resE ′(ω′) = resE(tr(ω′)).

(ii) Für ω ∈ ΩE ∣K gilt: resE ′(ω) = p ⋅ resE(ω).
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Beweis. Wir zeigen zuerst (ii) und schreiben dafür ω = (∑n∈Z cntn) ⋅ dlogt = ω0 + c0 ⋅ dlogt
mit ω0 ∶= (∑n∈Z/{0} cntn) ⋅ dlogt. Wir haben bereits im Beweis von Satz 7.13 gesehen,
dass resE(ω0) = 0, denn ω0 liegt im Abschluss des Bildes von d∶E → ΩE ∣K. Aufgrund
des kommutativen Würfels 7.22 liegt ω0 ∈ ΩE ∣K ↪ ΩE ′∣K auch im Abschluss des Bildes
von d∶E ′ → ΩE ′∣K. Wegen der Stetigkeit von resE ′ ist somit auch resE ′(ω0) = 0. Aus der
K-Linearität von resE und resE ′ folgt damit resE ′(ω) = c0resE ′(dlogt) = resE ′(dlogt) ⋅ resE(ω)

und es genügt dementsprechend resE ′(dlogt) = p zu zeigen.

Um das Residuum von dlogt zu berechnen, versuchen wir zunächst dlogt etwas umzu-
formen:

dlogt = t−1 ⋅ dt = t−1p(1 + t′)p−1 ⋅ dt′ = p((1 + t′)p − 1)−1(1 + t′)p−1 ⋅ dt′.

Des Weiteren schreiben wir

t = (1 + t′)p − 1 =

p

∑
n=1

(
p
n
)t′n = t′p(1 + pα),

mitα = 1
p ∑

p−1
n=1 (

p
n)t′n−p ∈ OE ′ . Wie bereits zuvor gesehen ist dann (1+pα)−1 = ∑k≥0(−1)k(pα)k ∈

1 + pOE ′ . Fassen wir nun alles zusammen, so erhalten wir

dlogt = pt−1(1 + t′)p−1 ⋅ dt′ = p(t′)−p(1 + pα)−1(1 + t′)p−1dt′

= p (t′)−p+1 (∑
k≥0

(−1)k(pα)k)(1 + t′)p−1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶∑r∈Z art′r

⋅dlogt′.

Wegen α = 1
p ∑

p−1
n=1 (

p
n)t′n−p, (1 + t′)p−1 = ∑

p−1
n=0 (

p−1
n )t′n und der Definition der Multipli-

kation auf OE ′ ist dann aus Gradgründen ar = 0 für alle r ≥ 1 und a0 = (
p−1
p−1) = 1.

Dementsprechend ist

resE ′(dlogt) = resE ′ (p(∑
r∈Z

art′
r
) ⋅ dlogt′) = pa0 = p.

Für (i) schreiben wir ebenfalls ω′ = u′ + c ⋅ dlogt′ mit u′ = (∑n∈Z/{0} ant′n) ⋅ dlogt′ und c =
resE ′(ω′). Wie bereits zuvor gesehen, liegt u′ im Abschluss des Bildes von d∶E ′ →ΩE ′∣K,
d.h. es existieren u′n ∈ E ′ mit limn→∞ d(u′n) = u′. Wegen der Stetigkeit von resE ′ ist
damit resE ′(u′) = 0. Außerdem ist wegen der G-Äquivarianz von d∶E ′ →ΩE ′∣K auch

d(∑
σ∈G
σ( f )) =∑

σ∈G
d(σ( f )) =∑

σ∈G
σ(d f ) = tr(d f )

für alle f ∈ E ′. Mittels der Stetigkeit von tr∶ΩE ′∣K →ΩE ∣K nach Lemma 7.24 folgt dann

tr(u′) = tr (lim
n→∞

d(un)) = lim
n→∞

tr(d(un)) = lim
n→∞

d(∑
σ∈G
σ(un)) .
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Im Beweis von Lemma 7.23 haben wir bereits gesehen, dass∑σ∈G σ(un) ein Element von
E ist. Also ist aufgrund des kommutativen Würfels 7.22 tr(u′) im Abschluss des Bildes
von d∶E →ΩE ∣K. Wegen der Stetigkeit von resE folgt damit schließlich resE(tr(u′)) = 0.

Als nächstes möchten wir uns kurz klar machen, dass t invariant unter Nϕ ist. Werten
wir nämlich das Polynom

Xp − 1 − t =∏
σ∈G

(X − σ(1 + t′))

an der Stelle 1 aus, so erhalten wir

t = −∏
σ∈G

(1 − σ(1 + t′)) = −∏
σ∈G

−σ(t′) = (−1)p+1
∏
σ∈G
σ(t′)

= NE ′[ζ]∣E[ζ](t′) = NE ′∣E(ϕ−1(t)) = Nϕ(t).

Für tr(dlogt′) ergibt sich damit

tr(dlogt′) =∑
σ∈G
σ(dlogt′) =∑

σ∈G
dlogσ(t′) = dlog (∏

σ∈G
σ(t′)) = dlog(Nϕ(t)) = dlogt.

Also gilt aufgrund der K-Linearität von resE schließlich

resE(tr(ω′)) = resE(tr(u′)) + c ⋅ resE(tr(dlogt′)) = c ⋅ resE(dlogt) = c = resE ′(ω′).

�

Lemma 7.27. Für ω ∈ ΩE ∣K ist resE(tr(ϕ−1(ω))) = ϕ−1(resE(ω)).

Beweis. Sei ω = f ⋅ dlogt ∈ ΩE ∣K mit f = ∑n∈Z cntn ∈ E . Aus Teil (a) im Beweis von Lemma
7.25 erhält man

ϕ−1(ω) = ϕ−1( f ) ⋅ dlogϕ−1(t) = ϕ−1( f ) ⋅ dlogt′,

was wegen ϕ−1( f ) = ∑n∈Zϕ−1(cn)t′n schließlich resE ′(ϕ−1(ω)) = ϕ−1(resE(ω)) liefert.
Zusammen mit Lemma 7.26 folgt dann

resE(tr(ϕ−1(ω))) = resE ′(ϕ−1(ω)) = ϕ−1(resE(ω)).

�

Satz 7.28. Für x ∈ E , u ∈ E∗ und m ≥ 0 gilt:

res(ϕm(x) ⋅ dlog(Col(u))) = ϕm(res(x ⋅ dlog(Col(u)))),

wobei wir wie zuvor res = resE schreiben, wenn der Grundkörper zweifelsfrei feststeht.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion über m ≥ 0, wobei der Fall m = 0
trivial ist. Für m = 1 betrachten wir zunächst die Gleichung

ϕ−1(res(ϕ(x) ⋅ dlog(Col(u))) 7.27
= res(tr(ϕ−1(ϕ(x) ⋅ dlog(Col(u)))))
= res(tr(x ⋅ϕ−1(dlog(Col(u)))))
= res(x ⋅ tr(ϕ−1(dlog(Col(u)))))

7.25
= res(x ⋅ dlog(Col(u))).

Wendet man nun ϕ auf die Gleichung an, so hat man den Fall m = 1 bewiesen. Wir
nehmen also nun an, dass die Behauptung für ein m ≥ 0 gilt. Dann folgt schließlich

ϕm+1(res(x ⋅ dlog(Col(u)))) = ϕ(ϕm(res(x ⋅ dlog(Col(u)))))
I.V.
= ϕ(res(ϕm(x) ⋅ dlog(Col(u))))
= res(ϕm+1(x) ⋅ dlog(Col(u))),

wobei die letzte Gleichheit analog zum Fall m = 1 gezeigt wird. �

7.5 Der Gruppenisomorphismus δ̄E
Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, zunächst eine gewisse Abbildung δE ∶OE →
Homcont.(GE,Zp) zu konstruieren. Wie wir später sehen werden, faktorisiert die von
uns konstruierte Abbildung δE sogar über einen Gruppenisomorphismus δ̄E ∶OE/(ϕ−
1)OE → Homcont.(GE,Zp). Dabei seien die Bezeichnungen wieder wie zuvor:

• E ≅ k((t)) ein vollständiger, diskret bewerteter Körper der Charakteristik p mit
perfektem Restklassenkörper k;

• GE ∶= Gal(Esep∣E) ≅ Gal(Enr∣E);

• Repcont.
Zp

(GE) = Kategorie der stetigen, Zp-linearen GE-Darstellungen auf endlich
erzeugten Zp-Moduln;

• Φét
OE = Kategorie der etalen ϕ-Moduln M über OE ;

• Homcont.(GE,Zp) = Gruppe der stetigen Charaktere, d.h. stetigen Gruppenho-
momorphismen χ∶GE → Zp. Die Gruppenoperation ist dabei die punktweise
Addition der Charaktere. Aufgrund der Kommutativität von Zp ist dadurch
auch Homcont.(GE,Zp) eine abelsche Gruppe.

Für einen stetigen Charakter χ ∈ Homcont.(GE,Zp) konstruieren wir eine stetige Zp-
Darstellung wie folgt:
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• Vχ ∶=Zp
2
=Zpe1 ⊕Zpe2 als unterliegender Zp-Modul;

• GE ×Vχ → Vχ, (σ,αe1 + βe2)↦ (α + χ(σ)β)e1 + βe2.

Diese Abbildung definiert aufgrund der Homomorphieeigenschaft von χ eine Grup-
penoperation von GE auf Vχ. Diese Gruppenoperation ist auch noch stetig, da χ stetig
ist und Zp ein topologischer Ring ist. Dadurch haben wir mit Vχ eine stetige, Zp-
lineare GE-Darstellung konstruiert, deren unterliegender Zp-Modul frei vom Rang 2
ist.

Für χ,χ′ ∈ Homcont.(GE,Zp) schreiben wir Vχ ∼ Vχ′ , falls ein r ∈ Zp existiert, sodass
ψr∶Vχ → Vχ′ , αe1 + βe2 ↦ (α + rβ)e1 + βe2 ein Isomorphismus in Repcont.

Zp
(GE) ist. Man

sieht dabei sofort, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf den durch χ ∈ Homcont.(GE,Zp)

definierten Darstellungen bildet. Betrachtet man nun Zp ∈ Repcont.
Zp

(GE) als freien Zp-
Modul vom Rang 1 mit der trivialen GE-Operation, so existiert eine exakte Sequenz

0Ð→Zp
α↦αe1
ÐÐÐ→ Vχ

αe1+βe2↦β
ÐÐÐÐÐ→Zp Ð→ 0

in Repcont.
Zp

(GE). Daher bezeichnet man Vχ auch als die durch χ bestimmte Erweiterung
von Zp und Zp.

Lemma 7.29. (i) Ist V ∈ Repcont.
Zp

(GE) und sitzt V in einer exakten Sequenz 0 → Zp
f
Ð→

V
g
Ð→Zp → 0 in Repcont.

Zp
(GE), so gilt:

(a) V ist frei vom Rang 2 über Zp; ist e2 ∈ V mit g(e2) = 1 und e1 ∶= f (1), so ist e1, e2

eine Zp-Basis von V.

(b) Für alle σ ∈ G existiert genau ein α(σ) ∈ Zp mit σ ⋅ e2 = α(σ)e1 + e2; die Abbildung
α∶GE →Zp, σ↦ α(σ) ist ein dabei ein stetiger Charakter.

(c) Es gilt V = Vα in Repcont.
Zp

(GE).

(ii) Sind χ,χ′ ∈ Homcont.(GE,Zp), sodass Vχ ∼ Vχ′ in Repcont.
Zp

(GE), so gilt bereits χ = χ′.

Beweis. (a) ist klar, da 1 ein Erzeuger vonZp ist und die Sequenz 0→Zp
f
Ð→ V

g
Ð→Zp → 0

exakt ist. Für (b) wählen wir ein beliebiges σ ∈ G. Da GE trivial auf Zp operiert, ist
g(σ⋅e2) = σ⋅g(e2) = g(e2). Also liegt σ⋅e2−e2 in ker(g) = im( f ). Aufgrund der Injektivität
von f existiert genau ein α(σ) ∈Zp mit f (α(σ)) = σ ⋅ e2 − e2. Damit erhalten wir

σ ⋅ e2 = f (α(σ)) + e2 = α(σ) f (1) + e2 = α(σ)e1 + e2.

Seien nun σ, τ ∈ G. Dann gilt wegen der trivialen Operation von GE auf Zp:

(τ ○ σ) ⋅ e2 = τ ⋅ (σ ⋅ e2) = τ(α(σ)e1 + e2) = α(σ)τ ⋅ e1 + τe2

= α(σ)τ ⋅ f (1) + α(τ)e1 + e2 = α(σ) f (τ ⋅ 1) + α(τ)e1 + e2

= (α(τ) + α(σ))e1 + e2.
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Durch die Eindeutigkeit von α(τ ○ σ) ist damit schließlich α(τ ○ σ) = α(τ) + α(σ), d.h.
α ∈ Hom(GE,Zp).

Wir bezeichnen mit ρ∶GE ×V → V die Gruppenoperation von GE auf V, welche nach
unseren Voraussetzungen stetig ist. Wir wollen nun zeigen, dass dann auch α∶GE →Zp

stetig ist. Sei dafür U ⊂Zp offen und σ ∈ α−1(U). Dann ist aber auch UV ∶= Ue1+Zpe2 ⊂ V
offen in V mit σ ⋅ e2 = α(σ)e1 + e2 ∈ UV. Damit ist (σ, e2) ein Element der offenen Un-
termenge ρ−1(UV) von GE × V. Es existieren also offene Untermengen Hσ ⊂ GE und
Wσ ⊂ V mit (σ, e2) ∈ Hσ ×Wσ ⊂ ρ−1(UV). Damit ist aber insbesondere

τ ⋅ e2 = α(τ)e1 + e2 ∈ UV = Ue1 +Zpe2 für alle τ ∈ Hσ,

d.h. α(τ) ∈ U für alle τ ∈ Hσ. Auf diese Weise lässt sich dann

α−1(U) = ⋃
σ∈α−1(U)

Hσ

als Vereinigung offener Mengen schreiben und ist somit selbst offen. Also handelt es
sich bei α sogar um einen stetigen Charakter, d.h. α ∈ Homcont.(GE,Zp).

Damit wir V als Vα auffassen können, müssen wir zeigen, dass α unabhängig von
der Wahl von e2 ∈ V mit g(e2) = 1 ist. Sei also auch e′2 ∈ V mit der Eigenschaft
g(e′2) = 1 = g(e2). Damit liegt e′2 − e2 in ker(g) = im( f ) und es existiert ein z ∈ Zp mit
e′2 − e2 = f (z) = z f (1) = ze1. Damit gilt aber auch für e′2 ebenfalls

σ ⋅ e′2 = σ ⋅ (ze1 + e2) = (z + α(σ))e1 + e2 = α(σ)e1 + (ze1 + e2) = α(σ)e1 + e′2,

d.h. V = Vα.

Für (ii) seien χ,χ′ ∈ Homcont.(GE,Zp) mit Vχ ∼ Vχ′ und ψr∶Vχ → Vχ′ der zugehöri-
ge Isomorphismus. Ist nun σ ∈ G, so gilt einerseits

ψ(σ ⋅ e2) = ψ(χ(σ)e1 + e2) = (χ(σ) + r)e1 + e2

und andererseits

ψ(σ ⋅ e2) = σ ⋅ψ(e2) = σ ⋅ (re1 + e2) = (r + χ′(σ))e1 + e2.

Daraus folgt schließlich χ(σ) = χ′(σ), was aufgrund der beliebigen Wahl von σ ∈ G zu
χ = χ′ führt. �

Auf quasi umgekehrte Weise konstruieren wir für ein Element a ∈ OE einen etalen
ϕ-Modul (Da, ga) ∈ Φét

OE wie folgt:
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• Da ∶= OE
2
= OEe1 ⊕OEe2 als unterliegender OE-Modul;

• ga∶Da → Da, αe1 + βe2 ↦ (ϕ(α) +ϕ(β)a)e1 +ϕ(β)e2.

Damit ist (Da, ga) offensichtlich ein ϕ-Modul und nach Lemma 6.4 auch etal, denn die
darstellende Matrix von ga bzgl. der Basis (e1, e2) ist ( 1 a

0 1 ) ∈ GL2(OE).

Für a, b ∈ OE schreiben wir Da ∼ Db, falls ein r ∈ OE existiert, sodass ψr∶Da →

Db, αe1 + βe2 ↦ (α + rβ)e1 + βe2, ein Isomorphismus ist. Man sieht dabei wieder so-
fort, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf den durch a ∈ OE definierten etalenϕ-Moduln
bildet. Bezeichnet man mitOE ∶= (OE , ϕ) ∈ Φét

OE den trivialen ϕ-Modul überOE , so gibt
es in Φét

OE die kurze exakte Sequenz

0Ð→ OE
α↦αe1
ÐÐÐ→ Da

αe1+βe2↦β
ÐÐÐÐÐ→ OE Ð→ 0.

Lemma 7.30. (i) Ist D = (D, g) ∈ Φét
OE und sitzt D in einer kurzen exakten Sequenz

0→ OE
F
Ð→ D G

Ð→ OE → 0 in Φét
OE , so gilt:

(a) D ist frei vom Rang 2 über OE ; ist nämlich e2 ∈ D mit G(e2) = 1 und e1 ∶= F(1), so
ist (e1, e2) eine OE-Basis von D.

(b) Es existiert genau ein a ∈ OE mit g(e2) = ae1 + e2.

(c) Es gilt D = Da.

(ii) Sind a, b ∈ OE , so gilt:

Da ∼ Db ⇔ a − b ∈ (ϕ − 1)OE = {ϕ(α) − α ∣ α ∈ OE}.

Beweis. (a) ist wieder klar, da 1 ein Erzeuger von OE ist und 0 → OE
F
Ð→ D G

Ð→ OE → 0
eine kurze exakte Sequenz ist. Für (b) betrachten wir G(g(e2)) = G○ g(e2) = ϕ ○G(e2) =

ϕ(1) = 1 = G(e2). Daher liegt g(e2) − e2 in ker(G) = im(F). Aufgrund der Injektivität
von F existiert genau ein a ∈ OE mit

g(e2) = F(a) + e2 = aF(1) + e2 = ae1 + e2.

Damit wir D als Da auffassen können, müssen wir ähnlich wie zuvor zeigen, dass a
unabhängig von der Wahl von e2 ∈ D mit G(e2) = 1 ist. Sei also e′2 ∈ D mit G(e′2) = 1 =

G(e2), d.h. e′2 − e2 liegt in ker(G) = im(F). Somit existiert ein α ∈ OE mit e′2 − e2 = F(α) =
αF(1) = αe1. Daher gilt auch für e′2:

σ ⋅ e′2 = σ(αe1 + e2) = (α + a)e1 + e2 = ae1 + (αe1 + e2) = ae1 + e′2.

Also ist a ∈ OE unabhängig von der Wahl von e2 ∈ D mit G(e2) = 1 und somit D = Da.
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Für (ii) zeigen wir zuerst die Hinrichtung und nehmen an, dass Da ∼ Db gilt. Be-
zeichnen wir mit ψr∶Da → Db den zugehörigen Isomorphismus, so gilt einerseits

gb ○ψr(e2) = gb(re1 + e2) = (ϕ(r) + b)e1 + e2

und andererseits

gb ○ψr(e2) = ψr ○ ga(e2) = ψr(ae1 + e2) = (a + r)e1 + e2.

Daraus erhält man schließlich a − b = ϕ(r) − r = (ϕ − 1)(r) ∈ (ϕ − 1)OE .

Für die Rückrichtung sei r ∈ OE mit (ϕ−1)(r) = a−b und setzeψr∶Da → Db, (αe1+βe2)↦

(α + rβ)e1 + βe2. Damit ist ψr offensichtlich ein Isomorphismus von OE-Moduln. Au-
ßerdem gilt

ψr ○ ga(αe1 + βe2) = ψr((ϕ(α) + aϕ(β))e1 +ϕ(β)e2)

= (ϕ(α) + aϕ(β) + rϕ(β))e1 +ϕ(β)e2

= (ϕ(α) + bϕ(β) +ϕ(r)ϕ(β))e1 +ϕ(β)e2

= (ϕ(α + rβ) + bϕ(β))e1 +ϕ(β)e2

= gb((α + rβ)e1 + βe2)

= gb ○ψr(αe1 + βe2).

Also ist ψr sogar ein Isomorphismus von etalen ϕ-Moduln und damit Da ∼ Db. �

Wie bereits in Kaptitel 6, Satz 6.8, gesehen, sindD∶Repcont.
Zp

(GE)→ Φét
OE undV∶Φét

OE →

Repcont.
Zp

(GE) zueinander inverse, exakte Äquivalenzen von Kategorien mit

OE = (OĔ)
GE ≅ (OĔ ⊗Zp Zp)

GE =D(Zp)

α↦ α⊗ 1
ϕ↔ ϕ⊗ id

und

Zp = (OĔ)
ϕ=1 ≅ (OĔ ⊗OE OE)

ϕ=1 =V(OE).

α↦ α⊗ 1
σ↔ σ⊗ id

Für ein a ∈ OE sei (Da, ga) der zuvor konstruierte etale ϕ-Modul. Dieser sitzt in der
exakten Sequenz 0 → OE → Da → OE → 0. Aufgrund der Exaktheit von V und der
obigen Identifikation erhalten wir die kurze exakte Sequenz 0→Zp →V(Da)→Zp →
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0. Nach Lemma 7.29 existiert genau χa ∈ Homcont.(GE,Zp) mit V(Da) = Vχa . Da χa

eindeutig ist, können wir die wohldefinierte Abbildung

δE ∶OE → Homcont.(GE,Zp), a↦ χa,

definieren.

Ist auf der anderen Seite χ ∈ Homcont.(GE,Zp) und Vχ ∈ Repcont.
Zp

(GE) die zuvor kon-
struierte stetigeZp-Darstellung über GE, so sitzt diese in der kurzen exakten Sequenz
0 → Zp → Vχ → Zp → 0. Aufgrund der vorherigen Identifikation vonD(Zp) = OE und
der Exaktheit vonD erhalten wir die kurze exakte Sequenz 0 → OE →D(Vχ) → OE →
OE → 0. Nach Lemma 7.30 existiert auch hier genau ein aχ ∈ OE mitD(Vχ) = Daχ .

Unser nächstes Ziel ist es nun herauszufinden, dass δE sogar durch (ϕ − 1)OE fak-
torisiert. Dafür müssen wir uns aber zunächst noch etwas genauer mit (ϕ − 1) und
den von uns konstruierten Zp-Darstellungen und etalen ϕ-Moduln beschäftigen.

Lemma 7.31. DieZp-lineare Abbildung (ϕ−1)∶OĔ → OĔ ist surjektiv. Insbesondere existiert
für alle a ∈ OE ein α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) = −a.

Beweis. Da (ϕ − 1) Zp-linear ist, können wir die Reduktion modulo p betrachten, d.h.
(ϕ − 1)∶Esep → Esep, x↦ xp − x. Sei nun a ∈ OĔ , ā ∶= a + pOĔ ∈ Esep und f (X) ∶= Xp −X − ā ∈
Esep[X]. Wegen d

dX f (X) = −1 ist f separabel und damit existiert eine Nullstelle ᾱ0 ∈ Esep

von f . Sei α0 ∈ OĔ sodass α0 mod pOĔ = ᾱ0. Also ist a mod p = ā = (ϕ − 1)(ᾱ0) =

(ϕ − 1)(α0) mod p, d.h.. es existiert ein a1 ∈ OĔ mit a = (ϕ − 1)(α0) + pa1. Induktiv
erhalten wir dadurch αn, an ∈ OĔ mit

a =
n

∑
i=0

pi(ϕ − 1)(αi) + pn+1an+1 = (ϕ − 1)(
n

∑
i=0

piαi) + pn+1an+1.

DaOĔ vollständig ist, konvergiert α ∶= ∑∞
i=0 piαi inOĔ und zusammen mit der Stetigkeit

von (ϕ − 1) folgt schließlich (ϕ − 1)(α) = a. �

Lemma 7.32. Sei a ∈ OE und α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) = −a wie in Lemma 7.31. Dann ist
χα∶GE →Zp, σ↦ (σ−1)(α) ein wohldefinierter, stetiger Gruppenhomomorphismus, welcher
nur von der Restklasse a + (ϕ − 1)OE ∈ OE/(ϕ − 1)OE abhängt.

Beweis. Zunächst einmal müssen wir die Wohldefiniertheit von χα zeigen, d.h. (σ −
1)(α) ∈ Zp für alle σ ∈ GE und die Unabhängigkeit von der Wahl eines α ∈ OĔ . Man
erinnere sich daran, dass ϕmit jedem σ ∈ GE kommutiert und betrachte die Gleichung

ϕ((σ − 1)(α)) = ϕ(σ(α) − α) = ϕ(σ(α)) −ϕ(α)
= σ(ϕ(α)) − σ(α) + σ(α) −ϕ(α)

= σ(ϕ(α) − α) + σ(α) −ϕ(α) = σ(−a) + σ(α) −ϕ(α)
= −a + σ(α) −ϕ(α) = ϕ(α) − α + σ(α) −ϕ(α)
= (σ − 1)(α).
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Also liegt das Bild von χα in Zp, denn für jedes σ ∈ GE ist χα(σ) = (σ − 1)(α) ∈

(OĔ)
ϕ=1 = Zp nach Lemma 6.5. Sei nun β ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(β) = −a = (ϕ − 1)(α), d.h.

α − β ∈ (OĔ)
ϕ=1 =Zp. Wegen Zp ⊂ OE und σ∣O

E

= idOE für alle σ ∈ GE ist dann aber

χα(σ) = (σ − 1)(α) = (σ − 1)(α − β)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+(σ − 1)(β) = χβ(σ).

Also hängt χα nur von a ∈ OE ab und ist somit wohldefiniert. Die Homomorphieei-
genschaft von χα ist recht leicht zu sehen, denn für χ, τ ∈ GE gilt

(σ ○ τ − 1)(α) = σ ○ τ(α) − α = σ ○ τ(α) − σ(α) + σ(α) − α
= σ((τ − 1)(α)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Zp⊂OE

) + (σ − 1)(α) = (τ − 1)(α) + (σ − 1)(α).

Für die Stetigkeit von χα zeigen wir zunächst, dass die Abbildung ψn∶GE
χα
Ð→ Zp

can
Ð→

Zp/pnZp für alle n ≥ 1 einen offenen Kern hat. Sei dafür σ ∈ ker(ψn), d.h. (σ − 1)(α) =
σ(α) − α ∈ pnZp. Da OĔ die Vervollständigung von OEnr ist, existiert ein α′ ∈ OEnr mit
α − α′ = pnβ für ein β ∈ OĔ . Für τ ∈ Hσ ∶= Gal(Enr∣E[α′]) ≤ Gal(Enr∣E) ≅ GE gilt dann

(σ ○ τ − 1)(α) = (σ − 1)(α) + (τ − 1)(α) = (σ − 1)(α) + (τ − 1)(α − α′) + (τ − 1)(α′)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0, da τ∈Hσ

= (σ − 1)(α) + (τ − 1)(α − α′) = (σ − 1)(α) + pn(τ − 1)(β)
≡ 0 mod pn,

da σ ∈ ker(ψn). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist Hσ ≤ GE offen und damit
auch ker(ψn), denn ker(ψn) = ⋃σ∈ker(ψn) σHσ.

Sei nun U ⊂ Zp offen und σ ∈ χ−1
α (U). Damit existiert ein n ≥ 1 mit χα(σ) + pnZp ⊂ U.

Da ker(ψn) eine offene Umgebung von 1GE ist, ist σ ⋅ ker(ψn) eine offene Umgebung
von σ. Des Weiteren gilt

χα(σ ⋅ ker(ψn)) = χα(σ) + χα(ker(ψn)) ⊂ χα(σ) + pnZp ⊂ U.

Also handelt es sich bei χ−1
α (U) um eine offene Menge und damit bei χα um einen

stetigen Gruppenhomomorphismus.

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass χα nur von der Restklasse a+(ϕ−1)OE abhängt.
Sei dafür b ∈ OE mit a − b ∈ (ϕ − 1)OE , d.h. a − b = ϕ(c) für ein c ∈ OE . Ist zudem β ∈ OĔ
mit (ϕ − 1)(β) = −b, so gilt

(ϕ − 1)(β) = −b = −a + a − b = (ϕ − 1)(α) + (ϕ − 1)(c) = (ϕ − 1)(α + c).
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Wie zuvor gesehen ist dann

χβ(σ) = χα+c(σ) = (σ − 1)(α + c) = χα(σ) + (σ − 1)(c) c∈OE
= χα(σ).

Also ist χβ = χα und damit hängt χα nur von der Restklasse a + (ϕ − 1)OE ab. �

Lemma 7.33. (i) Sind a, b ∈ OE mit Da ∼ Db, so ist auchV(Da) = Vχa ∼ Vχb =V(Db).

(ii) Sind χ,χ′ ∈ Homcont.(GE,Zp) mit Vχ ∼ Vχ′ , so ist auchD(Vχ) = Daχ ∼ Daχ′ =D(Vχ′).

Beweis. (ii) sieht man recht leicht, da aus Vχ ∼ Vχ′ mittels Lemma 7.29 (ii) sofort χ = χ′

und damit aχ = aχ′ folgt. Es seien nun (e1, e2) eine Basis von Daχ und (e′1, e
′
2) eine Basis

von Da′χ wie in Lemma 7.30. In dem Beweis von Lemma 7.30 haben wir jedoch auch
gesehen, dass dann e1 = e′1 und e2 = re1 + e′2 für ein r ∈ OE gelten muss. Wegen χ = χ′ ist
dann

ψr∶Daχ → Daχ′ , αe1 + βe2 ↦ αe1 + βe2 = (α + rβ)e′1 + βe′2
ein Isomorphismus und es gilt damitD(Vχ) = Daχ ∼ Daχ′ =D(Vχ).

Für (i) seien a, b ∈ OE mit Da ∼ Db. Es existiert also ein r ∈ OE , sodass ψr∶Da →

Db, (xe1 + ye2) ↦ (x + ry)e1 + ye2 ein Isomorphismus ist. Aus dem Beweis von Lem-
ma 7.30 ergibt sich, dass dann a − b = (ϕ − 1)(r) gilt. Nach Lemma 7.31 existieren
zudem α, β ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) = −a und (ϕ − 1)(β) = −b. Insbesondere ist dann
(ϕ − 1)(r) = a − b = (ϕ − 1)(β − α) und damit α − β + r ∈ ker(ϕ − 1) = (OĔ)

ϕ−1 =Zp.

Behauptung: e(a)
1 ∶= 1 ⊗ e1, e

(a)
2 ∶= (α ⊗ e1 + 1 ⊗ e2) ist eine Zp-Basis von V(Da) =

(OĔ ⊗OE Da)
ϕ=1.

Zunächst einmal müssen wir zeigen, dass die angegebenen Elemente überhaupt in
V(Da) liegen. Dies ist aber leicht zu sehen, denn einerseits gilt

(ϕ⊗ ga)(e(a)
1 ) = ϕ(1)⊗ ga(e1) = 1⊗ e1 = e(a)

1

und andererseits auch

(ϕ⊗ ga)(e(a)
2 ) = ϕ(α)⊗ ga(e1) +ϕ(1)⊗ ga(e2)

ϕ(α)=−a+α
= −a⊗ e1 + α⊗ e1 + 1⊗ ae1 + 1⊗ e2

= α⊗ e1 + 1⊗ e2 = e(a)
2 .

Aus der exakten Sequenz 0 → OE
F
Ð→ Da

G
Ð→ OE → 0 erhalten wir die exakte Sequenz

0 → Zp
id⊗F
ÐÐ→ V(Da)

id⊗G
ÐÐ→ Zp → 0, wobei wir Zp über den Isomorphismus (α ↦

α⊗1)∶Zp →V(OE) mitV(OE) identifizieren. Die beiden Vektoren e(a)
1 und e(a)

2 erfüllen
die Eigenschaften

(id⊗ F)(1) = (id⊗ F)(1⊗ 1) = id(1)⊗ F(1) = 1⊗ e1 = e(a)
1
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und

(id⊗G)(e(a)
2 ) = id(α)⊗G(e1) + id(1)⊗G(e2) = α⊗G ○ F

´¸¹¶
=0

(1) + 1⊗ 1 = 1.

Also ist (e(a)
1 , e(a)

2 ) eine Zp-Basis von V(Da) wie in Lemma 7.29 (i) und es existiert ein
eindeutiges χa ∈ Homcont.(GE,Zp) mitV(Da) =Zpe(a)

1 ⊕Zpe(a)
2 = Vχa und

σ ⋅ e(a)
2 = (σ⊗ id)(e(a)

2 ) = χa(σ)e(a)
1 + e(a)

2 für alle σ ∈ GE.

Völlig analog lässt sich zeigen, dass e(b)
1 ∶= 1⊗ e1, e

(b)
2 ∶= β⊗ e1 + 1⊗ e2 eineZp-Basis von

V(Db) ist und ein χb ∈ Homcont.(GE,Zp) existiert, sodass V(Db) = Zpe(b)
1 ⊕Zpe(b)

2 = Vχb

und
σ ⋅ e(b)

2 = (σ⊗ id)(e(b)
2 ) = χb(σ)e(b)

1 + e(b)
2 für alle σ ∈ GE.

Nach unseren Voraussetzungen ist ψr∶Da → Db ein Isomorphismus. Aufgrund der
Funktorialität vonV ist damit auchV(ψr) ∶= id⊗ψr∶V(Da) →V(Db) ein Isomorphis-
mus, welcher gegeben ist durch

V(ψr)(xe(a)
1 + ye(a)

2 ) = (id⊗ψr)(xe(a)
1 + ye(a)

2 )

= x(id⊗ψr)(1⊗ e1) + y(id⊗ψr)(α⊗ e1 + 1⊗ e2)

= x(1⊗ψr(e1)) + y(α⊗ψr(e1) + 1⊗ψr(e2))

= x(1⊗ e1) + y(α⊗ e1 + 1⊗ (re1 + e2))

= x(1⊗ e1) + y((α + r)⊗ e1 + 1⊗ e2), da r ∈ OE
= x(1⊗ e1) + y((α − β + r)⊗ e1 + β⊗ e1 + 1⊗ e2)

= x(1⊗ e1) + y(α − β + r)(1⊗ e1) + (β⊗ e1 + 1⊗ e2), da α − β + r ∈Zp

= (x + (α − β + r)y)(1⊗ e1) + ye(b)
2

= (x + (α − β + r)y)e(b)
1 + ye(b)

2 .

Also istV(Da) = Vχa ∼ Vχb =V(Db) mit α − β + r ∈Zp. �

Lemma 7.34. Für alle χ ∈ Homcont.(GE,Zp) existiert ein α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) ∈ OE und
χ = χα, d.h. χ(σ) = (σ − 1)(α) für alle σ ∈ GE.

Beweis. Sei Vχ = Zpe1 ⊕ Zpe2 die zu χ gehörige stetige Zp-Darstellung mit σ ⋅ e2 =

χ(σ)e1 + e2. Wir haben die exakte Sequenz

0→Zp
f
Ð→ Vχ

g
Ð→Zp → 0.

Da die Ringerweiterung der diskreten Bewertungsringe Zp ⊂ OĔ flach und D exakt
ist, erhalten wir die exakten Sequenzen

0→ OĔ ⊗Zp Zp
id⊗ f
ÐÐ→ OĔ ⊗Zp Vχ

id⊗g
ÐÐ→ OĔ ⊗Zp Zp → 0 (1)

0Ð→ OE
id⊗ f
ÐÐ→D(Vχ)

id⊗g
ÐÐ→ OE Ð→ 0. (2)
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Nach Lemma 7.30 existiert ein a ∈ OE mit (D(Vχ), ϕ⊗id) = (Da, ga) = OEe
(a)
1 +OEe

(a)
2 ,d.h.

ϕ⊗ id = ga. Dabei sind nach der Konstruktion von Da in Lemma 7.30 e(a)
1 = (id⊗ f )(1) =

1⊗ f (1) = 1⊗e1 und (id⊗ g)(e(a)
2 ) = 1 = 1⊗1. Wegen (id⊗ g)(1⊗e2) = 1⊗ g(e2) = 1⊗1 = 1

und der exakten Sequenz (1) liegt e(a)
2 − 1⊗ e2 in ker(id⊗ g) = im(id⊗ f ) ⊂ OĔ ⊗Zp Vχ.

Also existiert genau ein α̃ ∈ OĔ mit

e(a)
2 = (id⊗ f )(α̃⊗ 1) + 1⊗ e2 = α̃⊗ f (1) + 1⊗ e2 = α̃⊗ e1 + 1⊗ e2.

Damit erhalten wir wegen ϕ⊗ id = ga schließlich

ae(a)
1 + e(a)

2 = (ϕ⊗ id)(e(a)
2 ) = ϕ(α̃)⊗ e(a)

1 + 1⊗ e2 = (ϕ(α̃) − α̃)⊗ e1 + e(a)
2 .

Also ist (ϕ(α̃) − α̃ − a)⊗ e1 = 0 und mittels der Injektivität von

ρ∶OĔ
∼
Ð→ OĔ ⊗Zp Zp ↪ OĔ ⊗Zp Vχ, x↦ x⊗ e1,

entsprechend ϕ(α̃) − α̃ = a ∈ OE . Da außerdem e(a)
2 invariant unter der GE-Operation

ist, gilt für alle σ ∈ GE:

α̃⊗ e1 + 1⊗ e2 = e(a)
2 = σ ⋅ e(a)

2 = (σ⊗ σ)(α̃⊗ e1 + 1⊗ e2)

= σ(α̃)⊗ e1 + 1⊗ (σ ⋅ e2) = σ(α̃)⊗ e1 + 1⊗ (χ(σ)e1 + e2)

= (σ(α̃) + χ(σ))⊗ e1 + 1⊗ e2, da χ(σ) ∈Zp.

Also ist (χ(σ) + σ(α̃) − α̃) ⊗ e1 = 0 und somit wegen der Injektivität von ρ schließlich
χ(σ) = (σ − 1)(α) mit α ∶= −α̃ ∈ OĔ und (ϕ − 1)(α) = −a ∈ OE . �

Lemma 7.35. (i) Für a ∈ OE giltD(V(Da)) = Da.

(ii) Für χ ∈ Homcont.(GE,Zp) giltV(D(Vχ)) = Vχ.

Beweis. Zu (i): Wie in Lemma 7.31 gesehen, existiert ein α ∈ OĔ mit (ϕ−1)(α) = −a. Da
ϕ mit allen Elementen aus GE kommutiert, ist dann auch −a = σ(−a) = σ((ϕ − 1)(α)) =
(ϕ−1)(σ(α)) und damit σ(α)−α ∈ (OĔ)

ϕ=1 =Zp für alle σ ∈ GE. Sei Da = OEe1⊕OEe2 der
zu a gehörige etale ϕ-Modul. Wir haben bereits im Beweis von Lemma 7.33 gesehen,
dass e(a)

1 ∶= 1 ⊗ e1, e
(a)
2 ∶= α ⊗ e11 ⊗ e2 eine wie in Lemma 7.29 (i) konstruierte Zp-Basis

vonV(Da) ist.

Wir setzen nun eD1 ∶= 1 ⊗ e(a)
1 , eD2 ∶= −α ⊗ e(a)

1 + 1 ⊗ e(a)
2 ∈ OĔ ⊗Zp V(Da) und zeigen

eD1 , e
D
2 ∈D(V(Da)). Für σ ∈ GE ist nämlich auf der einen Seite

σ ⋅ eD1 = (σ⊗ σ)(1⊗ e(a)
1 ) = 1⊗ ((σ⊗ id)(e(a)

1 )) = 1⊗ (1⊗ e1)

= 1⊗ e(a)
1 = eD1
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und andererseits

σ ⋅ e(a)
2 = σ⊗ σ(−α⊗ e(a)

1 + 1⊗ e(a)
2 ) = −σ(α)⊗ σ ⋅ e(a)

1 + 1⊗ σ ⋅ e(a)
2

= −σ(α)⊗ (σ⊗ id(1⊗ e1)) + 1⊗ (σ⊗ id(α⊗ e1 + 1⊗ e2))

= −σ(α)⊗ e(a)
1 + 1⊗ (σ(α)⊗ e1) + 1⊗ (1⊗ e2)

= −σ(α)⊗ e(a)
1 + 1⊗ ((σ(α) − α)⊗ e1) + 1⊗ (α⊗ e1) + 1⊗ (1⊗ e2)

= −σ(α)⊗ e(a)
1 + (σ(α) − α)⊗ (1⊗ e1) + 1⊗ (α⊗ e1 + 1⊗ e2), da σ(α) − α ∈Zp

= −α⊗ e(a)
1 + 1⊗ e(a)

2 = eD2 .

Also liegen eD1 und eD2 inD(V(Da)).

Wir haben die exakte Sequenz 0→ OE
F
Ð→ Da

G
Ð→ OE → 0, woraus wir die exakte Sequenz

0 → Zp
id⊗F
ÐÐ→ V(Da)

is⊗G
ÐÐ→ Zp → 0 erhalten. Die beiden Basiselemente e(a)

1 , e(a)
2 ∈ V(Da)

waren so konstruiert, dass (id⊗ F)(1) = e(a)
1 und (id⊗G)(e(a)

2 ) = 1 gilt. Aus der letzten
exakten Sequenz erhalten wir wiederum die kurze exakte Sequenz

0Ð→ OE
id⊗id⊗F
ÐÐÐÐ→D(V(Da))

id⊗id⊗G
ÐÐÐÐ→ OE Ð→ 0.

Dann gilt für eD1 , e
D
2 ∈D(V(Da)) einerseits

(id⊗ id⊗ F)(1) = (id⊗ id⊗ F)(1⊗ 1⊗ 1) = 1⊗ 1⊗ F(1) = 1⊗ (1⊗ e1) = eD1

und andererseits

(id⊗ id⊗G)(eD2 ) = (id⊗ id⊗G)(−α⊗ 1⊗ e1 + 1⊗ α⊗ e1 + 1⊗ 1⊗ e2)

= −α⊗ 1⊗G ○ F
´¸¹¶
=0

(1) + 1⊗ α⊗G ○ F
´¸¹¶
=0

(1) + 1⊗ 1⊗G(e2)

´¹¹¸¹¹¹¶
=1

= 1⊗ 1⊗ 1 = 1.

Nach Lemma 7.30 ist damit (eD1 , e
D
2 ) eine OE-Basis vonD(V(Da)). Außerdem gilt für

eD2 ∈D(V(Da)) = (D(V(Da)), ϕ⊗ id):

(ϕ⊗ id)(eD2 ) = (ϕ⊗ id)(−α⊗ e(a)
1 + 1⊗ e(a)

2 ) = −ϕ(α)⊗ e(a)
1 + 1⊗ e(a)

2

= (a − α)⊗ e(a)
1 + 1⊗ e(a)

2 = a(1⊗ e(a)
1 ) + (−α⊗ e(a)

1 + 1⊗ e(a)
2 )

= aeD1 + eD2 .

Also istD(V(Da)) = Da, wobei wir e1 mit eD1 und e2 mit eD2 identifizieren.

Zu (ii): Für χ ∈ Homcont.(GE,Zp) existiert nach Lemma 7.34 ein α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) ∈
OE , d.h. (ϕ − 1)(α) = −a für ein a ∈ OE , und χ(σ) = (σ − 1)(α) für alle σ ∈ GE. Sei
Vχ = Zpe1 ⊕Zpe2 die zu χ gehörige Zp-Darstellung. Mit der gleichen Vorgehensweise
wie in (i) lässt sich schließlich zeigen:
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• D(Vχ) = OE ẽ1⊕OE ẽ2 = Da, wobei ẽ1 ∶= 1⊗ e1 und ẽ2 ∶= −α⊗ e1+1⊗ e2 eineOE-Basis
vonD(Vχ) ist, wie sie in Lemma 7.30 konstruiert wird.

• V(D(Vχ)) =ZpeV1 ⊕ZpeV2 , wobei eV1 ∶= 1⊗ ẽ1 und eV2 ∶= α⊗ ẽ1 +1⊗ ẽ2 eineZp-Basis
vonV(D(Vχ)) ist, wie sie in Lemma 7.29 konstruiert wird.

Aus dem letzten Punkt erhält man für σ ∈ GE wegen σ(α) = χ(σ) + α und χ(σ) ∈ Zp

schließlich

σ ⋅ eV2 = (σ⊗ id)(α⊗ ẽ1 + 1⊗ ẽ2) = σ(α)⊗ ẽ1 + 1⊗ ẽ2

= (χ(σ) + α)⊗ ẽ1 + 1⊗ ẽ2 = χ(σ)eV1 + eV2 .

Also gilt auchV(D(Vχ)) = Vχ, wobei wir e1 mit eV1 und e2 mit eV2 identifizieren. �

Satz 7.36. Ist a ∈ OE und α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) = −a, so stimmt der stetige Charakter δE(a)
mit dem stetigen Charakter χα überein.

Beweis. Sei Da = OEe1 ⊕ OEe2 der zu a ∈ OE gehörige etale ϕ-Modul. Im Beweis von
Lemma 7.33 haben wir bereits gesehen, dass die Elemente e(a)

1 ∶= 1 ⊗ e1, e
(a)
2 ∶= α ⊗

e1 + 1⊗ e2 eine wie in Lemma 7.29 konstruierte Zp-Basis von V(Da) bilden. Nach der
Konstruktion von δE ist χ ∶= δE(a) ∈ Homcont.(GE,Zp) mitV(Da) = Vχ. Ist nun σ ∈ GE, so
erhält man einerseits

σ ⋅ e(a)
2 = χ(σ)e(a)

1 + e(a)
2 = χ(σ)e(a)

1 + α⊗ e1 + 1⊗ e2

und andererseits

σ ⋅ e(a)
2 = (σ⊗ id)(α⊗ e1 + 1⊗ e2) = σ(α)⊗ e1 + 1⊗ e2.

Daher gilt
χ(σ)e(a)

1 = σ(α)⊗ e1 − α⊗ e1 = (σ(α) − α
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=χα(σ)∈Zp

)⊗ e1 = χα(σ)e(a)
1 ,

woraus schließlich χα(σ) = χ(σ) = δE(a)(σ) für alle σ ∈ GE folgt. �

Korollar 7.37. Die Abbildung δE ∶OE → Homcont.(GE,Zp) ist sogar ein Gruppenhomomor-
phismus.

Beweis. Um die Homomorphieeigenschaft nachzuweisen, wählen wir a, b ∈ OE , sowie
α, β ∈ OĔ mit (ϕ−1)(α) = −a und (ϕ−1)(β) = −b. Dann ist auch (ϕ−1)(α+β) = −(a+b)
und zusammen mit Satz 7.36 folgt für alle σ ∈ GE:

δE(a + b)(σ) = χα+β(σ) = (σ − 1)(α + β) = (σ − 1)(α) + (σ − 1)(β)
= χα(σ) + χβ(σ)

= δE(a)(σ) + δE(b)(σ).

�
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Sind nun a, b ∈ OE mit a − b ∈ (ϕ − 1)OE , so ist nach Lemma 7.30 (ii) Da ∼ Db

und damit wegen Lemma 7.33 auch VδE(a) = V(Da) ∼ V(Db) = VδE(b). Mit Hilfe von
Lemma 7.29 folgt daraus aber, dass bereits δE(a) = δE(b) gilt. Also faktorisiert δE über
δ̄E ∶OE/(ϕ − 1)OE → Homcont.(GE,Zp).

Lemma 7.38. δ̄E ∶OE/(ϕ − 1)OE → Homcont.(GE,Zp) ist eine Bijektion.

Beweis. Für die Injektivität seien a+ (ϕ− 1)OE , b+ (ϕ− 1)OE ∈ OE/(ϕ− 1)OE mit δ̄E(a+
(ϕ−1)OE) = χa = χb = δ̄E(b+(ϕ−1)OE). Nach Definition von δ̄E ist dannV(Da) = Vχa =

Vχb =V(Db), also insbesondere Vχa ∼ Vχb . Aus Lemma 7.35 folgt daraus

Da =D(V(Da)) =D(Vχa) ∼D(Vχb) =D(V(Db)) = Db.

Mittels 7.30 (ii) erhält man schließlich a − b ∈ (ϕ − 1)OE .

Für die Surjektivität sei χ ∈ Homcont.(GE,Zp). Wie bereits zuvor gesehen existiert dann
ein a ∈ OE mitD(Vχ) = Da. Aus Lemma 7.35 folgt damit, dass Vχ =V(D(Vχ)) =V(Da).
Nach Definition von δ̄E ist dann δ̄E(a + (ϕ − 1)OE) = χ. �

Da Zp eine abelsche Gruppe ist, gilt sogar Homcont.(GE,Zp) = Homcont.(GE
ab,Zp) und

somit δ̄E ∶OE/(ϕ − 1)OE → Homcont.(GE
ab,Zp).

7.6 Berechnung der Invarianten einer Algebra nach
Witt

Für einen lokalen Körper L bezeichnen wir wie gewohnt mit invL∶H2(Lsep∣L) ∼
Ð→ Q/Z

die zugehörige Invariantenabbildung. In diesem Abschnitt wollen wir die Invariante
einer Azumaya-Algebra unter der Identifikation

Br(L) = ⋃
L′∣L endl.

Galois

Br(L′∣L)
3.8
≅ ⋃

L′∣L endl.
Galois

H2(L′∣L) = H2(Lsep∣L)
invL
≅ Q/Z

nach der Vorgehensweise von Ernst Witt explizit berechnen, wenn L = E ≅ k((t)) ein
lokaler Körper der Charakteristik p ist. Zunächst setzen wir allerdings nur voraus,
dass E ≅ k((t)) ein vollständiger, diskret bewerteter Körper der Charakteristik p mit
vollkommenem Restklassenkörper k ist.

Lemma 7.39. Es existiert ein GE-äquivarianter, injektiver Ringhomomorphismus ι∶OE →
W(E), für den das Diagramm

OE

ϕ

��

� � ι //W(E)

F
��

OE
� � ι //W(E)
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kommutiert. Des Weiteren existiert analog ein Ringhomomorphismus ῐ∶OĔ →W(Esep), sodass
das Diagramm

OE� _

��

� � ι //W(E)� _

��
OĔ
� � ῐ //W(Esep)

kommutiert und sodass ῐ ○ϕ = F ○ ῐ gilt.

Beweis. Die Multiplikation mit p ist offensichtlich injektiv in OE , d.h. nach Lemma 5.6
ist auch ΦOE ∶W(OE) → O

N0
E injektiv. Da außerdem ϕ∶OE → OE ein Frobenius-Lift ist,

ist ΦOE ∶W(OE)→ O
N0
E nach Satz 5.10 ein Ringhomomorphismus mit

im(ΦOE) = {(un)n≥0 ∣ ∀n ≥ 0 ∶ ϕ(un) ≡ un+1 mod pn+1OE} ,

wie in Lemma 5.7 gesehen. Man beachte, dass auch ϕ∶OE → OE injektiv ist, denn
OE ist ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal pOE , d.h. insbesondere ein
lokaler Hauptidealring. Somit ist das Primideal ker(ϕ) entweder 0 oder pOE . Da aber
ϕ(p) = p, muss ker(ϕ) = 0 gelten und schließlich ϕ injektiv sein. Damit erhalten wir
einen injektiven Ringhomomorphismus

ψ∶OE → O
N0
E , a↦ (ϕn(a))n≥0

mit im(ψ) ⊂ im(ΦOE). Wir setzen ι̃ ∶= Φ−1
OE ○ ψ∶OE ↪ W(OE) und erhalten dadurch

einen wohldefinierten, injektiven Ringhomomorphismus, welcher eindeutig durch
die Eigenschaft (ΦOE ○ ι̃)(a) = (ϕn(a))n≥0 für a ∈ OE definiert ist.

Aus dem Ringhomomorphismus can∶OE → E, a ↦ a + pOE erhalten wir nach Satz
5.10 den Ringhomomorphismus

W(can)∶W(OE)→W(E), (an)n≥0 ↦ (an + pOE)n≥0

und setzen schließlich ι ∶= W(can) ○ ι̃∶OE → W(E). Angenommen, es existiert ein
a ∈ ker(ι) mit a ≠ 0. Dann existieren u ∈ O∗

E ,n ∈ N0 mit a = upn. Da ι ein Ringhomo-
morphismus ist, muss auch ι(u) eine Einheit in W(E) sein und somit insbesondere
ι(u) ≠ 0. Wegen 0 = ι(a) = ι(u)ι(p)n ist dann ι(p) = 0, da W(E) nach Satz 5.18 (i) ein
Integritätsbereich ist. Daraus würde aber folgen, dass 0 = ι(p) = pι(1) = p ⋅ 1W(E), d.h.
char(W(E)) = p, was ein Widerspruch zu Lemma 5.19 ist. Also handelt es sich bei ι
um einen injektiven Ringhomomorphismus. Da GE trivial auf W(E) und OE operiert,
ist auch trivialerweise ι∶OE ↪W(E) GE-äquivariant.

Sei nun a ∈ OE und (am)m≥0 ∈ W(OE) mit ι̃(a) = (am)m≥0, d.h. (ϕn(a))n≥0 = ΦOE ○ ι̃(a) =
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ΦOE((am)m≥0) = (Φn((am)m≥0))n≥0. Da ϕ∶OE → OE ein Ringhomomorphismus ist, gilt:

ΦOE((ϕ(am))m≥0) = (Φn((ϕ(am))m≥0))n≥0 = (ϕ(Φn((am)m≥0)))n≥0

= (ϕ(ϕn(a)))n≥0 = (ϕn(ϕ(a)))n≥0

= ΦOE ○ ι̃(ϕ(a)).

Aufgrund der Injektivität von ΦOE ist dann ι̃(ϕ(a)) = (ϕ(am))m≥0. Da char(E) = p, folgt
zusammen mit Satz 5.16 (i):

F(ι(a)) = F((am + pOE)m≥0) = (ap
m + pOE)m≥0 = (ϕ(am) + pOE)m≥0

= W(can)((ϕ(am))m≥0) = W(can) ○ ι̃(ϕ(a))
= ι ○ϕ(a).

Also gilt F ○ ι = ϕ ○ ι.

Auf analoge Weise können wir einen injektiven Ringhomomorphismus ῐ∶OĔ ↪W(Esep)

konstruieren. Da ΦO
Ĕ
∶W(OĔ) → O

N0

Ĕ , ϕ∶OĔ → OĔ und can∶OĔ → Esep jeweils Fortset-
zungen von ΦOE ∶W(OE) → O

N0
E , ϕ∶OE → OE und can∶OE → E sind, kommutiert das

Diagramm
OE� _

��

� � ι //W(E)� _

��
OĔ
� � ῐ //W(Esep).

Damit bleibt nur noch die GE-Äquivarianz zu zeigen, welche bei ι trivial war. Sei dafür
σ ∈ GE und a ∈ OĔ . Dann gilt wegen der Kommutativität von ϕ und σ:

ΦO
Ĕ
(˜̆ι(σ(a))) = (ϕn(σ(a)))n≥0 = (σ(ϕn(a)))n≥0 = σ ⋅ (ϕn(a))n≥0

= σ ⋅ΦO
Ĕ
(˜̆ι(a)) = σ ⋅ (Φn(˜̆ι(a)))n≥0

= (σ(Φn(˜̆ι(a))))n≥0 = (Φn(σ(˜̆ι(a))))n≥0

= ΦO
Ĕ
(σ(˜̆ι(a)).

Aufgrund der Injektivität von ΦO
Ĕ

ist ˜̆ι GE-äquivariant. Nach der Definition der GE-
Operation auf OĔ ist can∶OĔ → Esep trivialerweise GE-äquivariant und damit auch
W(can)∶W(OĔ)→W(Esep), da GE diagonal auf W(OĔ) und W(Esep) operiert. Insgesamt
ist damit dann auch ῐ = W(can) ○ ˜̆ι∶OĔ ↪W(Esep) GE-äquivariant. �

Aufgrund der injektiven EinbettungenOE ↪W(E) undOĔ ↪W(Esep) schreiben wir
von nun an einfach OE ⊂ W(E) und OĔ ⊂ W(Esep).

Lemma 7.40. Die Sequenz additiver Gruppen

0Ð→W(Fp)Ð→W(Esep)
F−id
ÐÐ→W(Esep)Ð→ 0

ist exakt.
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Beweis. Da char(Esep) = p, lässt sich Fp einbetten in Esep und damit auch W(Fp) in
W(Esep). Ist nun a = (an)n≥0 ∈ W(Fp), so gilt nach Lemma 5.16

(F − id)(a) = (ap
n)n≥0 − (an)n≥0 = (an)n≥0 − (an)n≥0 = 0,

da an ∈ Fp für alle n ≥ 0. Auf der anderen Seite gilt für a ∈ ker(F − id):

a = (an)n≥0 = F(a) = (ap
n)n≥0,

d.h. an = ap
n für alle n ≥ 0. Also ist an ∈ Fp für alle n ≥ 0 und damit a ∈ W(Fp).

Schließlich bleibt noch die Surjektivität von F − id zu zeigen. Nach Satz 5.14 (iv) ist
W(Esep) vollständig und separiert bzgl. der durch (Vm(Esep))m≥0 definierten Topologie.
Außerdem ist nach Lemma 5.15

τ̄∶Esep ∼
Ð→W(Esep)/V1(Esep), a0 ↦ (a0,0,0, . . .) +V1(Esep)

ein Isomorphismus. Wir schreiben daher der Einfachheit halber a0 = (a0,0,0, . . .) +
V1(Esep) = a + V1(Esep) für ein a = (an)n≥0 ∈ W(Esep). Da die Witt-Ringoperation in der
ersten Komponente mit der üblichen komponentenweisen Ringoperation überein-
stimmt, ist F − id mod V1(Esep) gegeben durch

W(Esep)→W(Esep)/V1(Esep) ≅ Esep, (an)n≥0 ↦ (ap
n)n≥0 − (an)n≥0 ↦ ap

0 − a0.

Aufgrund von Lemma 5.16 gilt

(F − id)(V(a)) = F ○V(a) −V(a) = V ○ F(a) −V(a) = V((F − id)(a))

für alle a ∈ W(Esep). Daher induziert F − id die Abbildung

F − id∶Esep ≅ W(Esep)/V1(Esep)→ Esep, a0 ↦ ap
0 − a0.

Sei nun a = (an)n≥0 ∈ W(Esep)und a0 = a+V1(Esep) ∈ Esep. Das Polynom f (X) ∶= Xp−X−a0 ∈

Esep ist separabel und somit existiert ein α0 ∈ Esep mit f (α0) = 0. Sei α(0) ∈ W(Esep) mit
α(0) +V1(Esep) = α0. Damit ist

a +V1(Esep) = a0 = α
p
0 − α0 = (F − id)(α0) = (F − id)(α(0)) +V1(Esep),

d.h. es existiert ein a(1) ∈ W(Esep) mit a = (F − id)(α(0)) + V(a(1)). Analog erhält man
α(1), a(2) ∈ W(Esep) mit a(1) = (F − id)(α(1)) +V(a(2)), woraus

a = (F − id)(α(0)) +V(a(1)) = (F − id)(α(0)) +V((F − id)(α(1)) +V(a(2)))

= (F − id)(α(0) +V(α(1))) +V2(a(2))
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folgt. Induktiv erhält man schließlich α(n), a(n) ∈ W(Esep) mit

a = (F − id)(
n

∑
i=0

Vi(α(i))) +Vn+1(a(n+1)) für alle n ≥ 0.

Da W(Esep) vollständig und separiert ist bzgl. der durch (Vm(Esep))m≥0 definierten
Topologie und (Vi(α(i)))i≥0 eine Nullfolge ist, konvergiert die Reihe α ∶= ∑∞

i=0 Vi(α(i))
in W(Esep). Wegen F ○V = V ○ F ist zudem F − id stetig und deshalb (F − id)(α) = a, da
auch (Vn+1(a(n+1)))n≥0 eine Nullfolge ist. �

Wir bezeichnen wieder mit Wn(E) = W(E)/Vn(E) bzw. Wn(Esep) = W(Esep)/Vn(Esep)

die Wittvektoren der Länge n. Aufgrund der mengentheoretischen Bijektion zwischen
En und Wn(E) bzw. (Esep)n und Wn(Esep) aus Lemma 5.14 schreiben wir der Einfachheit
halber lediglich b = (b0, . . . , bn−1) für ein Element aus Wn(E) bzw. Wn(Esep).

Lemma 7.41. Sei n ∈ N und (F − id)∶Wn(Esep) → Wn(Esep) die Reduktion von (F −

id)∶W(Esep)→W(Esep) modulo Vn(Esep). Dann ist Wn(Fp) = ker(F − id) ≅Z/pnZ.

Beweis. Wn(Fp) = ker(F − id) folgt analog zum Beweis von Lemma 7.40. Wir wollen
nun zeigen, dass ker(F− id) sogar zyklisch ist mit Erzeuger 1 = (1,0, . . . ,0) ∈ Wn(Fp) =

ker(F−id). Bezeichnen wir mit δi j das Kronecker-Delta, so ist wegen pi ⋅1 = (δi j)0≤ j≤n−1 ≠

0 für i < n, aber pn ⋅ 1 = 0 die Ordnung von 1 gleich pn. Da aber ∣Wn(Fp)∣ = ∣Fn
p ∣ = pn, ist

1 bereits ein Erzeuger von Wn(Fp). Also ist Wn(Fp) = ker(F − id) ≅Z/pnZ. �

Satz 7.42. Sei L∣K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann gibt es ein
β ∈ L, sodass (τ(β))τ∈G eine K-Basis von L ist. Eine solche Basis heißt Normalbasis von L∣K.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Lo1], §12, Satz 3 auf Seite 149. �

Lemma 7.43. Sei L∣K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G =

Gal(L∣K) = ⟨σ⟩. Ist TrL∣K∶L→ K die Spur und γ ∈ L, so sind äquivalent:

(i) TrL∣K(γ) = 0;

(ii) Es gibt ein α ∈ L mit γ = σ(α) − α.

Beweis. (i)⇒ (ii): Nach Satz 7.42 existiert ein β ∈ L, sodass (σk(β))0≤k≤n−1 eine K-Basis
von L ist, wobei n ∶= [L ∶ K]. Damit ist insbesondere TrL∣K(β) = ∑

n−1
k=0 σk(β) ≠ 0. Schreiben

wir nun γ = ∑n−1
k=0 akσk(β) mit ak ∈ K, so ist wegen

0 = TrL∣K(γ) =
n−1

∑
k=0

ak TrL∣K(σ
k(β))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=TrL∣K(β)

= (
n−1

∑
k=0

ak)TrL∣K(β)
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und TrL∣K(β) ≠ 0 schließlich∑n−1
k=0 ak = 0. Wir setzen α ∶= ∑n−1

k=0 ak∑
k−1
j=0 σ j(β) ∈ L. Dann gilt:

σ(α) =
n−1

∑
k=0

ak

k−1

∑
j=0
σ j+1(β) =

n−1

∑
k=0

ak

k

∑
j=1
σ j(β) + (

n−1

∑
k=0

ak)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

β

=
n−1

∑
k=0

ak

k−1

∑
j=1
σ j(β) +

n−1

∑
k=0

akσ0(β) +
n−1

∑
k=0

akσk(β)

=
n−1

∑
k=0

ak

k−1

∑
j=0
σ j(β)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=α

+
n−1

∑
k=0

akσk(β)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=γ

= α + γ.

(ii)⇒ (i) ∶ Sei α ∈ L mit γ = σ(α) − α. Dann gilt:

TrL∣K(γ) = TrL∣K(σ(α)) − TrL∣K(α) = TrL∣K(α) − TrL∣K(α) = 0.

�

Aufgrund der Surjektivität von F − id∶W(Esep) → W(Esep) ist natürlich auch die Re-
duktion modulo Vn(Esep), d.h. F− id∶Wn(Esep)→Wn(Esep) surjektiv. Ist also a ∈ Wn(E) ⊂

Wn(Esep), so existiert einα = (α0, . . . , αn−1) ∈ Wn(Esep)mit (F−id)(α) = a. Da die Elemente
α0, . . . , αn−1 in Esep liegen, ist die Körpererweiterung E(α) ∶= E(α0, . . . , αn−1)∣E separa-
bel. Bezeichnet man mit S eine beliebige Teilmenge von Wn(E), so ist (F − id)−1(S) ⊂
Wn(Esep) und daher auch die Körpererweiterung E((F − id)−1(S))∣E algebraisch und
separabel. Wählen wir wie zuvor a ∈ Wn(E) und α ∈ Wn(Esep) mit (F − id)(α) = a, so
gilt für alle σ ∈ GE = Gal(Esep∣E) ∶

(F − id)(σ ⋅ α) = σ ⋅ (F − id)(α) = σ ⋅ a = a,

da σ ein Körperautomorphismus ist mit σ∣E = id. Also ist

σ(E((F − id)−1(S))) ⊂ E((F − id)−1(S)) für alle σ ∈ GE

und damit E((F − id)−1(S))∣E sogar Galois.

Sei nun a ∈ (F − id)(Wn(E)), d.h. es existiert ein α ∈ Wn(E) mit (F − id)(α) = a.
Angenommen es gibt ein β ∈ Wn(Esep) mit (F − id)(β) = a. Dann liegt β wegen
α−β ∈ ker(F−id) = Wn(Fp) ⊂ Wn(E) und β = α−(α−β) bereits in Wn(E). Daraus erhalten
wir (F−id)−1((F−id)(Wn(E))) ⊂ Wn(E)und schließlich E((F−id)−1((F−id)(Wn(E))) = E.
Ersetzen wir also S durch die von S und (F− id)−1(Wn(E)) erzeugte Untergruppe von
Wn(E), so ändert sich die Galoiserweiterung E((F − id)−1(S))∣E nicht. Daher nehmen
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wir von nun an S stets als Untergruppe von Wn(E) mit (F − id)(Wn(E)) ⊂ S an.

Im Folgenden bezeichnen wir mit GS die Galoisgruppe der Körpererweiterung E((F−
id)−1(S))∣E und definieren die Abbildung

GS × S/im(F − id)→Wn(Fp), (σ, a + (F − id)(Wn(E)))↦ (σ − 1)(α),

wobei α ∈ Wn(Esep) mit (F − id)(α) = a. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn

1. für b = (F − id)(β) mit β ∈ Wn(E) ist nämlich (σ − 1)(β) = σ(β) − β = β − β = 0;

2. sind α, β ∈ Wn(Esep) mit (F − id)(α) = (F − id)(β) = a, so ist α − β ∈ ker(F − id) =
Wn(Fp) ⊂ Wn(E) und damit (σ − 1)(α) = (σ − 1)(β) + (σ − 1)(α − β)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

= (σ − 1)(β);

3. für α ∈ Wn(Esep) mit (F− id)(α) = a ist auch (F− id)(σ ⋅α) = σ ⋅ (F− id)(α) = σ ⋅ a = a
und deshalb (σ − 1)(α) ∈ ker(F − id) = Wn(Fp) ≅Z/pnZp für alle σ ∈ GS.

Fixieren wir nun ein σ ∈ GS, so ist aufgrund der Additivität von (F − id) und (σ − 1)
auch

χσ∶S/im(F − id)→Wn(Fp), a + im(F − id)↦ (σ − 1)(α)

additiv, das heißt χσ ∈ Hom(S/im(F − id),Wn(Fp)). Ist auf der anderen Seite a ∈ S fest,
so ist

ψ(a)∶GS →Wn(Fp), σ↦ χσ(a + im(F − id)) = (σ − 1)(α)

ein Gruppenhomomorphismus, denn für σ, τ ∈ GS gilt:

ψ(a)(στ) = στ(α) − α = στ(α) − σ(α) + σ(α) − α = σ(τ(α) − α
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Wn(Fp)

) + (σ − 1)(α)

= (τ − 1)(α) + (σ − 1)(α) = ψ(a)(σ) +ψ(a)(τ)

Damit erhalten wir zwei Gruppenhomomorphismen

GS → Hom(S/im(F − id),Wn(Fp)), σ↦ χσ,

und
S/im(F − id)→ Hom(GS,Wn(Fp)), a + im(F − id)↦ ψ(a).

Wir können sogar zeigen, dass diese beide injektiv sind. Ist nämlich einerseits σ ∈ GS

mit χσ = 0, so ist χσ(a + im(F − id)) = 0 für alle a ∈ S, d.h.

0 = χσ(a + im(F − id)) = σ(α) − α

für alle α ∈ (F − id)−1(S). Also ist σ∣E((F−id)−1(S))
= id und somit σ = 1GS . Andererseits folgt

aus ψ(a) = 0, dass σ(α)−α = ψ(a)(σ) = 0 für alle σ ∈ GS. Damit ist bereits α ∈ Wn(E) und
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schließlich a = (F − id)(α) ∈ (F − id)(Wn(E)) = im(F − id).

Ist nun σ ∈ GS, so gilt:

χσpn(a + im(F − id)) = pn χσ(a + im(F − id))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Wn(Fp)≅Z/pnZ

= 0.

Aus der Injektivität von GS ↪ Hom(S/im(F − id),Wn(Fp)) folgt, dass bereits σpn
= 1

gelten muss, d.h. GS vom Exponenten pn ist. Analog folgt aus der Injektivität von
S/im(F − id)↪ Hom(GS,Wn(Fp)), dass auch S/im(F − id) vom Exponenten pn ist.

Sind GS und S/im(F − id) sogar zyklisch, so folgt hieraus, dass die Ordnung jeweils
p-Potenzen sein müssen, welche kleiner oder gleich pn sind. In diesem Fall können
wir das folgende leicht zu zeigende Resultat anwenden.

Ist H = ⟨h⟩ eine zyklische Gruppe der Ordnung N und U = ⟨u⟩ eine zyklische Gruppe
der Ordnung M mit M ∣ N, so ist Hom(U,H) ebenfalls zyklisch mit Ordnung M und Erzeu-
ger (u↦ N

M ⋅ h)∶U → H.

Wegen GS ↪ Hom(S/im(F−id),Wn(Fp)), S/im(F−id)↪ Hom(GS,Wn(Fp))und Wn(Fp) ≅

Z/pnZ ist G zyklisch genau dann, wenn S/im(F− id) zyklisch ist. In diesem Fall haben
wegen

∣GS∣ ≤ ∣Hom(S/im(F − id),Wn(Fp))∣ = ∣S/im(F − id)∣ ≤ ∣Hom(GS,Wn(Fp))∣ = ∣GS∣

sowohl GS als auch S/im(F − id) die Ordnung pm für ein m ≤ n. Insbesondere erhält
man daraus zusammen mit der Injektivität der beiden Gruppenhomomorphismen,
dass diese bereits Gruppenisomorphismen sind.

Satz 7.44. (i) Sei a = (a0, . . . , an−1) ∈ Wn(E) und α = (α0, . . . , αn−1) ∈ Wn(Esep) mit (F −
id)(α) = a. Dann ist die Galoiserweiterung E[α0, . . . , αn−1]∣E zyklisch vom Exponenten
pn.

(ii) Ist umgekehrt E′∣E eine zyklische Galoiserweiterung vom Exponenten pn, so ist E′ von
der Form wie in (i).

(iii) [E[α0, . . . , αn−1] ∶ E] = pn ⇔ a0 ∉ (ϕ − 1)(E).

(iv) Ist a0 ∉ (ϕ − 1)(E), so gilt: Es gibt einen Erzeuger σ ∈ Gal(E[α0, . . . , αn−1]∣E) mit
σ ⋅ α = (σ(α0), . . . σ(αn−1)) = (α0, . . . , αn−1) + (1,0, . . . ,0) = α + 1Wn(Esep) in Wn(Esep).

Beweis. (i) folgt sofort aus den vorherigen Ausführungen mit S/im(F−id) = ⟨a+im(F−
id)⟩. Für (ii) setzen wir G ∶= Gal(E′∣E) = ⟨σ⟩, Tn∶Wn(E′) → Wn(E′), γ ↦ ∑ρ∈G ρ(γ), und
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TrE′∣E∶E′ → E als die Spur von E′∣E. Da E′∣E vom Exponenten pn ist, ist [E′ ∶ E] = pm für
ein m ≤ n. Wir setzen c ∶= pn−m ⋅ 1 = pn−m(1,0, . . . ,0) ∈ Wn(Fp) ⊂ Wn(E) und haben damit

Tn(c) = pn−mTn(1) = pn−m
pm−1

∑
k=0

σk(1) = pn ⋅ 1 = 0 in Wn(E).

Behauptung: Es existiert ein α ∈ Wn(E′) mit c = (σ − 1)(α).

Sei dafür etwas allgemeiner c = (c0, . . . , cn−1) ∈ Wn(E′) mit Tn(c) = 0. Da die Witt-
Addition in der ersten Komponente der komponentenweisen Addition entspricht,
ist

0 = Tn(c) = (TrE′∣E(c0),∗, . . . ,∗),

also insbesondere TrE′∣E(c0) = 0. Nach Lemma 7.43 existiert einα0 ∈ E′ mit c0 = σ(α0)−α0

und es gilt

c − (σ − 1)(τ(α0)) = (c0, . . . , cn−1) − (σ(α0) − α0,∗, . . . ,∗) = (0, c(1)
1 , c(1)

2 , . . . , c(1)
n−1)

für geeignete c(1)
1 , c(1)

2 , . . . , c(1)
n−1 ∈ E′, wobei hierbei τ den Teichmüller-Lift bezeichnet.

Damit ist

Tn((0, c(1)
1 , c(1)

2 , . . . , c(1)
n−1)) = Tn(c) + Tn(σ ⋅ τ(α0))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=Tn(τ(α0))

−Tn(τ(α0)) = 0.

Aufgrund der Additivität von V∶Wn−1(E′) → Wn(E′), (b0, . . . , bn−2) ↦ (0, b0, . . . , bn−2),
aus Lemma 5.14 gilt

V ○ Tn−1((c(1)
1 , c(1)

2 , . . . , c(1)
n−1)) = Tn ○V((c(1)

1 , c(1)
2 , . . . , c(1)

n−1)) = Tn((0, c(1)
1 , c(1)

2 , . . . , c(1)
n−1)) = 0.

Nach Definition von V muss dann aber bereits Tn−1((c(1)
1 , c(1)

2 , . . . , c(1)
n−1)) = 0 gelten.

Analog zur vorherigen Vorgehensweise erhält man α1, c
(2)
2 , c(2)

3 , . . . c(2)
n−1 ∈ E′ mit

(c(1)
1 , . . . , c(1)

n−1) = (σ − 1)(τ(α1)) + (0, c(2)
2 , . . . , c(2)

n−1).

Dann gilt:

c = (σ − 1)(τ(α0)) + (0, c(1)
1 , . . . , c(1)

n−1) = (σ − 1)(τ(α0)) +V((c(1)
1 , . . . , c(1)

n−1))

= (σ − 1)(τ(α0)) +V((σ − 1)(τ(α1)) + (0, c(2)
2 , . . . , c(2)

n−1))

= (σ − 1)(τ(α0) +V(τ(α1))) +V2((c(2)
2 , . . . , c(2)

n−1)).

Induktiv erhalten wir dadurch nach n Schritten schließlich α0, . . . , αn−1 ∈ E′ mit

c = (σ − 1)(
n−1

∑
i=0

Vi(τ(αi)))
5.14(i)
= (σ − 1)((α0, . . . , αn−1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶α∈Wn(E′)

) = (σ − 1)(α).
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Bezogen auf unser c = pn−m ⋅ 1 ∈ Wn(Fp) = ker(F − id) ⊂ Wn(E′) existiert also ein
α ∈ Wn(E′) mit (σ − 1)(α) = c. Setzen wir a ∶= (F − id)(α) ∈ Wn(E′), so ist wegen

σ(a) − a = σ((F − id)(α)) − (F − id)(α) = (F − id)(σ(α)) − (F − id)(α)
= (F − id)(σ(α) − α) = (F − id)(c) = 0

bereits a ∈ Wn(E). Für eine natürliche Zahl k ∈N0 gilt außerdem

σk(α) − α = σk(α) − σk−1(α) + σk−1(α) − σk−2(α) + . . . + σ(α) − α

= σk−1(σ(α) − α) + σk−2(σ(α) − α) + . . . + σ(α) − α

=
k−1

∑
r=0
σr(σ(α) − α) =

k−1

∑
r=0
σr(c) =

k−1

∑
r=0

c

= k ⋅ c.

Das bedeutet aber, dass σk(α) = α nur dann auftritt, falls k von ord(c) = pm ge-
teilt wird. In diesem Fall ist aber wegen [E′ ∶ E] = pm bereits σk = id. Also muss
E′ = E(α) = E[α0, α1, . . . , αn−1] gelten.

Zu (iii): Wir haben bereist zuvor gesehen, dass S/im(F − id) = ⟨a + im(F − id)⟩ und
G = Gal(E[α0, . . . , αn−1]∣E) = ⟨σ⟩ zyklisch von gleicher Ordnung sind, d.h.

[E[α0, . . . , αn−1] ∶ E] = ∣G∣ = ord(σ) < pn ⇔ ord(a + im(F − id)) < pn ⇔ pn−1 ⋅ a ∈ im(F − id).

Ist also pn−1 ⋅ a ∈ im(F − id), so existiert ein β ∈ Wn(E) mit (F − id)(β) = pn−1a = pn−1(F −
id)(α) = (F − id)(pn−1 ⋅ α), d.h. pn−1 ⋅ α − β ∈ ker(F − id) = Wn(Fp) ⊂ Wn(E). Also liegt
auch pn−1 ⋅ α = β + (pn−1 ⋅ α − β) in Wn(E) und wir erhalten die folgende Kette von
Äquivalenzen:

[E[α0, . . . , αn−1] ∶ E] < pn ⇔ pn−1 ⋅ a ∈ (F − id)(Wn(E))

⇔ pn−1 ⋅ α = (0, . . . ,0, αpn−1

0 ) ∈ Wn(E)

⇔ αpn−1

0 ∈ E

⇔ α0 = α
p
0 − a0 = α

p2

0 + (−a0)
p − a0 = . . . = α

pn−1

0 +
n−2

∑
i=0

(−a0)
pi
∈ E

⇔ a0 = α
p
0 − α0 = ϕ(α0) − α0 = (ϕ − 1)(α0) ∈ (ϕ − 1)(E).

Für die letzte Äquivalenz sei angemerkt, dass aus (ϕ − 1)(β) = a0 = (ϕ − 1)(α0) mit
β ∈ E sofort α0−β ∈ ker(ϕ−1) = Fp ⊂ E und deshalb α0 = β+(α0−β) ∈ E folgt. Aufgrund
dieser Kette von Äquivalenzen gilt dann die Behauptung in (iii).

Zu (iv): Wie wir gerade gezeigt haben, folgt ausα0 ∉ (ϕ−1)(E), dass ∣G∣ = [E[α0, . . . , αn−1] ∶
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E] = pn gilt, wobei G ∶= Gal(E[α0, . . . , αn−1]∣E). Außerdem haben wir bereits zuvor ge-
sehen, dass dann auch a + im(F − id) ∈ S/im(F − id) = ⟨a + im(F − id)⟩ die Ordnung pn

hat. Betrachte nun die Isomorphie

G ∼
Ð→ Hom(S/im(F − id),Wn(Fp)) = Hom(⟨a + im(F − id)⟩, ⟨(1,0, . . . ,0)⟩).

τ↦ χτ = (a + im(F − id)↦ τ(α) − α)

Wie bereits zuvor gesehen, ist auch Hom(S/im(F − id),Wn(Fp)) zyklisch und wird
wegen ord(a + im(F − id)) = ord((1,0, . . . ,0)) = pn durch 1Hom ∶= (a + im(F − id) ↦
(1,0, . . . ,0)) erzeugt. Aufgrund der obigen Isomorphie existiert ein Erzeuger σ ∈ G
mit χσ = 1Hom. Das bedeutet aber schließlich

σ(α) − α = χσ(a + im(F − id)) = 1Hom(a + im(F − id)) = (1,0, . . . ,0)

bzw.

σ(α) = (σ(α0), . . . σ(αn−1)) = (α0, . . . , αn−1) + (1,0, . . . ,0) = α + 1Wn(Esep).

�

Betrachte nun das kommutative Diagramm

OĔ
� � //W(Esep) //Wn(Esep)

OE
?�

OO

� � //W(E) //
?�

OO

Wn(E)
?�

OO

Für a ∈ OE sei wie zuvor α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) = a. Wir bezeichnen mit (a0, a1, . . . , an−1)

bzw. (α0, α1, . . . , αn−1) das Bild von a bzw.α in Wn(E) bzw. Wn(Esep). Man beachte dabei,
dass wegen des kommutativen Diagramms aus Lemma 7.39 (F − id)(α0, . . . , αn−1) =

(a0, . . . , an−1) gilt. Wir betrachten nun den Gruppenhomomorphismus

δE(a)n∶GE
δE(a)
ÐÐ→Zp

can
Ð→Zp/pnZp ≅

1
pnZ/Z ⊂ Q/Z

und setzen En ∶= (Esep)ker(δE(a)n).

Satz 7.45. En = (Esep)ker(δE(a)n) = E[α0, . . . , αn−1], d.h. insbesondere ist En eine zyklische
endliche Erweiterung von E.

Beweis. Nach Satz 7.36 ist δE(a)(σ) = −(σ(α) − α) für alle σ ∈ GE. Außerdem ist nach
Korollar 5.21 Zp = W(Fp) ⊂ W(Esep) und damit

Vn(Esep) ∩Zp = Vn(Esep) ∩W(Fp) = Vn(Fp) = pnW(Fp) = pnZp.
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Wir bezeichnen mit ῐ∶OĔ ↪W(Esep) die GE-äquivariante Einbettung vonOĔ in W(Esep).

Sei nun ρ ∈ ker(δE(a)n), d.h. −(ρ(α) − α) ∈ pnZp = Vn(Esep) ∩ Zp. Also ist ῐ(ρ(α) −
α) ∈ Vn(Esep) und damit aufgrund der GE-Äquivarianz von ῐ auch ρ(ῐ(α)) = α in
Wn(Esep). Nach unseren Voraussetzungen ist ῐ(α) = (α0, . . . , αn−1) in Wn(Esep) und so-
mit (α0, . . . , αn−1) = (ρ(α0), . . . , ρ(αn−1)). Also ist ρ(αk) = αk für alle k ∈ {0, . . . ,n−1} und
deshalb bereits E[α0, . . . , αn−1] ⊂ (Esep)ker(δE(a)n = En.

Sei nun σ ∈ Gal(Esep∣E[α0, . . . , αn−1]). Dann ist

ῐ(σ(α)) = σ(ῐ(α)) = σ((α0, . . . , αn−1)) = (α0, . . . , αn−1) = ῐ(α)

in Wn(Esep), da σ∣E[α0 ,...,αn−1]
= id. Also ist ῐ(σ(α) − α) ∈ Vn(Esep) und wegen σ(α) − α =

δE(a)(σ) ∈ Zp auch σ(α) − α ∈ Vn(Esep) ∩ Zp = pnZp. Hieraus folgt aber, dass σ ein
Element von ker(δE(a)n) ist und somit Gal(Esep∣E[α0, . . . , αn−1]) ⊂ ker(δE(a)n). Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie ist dann

En = (Esep)ker(δE(a)n ⊂ (Esep)Gal(Esep∣E[α0,...,αn−1]) = E[α0, . . . , αn−1],

woraus schließlich die Gleichheit folgt. Aus Satz 7.44 (i) folgt außerdem, dass En =

(Esep)ker(δE(a)n = E[α0, . . . , αn−1] eine endliche zyklische Galoiserweiterung vom Expo-
nenten pn ist. �

Sei nun χn∶GE/ker(δE(a)n) ↪ Q/Z der von δE(a)n induzierte injektive Gruppenho-
momorphismus. Aus Satz 7.45 erhalten wir

GE/ker(δE(a)n) = GE/Gal(Esep∣En) ≅ Gal(En∣E) = GEn∣E

und somit χn∶GEn∣E ↪ Q/Z als den von δE(a)n induzierten injektiven Gruppenhomo-
morphismus.

Satz 7.46. Sei u ∈ E∗ und ã0, . . . ãn−1 ∈ E. Dann wird durch

(u ∣ ã0, . . . , ãn−1] ∶= E ⋅ T ⊕ E ⋅ ϑ0 ⊕ . . .⊕ E ⋅ ϑn−1

zusammen mit den Relationen

• Tpn
= u;

• ϑi ⋅ ϑ j = ϑ j ⋅ ϑi für alle 0 ≤ i, j ≤ n − 1;

• (T ⋅ ϑ0 ⋅ T−1, . . . ,T ⋅ ϑn−1 ⋅ T−1) = (ϑ0, . . . , ϑn−1) + (1,0, . . . ,0) (Witt-Addition);

• (F − id)(ϑ0, . . . , ϑn−1) = (ã0, . . . , ãn−1);

eine Azumaya-Algebra der E-Dimension p2n definiert.
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Beweis. Einen Beweis des Satzes findet man in [Wi] in §6. �

Proposition 7.47. Gilt a0 ∉ (ϕ − 1)E, so ist (u ∣ a0, . . . , an−1] isomorph zu der Azumaya-
Algebra, welche durch ū ∪ δ1(χn) ∈ H2(En∣E) definiert wird.

Beweis. Wie wir zuvor gesehen haben, ist En = E[α0, . . . , αn−1] eine zyklische Galoiser-
weiterung von E. Da außerdem a0 ∉ (ϕ − 1)E, ist nach Satz 7.44 [En ∶ E] = pn und es
existiert ein Erzeuger σ ∈ GEn∣E mit GEn∣E = ⟨σ⟩ und

(σ(α0), . . . σ(αn−1)) = (α0, . . . , αn−1) + (1,0, . . . ,0) = α + 1Wn(Esep)

in Wn(En). Trivialerweise gilt natürlich αi ⋅α j = α j ⋅αi für alle i, j ∈ {0, . . . ,n−1} im Körper
En = E[α0, . . . , αn−1] und nach Wahl der α0, . . . , αn−1 ∈ Esep auch (F − id)(α0, . . . , αn−1) =

(a0, . . . , an−1) in Wn(En). Durch die explizite Beschreibung der Azumaya-Algebra A(ū∪
δ1(χn)) in Beispiel 3.9 wissen wir, dass diese gegeben ist durch

A(ū ∪ δ1(χn)) =

pn

⊕
i=0

En ⋅ ti,

mit den Eigenschaften tpn
= u und t ⋅ β ⋅ t−1 = σ(β) für alle β ∈ En. Nach der univer-

sellen Eigenschaft von (u ∣ a0, . . . , an−1] existiert dann ein Homomorphismus ψ∶ (u ∣

a0, . . . , an−1] → A(ū ∪ δ1(χn)) von E-Algebren mit ψ(T) = t und ψ(ϑi) = αi für alle
i ∈ {0, . . . ,n − 1}. Damit ist natürlich En = E[α0, . . . , αn−1] und t im Bild von ψ enthalten
und somit nach der expliziten Beschreibung von A(ū∪δ1(χn)) der Homomorphismus
ψ surjektiv.

Nach Satz 3.6 hat die Azumaya-Algebra A(ū∪δ1(χn)) die E-Dimension [En ∶ E]2 = p2n,
genauso wie (u ∣ a0, . . . , an−1]. Also ist ψ∶ (u ∣ a0, . . . , an−1] → A(ū ∪ δ1(χn)) sogar bijek-
tiv. �

Falls es sich bei E sogar um einen lokalen Körper handelt, d.h. der Restklassenkör-
per k ist endlich, so betrachten wir, wie zu Beginn des Abschnitts beschrieben, die
Invariante einer Azumaya-Algebra über die Identifikation

Br(E) = ⋃
E′∣E endl.

Galois

Br(E′∣E)
3.8
≅ ⋃

E′∣E endl.
Galois

H2(E′∣E) = H2(Esep∣E)
invE
≅ Q/Z.

Die Invariante der Azumaya-Algebra (u ∣ a0, . . . , an−1] lässt sich in diesem Fall nach
dem folgenden Satz von Ernst Witt sogar explizit berechnen.

Satz 7.48. Sind u, a0, . . . , an−1 ∈ E mit u ≠ 0 und sind U,A0, . . .An−1 ∈ OE mit U + pOE = u,
A j + pOE = a j für alle j ∈ {0, . . . ,n − 1}, so gilt:

invE((u ∣ a0, . . . , an−1]) = TrK∣Qp

⎛

⎝
res

⎛

⎝

⎛

⎝

n−1

∑
j=0

p j−nApn−1− j

j

⎞

⎠
⋅ dlogU

⎞

⎠

⎞

⎠
+Zp

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Qp/Zp=⋃m≥1

1
pmZp/Zp≅⋃m≥1

1
pmZ/Z⊂Q/Z

,
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wobei K = Quot(W(k)),E ≅ k((t)) und k ≅ Fpr für ein r ∈N.

Beweis. Einen Beweis des Satzes findet man in [Wi] in §8. �

7.7 Explizites Reziprozitätsgesetz von Fontaine-Witt

Von nun an sei k ein endlicher Körper der Charakteristik p > 0, d.h. k = Fpr für ein
r ∈ N. Des Weiteren sei wieder E ein vollständiger diskret bewerteter Körper der
Charakteristik p mit Restklassenkörper k. Damit ist E lokal und E ≅ k((t)) nach Satz
1.22, da k aufgrund der Endlichkeit und char(k) = p perfekt ist.

Wir bezeichnen weiterhin mit GE die Galoisgruppe von Esep∣E und mit δE ∶OE →
Homcont.(GE

ab,Zp) den in Abschnitt 7.5 konstruierten Gruppenhomomorphismus. Ist
a ∈ OE und α ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(α) = −a, so haben wir in Lemma 7.36 gesehen, dass
(δE(a))(σ) = (σ − 1)(α) für alle σ ∈ GE

ab.

Setzen wir W ∶= W(k) und K ∶= Quot(W), so ist nach Korollar 5.21 wegen Fp ⊂ k
schließlich auch Zp = W(Fp) ⊂ W(k) = W und damit Qp = Quot(Zp) ⊂ Quot(W) = K.
Nach Korollar 5.21 ist zudem K die eindeutige unverzweigte Erweiterung vonQp vom
Grad [k ∶ Fp] = [Fpr ∶ Fp] = r. Außerdem ist wegen Lemma 1.26 der Bewertungsring
W = OK ein freier Zp-Modul vom Rang [K ∶ Qp] = [k ∶ Fp] = r.

Ist E′∣E eine endliche abelsche Erweiterung, so bezeichnen wir mit (⋅ ,E′∣E)∶E∗ →
Gal(E′∣E) =∶ GE′∣E das Normrestsymbol der abelschen Erweiterung E′∣E. Beim Über-
gang zum projektiven Limes über alle endlichen, abelschen Erweiterungen E′ von E
erhält man das universelle Normrestsymbol

(⋅ ,E)∶E∗ ↪ GE
ab
= lim
←Ð

E′∣E endl.
abelsch

Gal(E′∣E),

wobei (u ,E) eindeutig durch ((u ,E′∣E))E′∣E endl.
abelsch

bestimmt ist. Für eine etwas genauere

Beschreibung und die Injektivität des universellen Normrestsymbols sei auf [Ne2],
Satz 5.13 verwiesen.

Definition 7.49. Mittels der zuvor angegebenen Notationen definieren wir die Abbil-
dung

[∗ ,∗)∶OE × E∗ →Zp, (x,u)↦ [x ,u) ∶= (δE(x))((u ,E)).

Unser Ziel ist es nun, diese Abbildung in expliziter Weise angeben zu können. Dazu
zeigen wir zunächst das folgende Lemma:

Lemma 7.50. Ist ϕ∶OE → OE ein Frobenius-Lift, so ist (ϕ − 1)OE ⊂ OE abgeschlossen bzgl.
der p-adischen Topologie.
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Beweis. Da ϕ Zp-linear ist und (OE)ϕ=1 = Zp, ist ϕ stetig bzgl. der p-adischen Topo-
logie und ker(ϕ − 1) = Zp ⊂ OE abgeschlossen. Sei 1,x1, . . . ,xr ∈ W eine Zp-Basis des
freien Zp-Moduls W vom Rang r ∶= [k ∶ Fp] = [K ∶ Qp] und betrachte den Zp-Modul-
Homomorphismus

ρ∶OE →W =Zp ⊕Zpx1 ⊕ . . .⊕Zpxr →Zp, ∑
n∈Z

antn ↦ a0 = α0 + α1x1 + . . . + αrxr ↦ α0,

welcher offensichtlich Zp-linear und damit stetig ist. Also ist auch

ker(ρ) = {∑
n∈Z

antn ∣ a0 ∈
r

⊕
i=1
Zpxi} ⊂ OE

abgeschlossen. Man beachte, dass wegen W =Zp ⊕ (⊕
r
i=1Zpxi) schließlich

OE =Zp ⊕ ker(ρ) = ker(ϕ − 1)⊕ ker(ρ)

gilt. Daher genügt es zu zeigen, dass die Einschränkung (ϕ−1)∣ker(ρ)
∶ker(ρ)→ (ϕ−1)OE

ein Homöomorphismus ist. Die Bijektivität und Stetigkeit folgt hierbei direkt aus
OE =Zp ⊕ ker(ρ) = ker(ϕ − 1)⊕ ker(ρ) und der Zp-Linearität von (ϕ − 1)∣ker(ρ)

. Für die
Stetigkeit von (ϕ − 1)−1

∣ker(ρ)
genügt es zu zeigen, dass für alle f ∈ ker(ρ) die p-adische

Bewertung von (ϕ − 1)( f ) mit der von f übereinstimmt. Sei dafür f = pmu ∈ ker(ρ)
mit m ≥ 0 und u ∈ O∗

E ∩ ker(ρ). Angenommen (ϕ − 1)(u) ∈ pOE , d.h.

u + pOE ∈ ker(E
ϕ−1
ÐÐ→ E) = Fp =Zp/pZp.

Dann existiert ein a ∈ Zp mit u − a ∈ pOE . Da aber u = ∑n∈Z antn und u − a = (a0 − a) +
∑n∈Z/{0} antn ∈ pOE , muss an ∈ pW für alle n ≠ 0 und a0 − a ∈ pW = pZp ⊕ (⊕

r
i=1 pZpxi)

gelten. Daraus erhält man wegen u ∈ ker(ρ), also a0 ∈⊕
r
i=1Zpxi, und a ∈Zp, dass bereits

a ∈ pZp und a0 ∈⊕
r
i=1 pZpxi gelten muss. Insbesondere ist damit a0 ∈ pW und deshalb

u = ∑
n∈Z

antn ∈ pOE ,

was ein Widerspruch zu u ∈ O∗
E = OE/pOE ist. Also ändert (ϕ − 1)∣ker(ρ)

die p-adische
Bewertung nicht, was bedeutet, dass (ϕ − 1)∣ker(ρ)

∶ker(ρ) → (ϕ − 1)OE ein Homöo-
morphismus ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von ker(ρ) ⊂ OE ist somit auch
(ϕ − 1)OE ⊂ OE abgeschlossen bzgl. der p-adischen Topologie. �

Nun haben wir all unser Werkzeug zusammen, um das explizite Reziprozitätsgesetz
von Fontaine-Witt zu beweisen.

Satz 7.51 (Explizites Reziprozitätsgesetz von Fontaine-Witt).
Sei u ∈ E∗ und x ∈ OE , dann gilt:

[x ,u) = TrK∣Qp(res(x ⋅ dlog(Col(u)))) in Zp.

111



Beweis. Behauptung 1: Die Gleichung gilt für alle x ∈ (ϕ − 1)OE .
Sei dafür x ∈ (ϕ−1)OE , d.h. x = (ϕ−1)(x̃) für ein x̃ ∈ OE . Dann ist nach der Bemerkung
vor Lemma 7.38 entsprechend δE(x) = 0 und somit [x ,u) = δE(x)((u ,E)) = 0.

Man beachte, dass nach Satz 1.33 (ii) die Galoisgruppe Gal(K∣Qp) ≅ Gal(k∣Fp) zyklisch
ist. Des Weiteren erhalten wir aus Satz 1.33 (iii), dass die Einschränkung (ϕ∶E → E)∣K
ein Erzeuger der Galoisgruppe Gal(K∣Qp) ist. Der Einfachheit halber schreiben wir
deshalb Gal(K∣Qp) = ⟨ϕ⟩. Damit ist aufgrund der Additivität von TrK∣Qp und res auch
die rechte Seite der Gleichung 0, denn

TrK∣Qp(res(x ⋅ dlog(Col(u)))) = TrK∣Qp(res((ϕ − 1)(x̃) ⋅ dlog(Col(u))))

= TrK∣Qp(res(ϕ(x̃) ⋅ dlog(Col(u)))) − TrK∣Qp(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u))))

= TrK∣Qp(ϕ(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u))))) − TrK∣Qp(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u)))), nach 7.28,

=

[K∶Qp]−1

∑
i=0

ϕi+1(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u)))) − TrK∣Qp(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u)))), da Gal(K∣Qp) = ⟨ϕ⟩,

=

[K∶Qp]−1

∑
i=0

ϕi(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u)))) − TrK∣Qp(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u)))), da ϕ[K∶Qp] = id = ϕ0,

= TrK∣Qp(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u)))) − TrK∣Qp(res(x̃ ⋅ dlog(Col(u))))

= 0

Behauptung 2: Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass x + pOE ∉ (ϕ − 1)E.
Wir zeigen dafür zunächst, dass beide Seiten der Gleichung für ein festes u ∈ E∗

Zp-linear sind. Die Zp-Linearität der rechten Seite sieht man recht einfach, da TrK∣Qp

Qp-linear, res K-linear und Zp ⊂ Qp ⊂ K ist. Für die linke Seite schauen wir nochmal,
wie δE(x) genau definiert ist. In Lemma 7.31 haben wir gesehen, dass für x ∈ OE ein
y ∈ OĔ mit (ϕ − 1)(y) = −x existiert. Für ein α ∈ Zp ist wegen der Zp-Linearität von
ϕ − 1 somit auch (ϕ − 1)(αy) = −(αy). Da Zp ⊂ OE = (OĔ)

GE und (u ,E) ∈ GE gilt nach
Lemma 7.36 schließlich

[αx ,u) = δE(αx)((u ,E)) = (u ,E)(αy) − αy = α(u ,E)(y) − αy
= α((u ,E)(y) − y) = αδE(x)((u ,E)) = α[x ,u).

Damit ist auch die linke Seite der GleichungZp-linear für festes u ∈ E∗. Nach Behaup-
tung 1 dürfen wir x ∉ (ϕ − 1)OE annehmen. Außerdem existiert wegen Lemma 7.50
ein m ≥ 0 mit (x+ pmOE)∩ (ϕ− 1)OE = ∅. Lässt sich x schreiben als x = (ϕ− 1)(y1)+ px1

mit y1,x1 ∈ OE , so genügt es wegen Behauptung 1 und der Zp-Linearität der beiden
Seiten die Gleichung nur für x1 zu beweisen. Können wir wiederum auch x1 in der
Form x1 = (ϕ − 1)(y2) + px2 mit y2,x2 ∈ OE schreiben, so ist x = (ϕ − 1)(y1 + py2) + p2x2

und es genügt aus den gleichen Gründen wie zuvor, die Gleichung für x2 zu zeigen.
Man beachte hierbei, dass spätestens nach m−1 Schritten (xm−1+pmOE)∩(ϕ−1)OE = ∅
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gilt, da sonst (x + pmOE) ∩ (ϕ − 1)OE ≠ ∅, was ein Widerspruch zur Wahl von m wäre.
Also können wir ohne Einschränkung annehmen, dass die Restklasse x+ pOE nicht in
(ϕ − 1)E liegt.

Behauptung 3: Wegen der Separiertheit von Zp genügt es

[x ,u) ≡ TrK∣Qp(res(x ⋅ dlog(Col(u)))) mod pnZp

für beliebiges n ≥ 1 zu zeigen.
Sei also ohne Einschränkung x ∈ OE mit x + pOE ∉ (ϕ − 1)E und wähle y ∈ OĔ mit
(ϕ − 1)(y) = x (vgl. Lemma 7.31), sowie n ≥ 1 beliebig. Wie zuvor seien

• (x0, . . . ,xn−1) bzw. (y0, . . . , yn−1) die Bilder von x bzw. y in Wn(E) bzw. Wn(Esep);

• δE(x)n∶GE
δE(x)
ÐÐÐ→Zp →Zp/pnZp ≅

1
pnZ/Z ⊂ Q/Z;

• En ∶= (Esep)ker(δE(x)n) = E[y0, . . . , yn−1] (vgl. Satz 7.45);

• χn∶GEn∣E ↪ Q/Z der durch δE(x)n induzierte Charakter.

Per Definition von (⋅ ,E)∶E∗ ↪ GE
ab und (⋅ ,En∣E)∶E∗ → GEn∣E

ab
= GEn∣E haben wir das

kommutative Diagramm

E∗ (⋅ ,E) //

can

��

(⋅ ,En∣E)

((

GE
ab
= lim
←ÐE′∣E endl.

abelsch
GE′∣E

projEn

��
E∗/NEn∣E(E∗

n) recEn ∣E
// GEn∣E,

wobei recEn∣E∶E∗/NEn∣E(E∗
n)

∼
Ð→ GEn∣E

ab
= GEn∣E den Reziprozitätsisomorphismus der zy-

klischen Erweiterung En∣E aus Definition 4.7 bezeichnet. Wir wählen nun U ∶= Col(u) ∈
(OE)Nϕ ⊂ O∗

E ⊂ OE als Lift von u und A j ∈ OE mit A j+pOE = x j ∈ E für alle j ∈ {0, . . . ,n−1}.
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Dann gilt:

1
pn [x ,u) +Zp = δE(x)n((u ,E))

= χn((u ,En∣E)), wegen des kommutativen Diagramms,
= invEn∣E(ū ∪ δ1(χn)), nach 4.8 mit ū ∶= u ⋅NEn∣E(E∗

n) ∈ E∗/NEn∣E(E∗
n),

= invEn∣E((u ∣ x0, . . .xn−1]), nach 7.47 und da x0 = x mod pOE ∉ (ϕ − 1)E (∗),

= TrK∣Qp

⎛

⎝
res

⎛

⎝

⎛

⎝

n−1

∑
j=0

p j−nApn−1− j

j

⎞

⎠
⋅ dlog (Col (u))

⎞

⎠

⎞

⎠
+Zp, nach Satz 7.48,

=
1
pn TrK∣Qp

⎛

⎝
res

⎛

⎝

⎛

⎝

n−1

∑
j=0

p jApn−1− j

j

⎞

⎠
⋅ dlog (Col (u))

⎞

⎠

⎞

⎠
+Zp,

da TrK∣Qp und res beide Qp-linear sind.

Zu (∗) ∶ Die Einbettung OE ↪W(E) ist gegeben durch

OE
(a↦(ϕm(a))m≥0)
ÐÐÐÐÐÐÐÐ→ im(ΦOE)

Φ−1
O
E

ÐÐ→W(OE)
W(can)
ÐÐÐ→W(OE/pOE) = W(E).

Seien Xi ∈ OE mit Φ−1
OE((ϕ

m(x))m≥0) = (Xi)i≥0 ∈ W(OE), d.h. Xi mod pOE = xi für alle
i ≥ 0. Durch Anwenden von ΦOE erhält man

(ϕm(x))m≥0 = ΦOE((Xi)i≥0) = (Φm(X0, . . . ,Xm))m≥0

und somit insbesondere x = ϕ0(x) = Φ0(X0) = X0. Also ist x mod pOE = X0 mod pOE =
x0.

Betrachte nun den Ringhomomorphismus ιn∶OE ↪W(E)↠Wn(E). Dann ist ker(ιn) ⊂
OE ein Ideal in OE und damit ker(ιn) = pmOE für ein m ∈N ∪ {∞}. Auf der einen Seite
ist wegen pnW(E) ⊂ Vn(E) auch pnOE ⊂ ker(ιn) und deshalb m ≤ n. Auf der anderen
Seite ist aber auch n ≥ m, denn

ιn(pn−1 ⋅ 1) = pn−1ιn(1) = pn−1(1,0, . . . ,0) +Vn(E) = (0, . . . ,0,1) +Vn(E) ≠ 0

in Wn(E). Also ist ker(ιn) = pnOE und wir könnenOE/pnOE in Wn(E) einbetten. Wegen
Lemma 7.39 gilt dann in Wn(E):

ϕn−1(x) + pnOE = Fn−1(x0, . . . ,xn−1) = (xpn−1

0 , . . . ,xpn−1

n−1 ) =
n−1

∑
j=0

p jτ(x j)
pn−1− j

nach Lemma 5.14 (i), Lemma 5.15 (ii) und Satz 5.16 (i), wobei τ∶E →W(E)↠Wn(E)

den Teichmüller-Lift bezeichnet. Es gilt allerdings wegen A j mod p = x j = τ(x j)

mod p und Lemma 1.21 auch

Apn−1− j

j ≡ τ(x j)
pn−1− j

mod pn− j bzw. p jApn−1− j

j ≡ p jτ(x j)
pn−1− j

mod pn.
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Mittels dem zuvor gezeigten erhält man damit

n−1

∑
j=0

p jApn−1− j

j ≡
n−1

∑
j=0

p jτ(x j)
pn−1− j

≡ ϕn−1(x) mod pnOE .

Also gilt für unsere Gleichung:

1
pn [x ,u) +Zp =

1
pn TrK∣Qp

⎛

⎝
res

⎛

⎝

⎛

⎝

n−1

∑
j=0

p jApn−1− j

j

⎞

⎠
⋅ dlog (Col (u))

⎞

⎠

⎞

⎠
+Zp

=
1
pn TrK∣Qp (res (ϕn−1(x) ⋅ dlog (Col (u)))) +Zp

=
1
pn TrK∣Qp (ϕ

n−1 (res (x ⋅ dlog (Col (u))))) +Zp, nach 7.28,

=
1
pn TrK∣Qp (res (x ⋅ dlog (Col (u)))) +Zp.

Dabei gilt die letzte Gleichheit aus den selben Gründen wie in Behauptung 1, denn
Gal(K∣Qp) = ⟨ϕ⟩. Die damit erhaltene Gleichung ist äquivalent zu

[x ,u) ≡ TrK∣Qp(res(x ⋅ dlog(Col(u)))) mod pnZp.

Da Zp bzgl. der p-adischen Topologie separiert ist und n ≥ 1 beliebig gewählt war, ist
schließlich

[x ,u) = TrK∣Qp(res(x ⋅ dlog(Col(u)))).

�
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