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Einleitung

Diese Arbeit ist ein Versuch, das Konzept der algebraischen Stacks zu verstehen, das bei
der Suche nach Modulrdumen auftaucht:

Man koénnte zum Beispiel versuchen, den Raum der Vektorbiindel auf einer Kurve C' zu
beschreiben, das heifit man betrachtet den Funktor:

Sch;s — Ens
X + {Isomorphieklassen von Vektorbiindeln auf X x C'}

und sucht ein Schema M, so daf
Hom(X, M) = Isomorphieklassen von Vektorbiindeln auf X x C

ist. Dabei stellt sich zunéchst das Problem, dafl es so ein M nicht geben kann, weil Vek-
torbiindel Automorphismen haben. Anders gesagt, man kann Abbildungen X — M be-
schreiben, indem man sie auf einer Uberdeckung von X angibt, aber Vektorbiindel, die
auf einer Uberdeckung gegeben sind, kann man verschieden verkleben.

Nun gibt es (wenigstens) zwei Wege, dieses Problem zu umgehen. Zum einen kann man
statt der Isomorphieklassen der Vektorbiindel die Kategorie der Vektorbiindel auf X x C
betrachten und versuchen, geometrische Eigenschaften solcher Funktoren zu finden.

Eine andere Moglichkeit ist der Zugang iiber geometrische Invariantentheorie [MFK94].
Dazu gibt man den Objekten zunichst Zusatzstrukturen, die das Modulproblem starr
machen, das heifit solche, die sicherstellen, daf§ die Objekte keine nichttrivialen Automor-
phismen besitzen, die die Zusatzstruktur respektieren. Im Beispiel der Vektorbiindel kann
man Vektorbiindel £ zusammen mit einer Basis globaler Schnitte von £ ® £ betrachten,
wobei £ ein geniigend reichhaltiges! Linienbiindel ist.

Um nun den gesuchten Modulraum zu finden, kann man jetzt versuchen, den Quotienten
zu bilden, der diejenigen Biindel mit Zusatzstruktur identifiziert, die als Biindel ohne wei-
tere Struktur isomorph sind. Im obigen Beispiel wire dies durch die Operation einer G Ly
gegeben, die die moglichen Wahlen der Schnitte identifiziert. Solche Gruppenoperationen
besitzen aber in der Regel keinen guten Quotienten, schon deshalb, weil Stabilisatoren
auftauchen konnen. Statt des klassischen Ansatzes, sich nun auf stabile Objekte zu be-
schranken, indem man sich auf den Teil der Biindel einschrankt, fiir den ein guter Quotient
existiert, kann man auch versuchen, die gesamte Gruppenoperation mit ihren Stabilisa-
toren zu betrachten, indem man einen Quotienten mit der zusétzlichen Information der

Lenglisch: ,ample*



Stabilisatoren angibt. Formal identifiziert man dazu diejenigen Operationen, die den glei-
chen Quotienten mit den gleichen Standgruppen ergeben. Diese Konstruktion liefert den
gleichen Begriff wie der abstrakte Zugang, hat aber den Nachteil, dafl sich kategorielle
Konstruktionen auf diese Weise nicht gut formulieren lassen.

Mit beiden Zugingen erhilt man nun keine neue Kategorie Stacks, sondern eine 2-
Kategorie, das heifit Homgqexs(X, M) ist keine Menge, sondern selbst eine Kategorie.
Das kommt daher, dafl man schon im Beispiel der Vektorbiindel notwendigerweise den
Morphismen X — M in den Stack der Vektorbiindel die Automorphismen des zu der
Abbildung gehérenden Biindels als ,,Homotopien“ zuordnen mu$.

Fiir die so definierten Stacks kann man trotzdem viele Konzepte der algebraischen Geome-
trie ibertragen: topologische Eigenschaften wie Zusammenhangskomponenten, irreduzible
Komponenten, Eigenschaften von Morphismen wie glatt, separiert, Einbettungen, Unter-
stacks und auch Garben und Garbenkohomologie.

Diese Definitionen sind in der Literatur jedoch nicht gut dokumentiert. Zum ersten Mal
werden algebraische Stacks von Deligne und Mumford [DM69] definiert. Sie geben dort
viele Resultate an, jedoch keine Beweise. Artin hat dann in [Art74] die Definition verallge-
meinert, er gibt jedoch wiederum keine Beweise fiir die grundlegenden Séitze an. Allerdings
weist er auf den Zusammenhang der beiden oben angegebenen Zugédnge hin. Schliellich
findet sich auch in [FC90] eine kurze, niitzliche Zusammenfassung der Resultate.

Im Preprint [Lau88] von Laumon werden die meisten der grundlegenden Sétze bewiesen,
leider wahlt Laumon einen sehr allgemeinen, formalen Zugang. Aus dieser Quelle habe
ich den Abschnitt iiber den Tangentialstack weitgehend tibernommen, die Definition der
relativen Differentiale ist ebenfalls nur eine elementarere Formulierung des dort allgemeiner
formulierten Kotangentialkomplexes.

Hier werde ich nun im ersten Kapitel die allgemeinen Definitionen algebraischer Stacks und
ihrer Eigenschaften geben und einige Resultate zeigen. Dabei gehe ich wie oben beschrieben
vor. Zunéchst wird eine allgemeine Definition algebraischer Stacks gegeben. Das wichtigste
Resultat ist dann die Aquivalenz zu der Beschreibung durch Quotienten in Abschnitt 1.2.3.
Im Abschnitt 1.3 werden dann Eigenschaften algebraischer Stacks zusammengestellt, wobei
ich die Auswahl danach gerichtet habe, was in Kapitel 2 benottigt wird.

Im zweiten Kapitel wird als Anwendung dieser allgemeinen Theorie der Kohomologiering
des Modulstacks der Vektorbiindel (vom Rang n und Grad d) auf einer Kurve ausgerechnet:

Satz 2.2.8 Fir glatte, geometrisch irreduzible, projektive Kurven Cjg, vom Geschlecht g
gilt:?

% 5 rang=n,deg=d A
Hglatt(VektC‘mg e ,@l) = Ql[cl, ey Cpy bl, ey bn—l] ® /\[az(»l), ce ,az@g)}
i=1
(k

Dabei sind c;, b; freie Erzeuger im Grad 2i und a, ) dufere Erzeuger im Grad 2i — 1.

Die FErzeuger sind als Kiinneth-Komponenten der Chern-Klassen des universellen Vek-
torbindels auf Vektg’d x C' gegeben.

2Bezeichne mit Vekte := Vekte x ?q



4 Einleitung

Dieses Ergebnis wurde von Atiyah und Bott [AB82] im komplex analytischen Kontext (so-
gar mit ganzzahligen Koeffizienten fiir leicht modifizierte Erzeuger) bewiesen. Dort wird
nicht der Stack, sondern eine geometrische Realisierung des Stacks als unendlichdimensio-
nale Mannigfaltigkeit betrachtet. Beim Versuch, den Beweis auf den algebraischen Fall zu
iibertragen, stellt man fest, dafl viele Argumente implizit schon in Termen des Stacks for-
muliert sind. Zwei Punkte lassen sich aber nicht iibertragen. Zum einen bené6tigt man eine
Abschétzung fiir die Dimensionen der Kohomologiegruppen, fiir welche ein topologischer
Satz von Thom verwendet wird, und zum anderen werden Relationen der Erzeuger durch
eine Zellenzerlegung der Kurve und Bott-Periodizitit ausgeschlossen.

Der letzte Punkt 148t sich dadurch umgehen, dal man geniigend viele Familien von Vek-
torbiindeln konstruiert, deren Chern-Klassen dann insgesamt jede Relation zwischen den
Erzeugern bemerken wiirden. Dazu geniigen sogar Summen von Linienbiindeln, womit
man auflerdem erhélt:

~————n,d,nicht semistabil

Folgerung 2.2.9 Die Restriktion H*(Vektc’d, Q) & H*(Vektq ,Qq) ist in-
jektiv.

Die Dimensionen der Kohomologiegruppen kénnte man aus der Zetafunktion des Stacks
ausrechnen, wenn man die Weil-Vermutungen, insbesondere die Lefschetz-Spurformel fiir
den Stack der Vektorbiindel kennen wiirde. Die Zetafunktion des Stacks wurde von Harder
und Narasimhan [HN73] berechnet. Die Lefschetz-Spurformel wird in [Beh93] fiir eine grofie
Klasse algebraischer Stacks bewiesen, zu der der Stack der Vektorbiindel aber nicht gehort.
Allerdings ist der Stack durch Unterstacks stratifiziert, die den Bedingungen aus [Beh93]
geniigen. Aus der Gysin-Sequenz fiir die Stratifizierung kann man dann die Formel auch fiir
den gesamten Stack erhalten. Hierbei wird ein weiteres Resultat aus [AB82] iibertragen,
das dort mit Hilfe dquivarianter Morse-Theorie formuliert wird. Schlielich wird die Weil-
Vermutung {iber die Eigenwerte des Frobenius auf der Kohomologie aus einer speziellen
Uberdeckung abgeleitet.

Hieraus ergibt sich die Frage nach den Relationen der Erzeugenden in der Kohomologie
des Modulraums der semistabilen Biindel. Diese sind nur fiir Vektorbiindel vom Rang 2
mit ungeradem Grad bekannt.

Mit diesem Fall habe ich mich langere Zeit beschéftigt. Leider ist mir dabei ein dummer
Fehler unterlaufen, weshalb ich nur einen sehr kurzen Abschnitt iiber den Modulraum
der semistabilen Biindel anbieten kann. Hier wird gezeigt, dafl sich im Fall Rang 2 und
geradem Grad der Biindel, in dem man kein feines Modulschema findet, die Resultate iiber
die Relationen zwischen den Erzeugern, die man fiir den Fall, daf§ der Grad ungerade ist,
kennt, auf den Stack der Vektorbiindel iibertragen lassen.

Abschliefend moéchte ich mich bei Prof. Harder fiir die Anregung dieser Arbeit und die Be-
treuung in vielen fruchtbaren Gesprachen bedanken. Bedanken moéchte ich mich auflerdem
bei Michael Adam, Franziska Bittner, Alexander Caspar und Markus Spitzweck, die Teile
dieser Arbeit korrekturgelesen und viele gute Verbesserungsvorschldge gemacht haben.

Bonn, im Juni 1998 Jochen Heinloth



Kapitel 1

Algebraische ,,Stacks*-
Modulmultiplizititen!

1.1 Ein Beispiel

Will man einen Funktor, wie zum Beispiel Vektorbiindel iiber einem Schema, darstellen,
das heiffit mochte man alle Vektorbiindel iiber dem Schema parametrisieren, tritt hiufig
das Problem auf, da} die darzustellenden Objekte Automorphismen haben und deshalb
nicht durch lokale Daten beschrieben werden. Der Funktor ist damit (meist) noch nicht
einmal eine Garbe, was Hom(-, M) aber immer ist. Betrachte beispielsweise den Funktor

(BGL =)Vekt : Sch;g — Ens
X +— {Vektorbiindel auf X} /Isomorphie.

Jedes Vektorbiindel ist lokal trivial, das heifit auf kleinen offenen Mengen gibt es jeweils
nur eine Isomorphieklasse. Wenn Vekt eine Garbe sein wollte, diirfte es dann aber auch
auf beliebigen Mengen nur eine Isomorphieklasse geben. Dort gibt es aber komplizierte
Vektorbiindel.

Anders gesagt: Sei BGL ein (potentielles) darstellendes Objekt fiir den Funktor Vekt. Ist
X ein Schema, £ ein Vektorbiindel auf X und (U;) eine trivialisierende Uberdeckung fiir
€. Dann induzieren £ und die Einschrénkung von & auf (U;) Morphismen nach BGL. Der
Morphismus von X ist durch die Morphismen auf der Uberdeckung (U;) bestimmt. Auf
(U;) ist € aber trivial, also faktorisieren die Morphismen durch den des trivialen Biindels,
* — BGL (* mein Basisschema, der ,Punkt“). Also kann man auch auf X nur einen
Morphismus erhalten, der durch den des trivialen Biindels faktorisiert. Dieser entspricht
dann aber dem trivialen Biindel auf X (BGL hat also auch nur einen *-Punkt):

(Ui)
[ lviales Biindel
X-—---- -+ BGL

'In Grothendiecks Esquisse d’un Programme [Gro84] wird der Begriff ,,multiplicité modulaire* verwen-
det, der mir im Moment gerade gut gefallt.
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Diesen Arger handelt man sich dadurch ein, da man nur Isomorphieklassen von Vek-
torbiindeln betrachtet. Wiirde man jedem Schema X die Kategorie der Vektorbiindel iiber
X zuordnen und den Morphismen in ein darstellendes Objekt die Automorphismen des
Biindels (als Homotopien) erlauben, wire die Kommutativitéit des Diagramms nur noch
bis auf Homotopie noétig, und so kénnte ein BGL auch kompliziertere Biindel klassifizie-
ren. SchlieBlich definiert man Biindel ja durch Verklebedaten. (Das ist dann die gleiche
Strategie wie die der Topologie, die ja sehr wohl klassifizierende Raume fiir Vektorbiindel
kennt.)

(Ui)

L >

X — BGL

Ein Stack wird also zunéchst eine Verallgemeinerung einer Garbe sein, die eben nicht mehr
Werte in Mengen hat, sondern den Objekten iiber einer offenen Menge Automorphismen
gestattet. Ein Stack soll also Werte in Kategorien haben, in denen alle Morphismen Iso-
morphismen sind, das heifit in Gruppoiden (§1.2.1).

Dann werden zusétzliche Bedingungen fiir Stacks iiber Schemata gestellt, damit sich diese
moglichst wie Schemata verhalten (sie sollen lokal in irgendeiner Topologie aussehen wie
Schemata, §1.2.2). Diese Bedingungen kann man dann auch so formulieren, daf ein Stack
ein Quotient von einem Schema nach einer Gruppenoperation — bzw. allgemeiner Quotient
von einem algebraischen Gruppoid — ist (§1.2.3).

Die Bedingungen sehen fiir Vekt oder BG={Prinzipalbiindel einer beliebigen algebraischen
Gruppe} dann so aus:

Erstens sind die Automorphismen eines Biindels eine algebraische Gruppe. Zweitens gibt
es ein ,erstarrtes® Modulproblem fiir Vekt, ndmlich {Vektorbiindel mit einer globalen
Trivialisierung}, welches ein darstellbarer (wenn auch trivialer) Funktor ist. Lokal 148t
aber jedes Biindel solch eine Erstarrung zu. Damit mufl man den Vergif3-die-Trivialisierung-
Funktor nur geniigend garbig machen, und man erhilt eine Uberdeckung von Vekt durch
einen darstellbaren Funktor, also durch ein Schema. Dabei entspricht der Vergifl-Funktor
der Quotientenabbildung nach der GL-Operation auf den moglichen Trivialisierungen.

1.2 Definition von Stacks

1.2.1 Erste Beschreibung: Garben von Kategorien

Sei (Sch;s, Tgiatt) irgendeine Kategorie mit Grothendieck-Topologie. In den Beispielen
ist dies immer die Kategorie der Schemata iiber einem Basisschema S mit der glatten
Topologie, das heiBt eine Uberdeckung ist eine surjektive Familie glatter Abbildungen
(fi + Ui — X)ier von Schemata iiber S. Ich konnte fiir die Beispiele genauso gut die
grobere étale — oder auch eine feinere flache, also fpqc (treuflach und quasikompakt) oder
fppf (treuflach und endliche Présentation) — Topologie benutzten. Erst spéter ist die glatte
Topologie fiir mich praktischer.

Dabei habe ich immer das Beispiel des letzten Abschnitts im Sinn: Ich m6chte zum Beispiel
Vektorbiindel iiber S klassifizieren (oder auch Kurven {iber S). Dazu mochte ich jedem
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Schema X iiber S die Kategorie der Vektorbiindel (oder Kurvenbiindel) auf X zuordnen.
Das fiihrt zu folgender

Definition 1.2.1 FEine Prégarbe von Kategorien ist ein Funktor:

2Cat((Sch/S)°PP) — Cat von 2-Kategorien?, besteht also aus aus folgenden Daten:

1. Jedem Objekt wird eine Kategorie zugeordnet: X € Sch/S — Cx.
2. Jedem Morphismus ein Funktor: (f: X = Y)— f*:Cy — Cx.

3. Jedem Paar von verkettbaren Morphismen eine invertierbare natiirliche Transfor-
mation:

X oY 57 o Fropt(go f) = [ og

gof

so daf folgendes Diagramm kommutiert:

(go f)roh

(hogo f)* [fogtoh*

Flhog)of
df* OFhog

fro(hog)”

Das kann man auch als Tetraeder hinmalen (dessen Ecken die 4 Kategorien sind,
zwischen denen man als Kanten die Funktoren f*,g* usw. gegeben hat, auf den
Seitenflichen hat man jeweils eine Transformation F ).

Eine Prdgarbe von Kategorien heifit Garbe, wenn weiter gilt:

4. Man kann Objekte in der Topologie verkleben, das heifst jedes Abstiegsdatum ist
effektiv:

Sind (U;) K X eine Uberdeckung von X, u; Objekte in Cy, und ¢;j : p}(u;) — pj(uy)
Isomorphismen in Cy, x y, =: Cu,;, so daff in Cy,, das Diagramm
X

p;;(¢ij) Fpjopij=pjop; pir*(®)
P} (0} (wi)) — p (0 () ———8 p3y (05 () — P (07 (u)
Fm /Fm-k
’ P (®) ! !
Pl (P (i) ———— piy (0} (u))

kommutiert, so gibt es ein bis auf Isomorphismus eindeutiges © € Cx, zusammen
mit ¥ : ffr — u;, so dafs p;f(djj)p;‘(i/}i)_l = ¢;j ist.

“Dabei bezeichnet 2Cat(Sch/S) die 2-Kategorie, die man erhilt, indem man die Hom-Mengen von
Sch/S als Kategorien auffaft, die nur Identitéten als Morphismen haben.
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5. Man kann Morphismen verkleben:

Sind x1, 73 € Cx 2wei Objekte, so ist die Pragarbe (auf Schx)

(U % X) = Home, (far, fr)
eine Garbe.
Bemerkung: 1. Das Tetraderaxiom (3.) bedeutet nur, da§ die Pridgarbe vom Verkle-

ben der Morphismen (5.) wirklich eine Prigarbe ist, die Einschrankungsabbildungen also
transitiv sind.

2. Die Forderung fiir das Verkleben von Objekten ist nur die formale Kozykelbedingung,
die man zum Beispiel auch fiir Vektorbiindel hinschreibt, ¢; sind dann die Verklebeau-
tomorphismen. Das sieht dort einfacher aus, weil man die kanonischen Isomorphismen
f*og* = (go f)* unterschligt, womit die F’s aus dem Diagramm verschwinden.

Definition 1.2.2 Sind die Kategorien Cx alle Gruppoide, das heifst sind alle Morphismen
Isomorphismen, so heifit eine Garbe von Kategorien Stack?.

Beispiel: Sei wie vereinbart (Schg, Tyatt) die Kategorie der Schemata iiber .S mit der
glatten Topologie. Dann bilden die Vektorbiindel folgenden Stack Vekt auf Schg:

1. Vekt(X) = Kategorie der Vektorbiindel iiber X (Die Morphismen sind die Isomor-
phismen von Biindeln)

2. X i) Y wird der Funktor f* zugeordnet.

3. Die Biindel g* f*€ = (f o g)*€ sind natirlich isomorph, das ist genau die Forderung
des Tetraederaxioms.

4. Vektorbiindel verkleben in der glatten (oder auch étalen, fpqc) Topologie (weil quasi-
kohérente Garben das tun, und lokal freie Garben zu lokal freien verkleben).

5. Morphismen bilden eine Garbe (gleiches Argument).

Damit sieht man, dafl sogar quasi-kohdrente Garben einen Stack bilden.

Zweites Beispiel: (langweilige Stacks) Jede Garbe F auf Sch g ist auch ein Stack, indem
man die Mengen F(X) wieder als Kategorien auffafit, die nur Identitidten als Morphismen
haben. Damit liefert auch jedes Schema X einen Stack Homg,y, P (LX)=X.

Notation: Im folgenden stehen, soweit nicht anders gesagt, Gro3buchstaben X,Y .S, T,.U
fiir Schemata und kalligraphische Grofibuchstaben M ,N,S fiir Stacks.

Bemerkung 0: Ublicherweise definiert man Stacks ein wenig anders, die Aquivalenz der
beiden Definitionen zeige ich im Abschnitt 1.2.4.

Bemerkung 1:Morphismen von Stacks, Stacks bilden eine 2-Kategorie Stacks,g:

Ein Morphismus S’ rse Homgacks(S', S) ist eine Transformation von Funktoren von
2-Kategorien, besteht also aus:

3Die iibliche Konvention bezeichnet schon eine Garbe von Kategorien als Stack, um dann unmittelbar
die Bezeichnung “Stack von Gruppoiden” wieder durch “Stack” zu ersetzen.
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e zu jedem X € Sch/S einem Funktor Fy : 8% — Sx

e zu jedem Morphismus X L,y eciner (invertierbaren) natiirlichen Transformation?
Fy: f*oFx = Fy o f*, die vertriglich mit den Transformationen f*g* = (gf)* ist.
(d. h. das Diagramm

in dem man in allen Seitenflichen einen 2-Morphismus hat, kommutiert.)

Das liefert aber ,nur“ eine Kategorie Hom(S’,S) (und keine Menge), da die Funktoren
Fx jeweils nur eine Kategorie bilden:

F

Ein 2-Morphismus S’ :E S besteht aus natiirlichen Transformationen ¢ x, die in kom-
G

mutative Diagramme

passen.

Die Axiome fiir 2-Kategorien ergeben sich aus denen von Cat, der 2-Kategorie der Kate-
gorien.

Beispiele: (1) Ist £ ein Vektorbiindel auf einem Schema X, so definiert dies einen Mor-

phismus X 5 Vekt:

Hom(U,X) 3 (U L5 X) s £4(€) € Vekty

Jeder Automorphismus ¢ von £ definiert dann einen 2-Automorphismus ¢ : £ — FE, durch
Fre 9 e

(2) Sind H C G algebraische Gruppen (iiber S), und bezeichnet BG (bzw. BH) den Stack
der G-Prinzipalbiindel, so hat man einen Morphismus BH — BG, durch Erweiterung

4 bezeichnet den Pull-Back in S’
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der Strukturgruppe X — G xy X. Jedes Element von G(S) definiert dann wie oben
einen 2-Morphismus. So entsteht zum Beispiel fiir SO C GL auch der Vergififunktor vom
Stack der Vektorbiindel zusammen mit einem Skalarprodukt in den Stack der Biindel ohne
zusétzliche Struktur.

Am ersten Beispiel kann man zwei Verallgemeinerungen ablesen:

(1) Man kann die Kategorie der Garben (als 2-Kategorie, die nur Identitdten als 2-
Morphismen hat) in Stacks einbetten. Das ,einbetten“ bedeutet, daf§ die Garben eine
volle Unter-2-Kategorie bilden: Ein Morphismus von Stacks, die beide Garben sind, ist
automatisch einer von Garben, da beide nur triviale 2-Morphismen haben. Damit kann
ich auch Sch /g wie oben als X = Hom(_, X) in Stacks,g einbetten.

Ein Stack, der isomorph zu einem Schema ist, heif3t darstellbar. Die obige Bemerkung
erlaubt mir, nicht zwischen einem Schema, der Garbe, die es auf Sch,g definiert und
deren Stack zu unterscheiden. Will ich das doch, so bezeichnet X das Schema, X die
Garbe und X den Stack.

(2) Homsiacks(X, M) ~ Mx, wobei ,,~“ Aquivalenz von Kategorien bedeutet (das kennt
man von Garben her aus dem Yoneda-Lemma).

Denn: ,=“: Sei z : X — M, das definiert z(Idx) € Mx (Idx € Homg (X, X)).

,<=“: Ist x € Mx gegeben, so definiere z : X — M durch:
2(U LX) = f(z) e My
Das sind beides Funktoren, die verkettet zur Identitat dquivalent sind. Fertig.

Deshalb unterscheide ich nicht mehr zwischen z € Hom(X, M) und = € Mx.

Im Beispiel der Vektorbiindel Vekt hat man also auch, dafl jeder Morphismus von einem
Schema X nach Vekt von einem Vektorbiindel herkommt, was man ja von diesem Stack
wollte.

Bemerkung 3: Es gib (2-)Faserprodukte von Stacks: Man nimmt die Faserprodukte der
Kategorien fiir jedes Objekt in Sch,g: Seien m : M — § und m' : M’ — § Morphismen,
dann definiere:

Obj.:(u € M(U),u" € M'(U), ¢ € Homgqry(m(u), m'(u))
M §< ,./\/l'(U) - < Mor.:Hom((u, v, ¢), (v/, V' 1)) >
e ={L o u Lo pom(f) =som'(f)}

Das liefert dann wieder einen Stack. Fiir das Beispiel M = M’=Vektorbiindel mit Skalar-
produkt, § = Vekt und m, m’ beide der Vergififunktor, erhélt man so als Faserprodukt den
Stack der Vektorbiindel mit zwei Skalarprodukten (Paare von Vektorbiindeln mit Metriken
plus einem Isomorphismus der Biindel ohne Zusatzstruktur).

Beispiel: Die Faserprodukte von Schemata iiber einem Stack mdchte ich noch interpre-
tieren:

X X Y = Homp(piz,p3y) als Garbe auf Sch,x .y
z,M,y
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Dabei ist Hom y(piz,psy) die Garbe auf Sch,x.y, die U My X x Y die Menge
Hom 1y (h*piz, h*p3y) zuordnet. Das sieht man so:

f.X =z
N
X xY) (U = U ) M
(X X V)(U) g\,‘}ﬂ//y
= (0" X v, ¢ € Homag, (0*pi(x), *pb(»)))}

( % Isom(X x Y, pi(x), p3()) (V)

Das ist die Menge der Morphismen zwischen den auf U zuriickgezogenen Objekten x
und y. Das ist im Fall der Vektorbiindel fiir £x auf X und &y auf Y das Faserbiindel
Hominvertierbar (px e ptey) iiber X x Y.

Auch die Automorphismen eines Objekts kann man so beschreiben:

Behauptung 1.2.3 Sei X ein Schema, M ein Stack, dann gilt:

X X M= Aut(X,xz,x) = Hom T,T).
(z,2), MXM,A ( ) M(i)( )

Dabei ist Aut(X,z,z) wie oben die Garbe (U ER X) — Hompm, (f*x, f*x). Die linke Seite
ist aber zunéchst nur ein Stack, das ,,=% bedeutet Aquivalenz von Stacks.

Fiir die Biindel kann man das wieder leicht einsehen, denn x : X — M entspricht dann

einem Vektorbiindel £. Ein Morphismus U — X X M entspricht einer Abbildung
MxM

U L> X, einem Biindel F auf U und zwei Isomorphismen ¢q, ¢ : F — f*£. Damit
ist aber F kanonisch via ¢1 zu f*€ isomorph, und das Datum ist dquivalent zu einem
Automorphismus (¢1 © ¢5 1) von f*€. Allgemein erhilt man analog:

Beweis:

—~

fﬂX\rf,r)
X x MU) ~ U M«ﬁ//\/lx/\/l

MxM U\JM A
(f*(w),f*}\o)"?)
) U—— M
~ <f.U~>X, UNW/AX >
M

~ ((f:U=>Xue My,¢1: ffx = u,dg: ffx— u))

Behauptung: In dieser Kategorie ist Hom(a,b) leer oder 1-elementig. (die eckigen Klam-
mern () benutze ich, weil es sich um Kategorien, nicht um Mengen handelt)

Nach Definition ist Hom((u, ¢1, ¢2), (v,91,12)) = {® € Hom(u,v)|;® = ¢;}, also mufl
P = 1[);1 o ¢; sein.

Damit liefern folgende Abbildungen die gewiinschte Aquivalenz der Kategorien:

(f7u7¢17¢2) — (f7¢20¢1_1)
(f, fre,id,¢) < (f.¢)
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Fertig.

Notation: Im folgenden bezeichne ich Kategorien immer mit spitzen Klammern (...).

Diese sind als ,,Die Kategorie der ...“ zu lesen.

1.2.2 Algebraische Stacks - Modulmultiplizitéiten

Jetzt sei mit (Sch,g,T) immer die Kategorie der Schemata iiber S mit der glatten (oder
étalen) Topologie gemeint.

Man mdchte nun gerne formulieren, wann ein Stack iiber Sch,g algebraisch ist, was be-
deuten soll, dafl er sich so dhnlich wie ein Schema verh&lt und man Eigenschaften von
Schemata fiir ihn definieren kann. Dabei ist der erste Schritt folgende

Definition 1.2.4 ([DM69]) Ein Morphismus 8" — S heifit darstellbar (resp. darstellbar
durch algebraische Riume®), wenn fiir jedes Schema X — S das Faserprodukt X x S’
S

darstellbar, also ein Schema (resp. ein algebraischer Raum) ist.

XXS/ >Sl

|

X—S

Eine notwendige (fiir Morphismen algebraischer Stacks auch hinreichende) Bedingung fiir
die Darstellbarkeit eines Morphismus S’ s ist, daf fir alle z € S die Abbildung

Fy : Homg; (z,z) — Homg, (F(2), F(z))

injektiv ist, F' also auf den Automorphismengruppen der Objekte injektiv ist. Denn das ist
dquivalent zur Bedingung, dafl X x5S’ eine Garbe auf Sch g ist. Wird namlich (¢ : x — )
auf Idp(,) abgebildet, so ist ¢ auch ein nicht trivialer Automorphismus von (Idx,z): X —
X x &
F(z),S,F

Zum Beispiel ist also der Morphismus, der Vektorbiindel mit Filtrierung auf die Filtrie-
rungsquotienten abbildet, nicht darstellbar, der umgekehrte Morphismus, der die Quoti-
enten auf ihre direkte Summe abbildet, hingegen schon.

Nun zeige ich erst einmal, dafl die Diagonale eines Stacks genau dann darstellbar ist, wenn
die Homomorphismen (insbesondere die Automorphismen) der Objekte selbst Schemata
sind:

Behauptung 1.2.5 Die Diagonale A : M — M x M eines Stacks ist genau dann dar-

stellbar, wenn fir alle X — M,Y — M die Garbe X xY = Isom(X x Y,piz,p5y)
M
darstellbar ist.

®Das benétigt man nur aus technischen Griinden, es ist eine gute Idee, hier immer ,Schema® statt
»algebraischer Raum* zu lesen. Zur Definition algebraischer Radume sei auf den Anhang verwiesen
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Bemerkung: Diese Bedingung ist nach Definition dquivalent zur Forderung: Alle Mor-
phismen X — M sind darstellbar.

Beweis: ,=“: Behauptung: Das folgende Diagramm ist kartesisch:

X XY
M — X xY

|

M——MxM
Ist die Diagonale darstellbar, so hat man damit gesehen, dafl X X Y ein Schema ist.
M

X XY = Hompy(piz, poy) = (X xY) X M, das sieht man wie bei der Berechnung
MxM
von Aut(X,z,z), wenn man im Beweis zwei verschiedene x’e nimmt.

=" Sei X N M x M ein Morphismus. Dann sind im folgenden Diagramm die beiden
kleinen Quadrate kartesisch, also auch das duflere.

M x X XxX) x X .
MxM (M )X><X X

J A
X
M

Nach Voraussetzung ist X x X darstellbar, also ist auch X x M, als Faserprodukt von
M MM

Schemata, ein Schema.
Fertig.

Bemerkung: ,Die Isom(...) Garben sollen Schemata sein® ist eine Bedingung, die al-
gebraische Stacks erfiillen sollten. Fiir die G—Prinzipalbiindel einer algebraischen Gruppe
ist das der Fall, denn Isom ist dann sogar ein Faserbiindel mit Faser G.

Lemma 1.2.6 1. Fiir Morphismen algebraischer Stacks ist die Eigenschaft darstellbar
stabil unter beliebigem Basiswechsel.
2. M ist darstellbar < Der Strukturmorphismus M — S ist darstellbar.

3. Sind f,g darstellbar, so auch fog und f X g.

Beweis: zu 1.: Betrachte:

XXM_= X x (MxM M ' x M
S X M) MMy

J{ J‘f’ lfdarstellbar
beliebig

X M S
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X x M ist aber nach Voraussetzung darstellbar, also auch f’.
S

Der Morphismus aus 2. bildet fiir ein Schema X g die ganze Kategorie M(X) auf X — S
ab. Damit ist 2. nur eine eine Umformulierung der Definition. Die 3. Behauptung sieht
man wie 1.

Fertig.

Fiir darstellbare Morphismen von Stacks kann man nun einige Eigenschaften von Mor-
phismen von Schemata tibertragen, die lokal im Bild sind:

Sei E eine Eigenschaft von Morphismen in Sch /g, die stabil unter Basiswechsel und lokal
im Bild ist, das heif3t:

oV,

(X L ¥ besitat E) < (Es gibt eine Uberdeckung Y’ <% Y, so daB f/ : X x Y’ — X die
Y
Eigenschaft E besitzt)

Definition 1.2.7 FEin darstellbarer Morphismus S’ — S hat die Figenschaft E, wenn fiir
alle X — 8 der Morphismus X xS8' — X von Schemata die Eigenschaft E hat.
S

Bemerkung: Die Eigenschaften, die fiir Morphismen und Objekte in Stacks definiert
worden sind, ergeben fiir Schemata die alten Begriffe. Ferner kann man mit den Begriffen
bei Stacks umgehen wie gehabt:

e | ist stabil unter Basiswechsel (siche Beweis des voranstehenden Lemmas).

e Haben f, g die Eigenschaft E, so auch f o g, wenn das fiir E auf Sch/S galt.

Man kann also in der glatten (oder étalen oder fpqc) Topologie zum Beispiel folgende
Eigenschaften von Morphismen iibertragen ([Gro67] §2.7 und §17.7):

surjektiv, flach, unverzweigt, glatt, étale, separiert, quasi-separiert, lokal von endlichem
Typ, lokal von endlicher Prasentation, eigentlich, Isomorphismus, Monomorphismus, offene
Einbettung, abgeschlossene Einbettung, affin, endlich, ganz.

Insbesondere kann ich also sagen, was eine Uberdeckung von einem Stack durch ein Schema
ist, ndmlich ein darstellbarer surjektiver glatter (bzw. étaler oder flacher) Morphismus.
Eine Uberdeckung stelle ich mir als Losung eines rigidifizierten Modulproblems vor (siehe
Abschnitt 1.2.3). Ahnlich wie im letzten Lemma erhilt man:

e [ ist als Figenschaft darstellbarer Morphismen von Stacks lokal im Bild.

Definition 1.2.8 Ein Stack M iiber (Sch;s, Tgiatt) heifit algebraisch oder Modulmultipli-
zitdt, wenn gilt:

1. Die Diagonale M 3 M x M ist darstellbar durch algebraische Rdume.

2. Es gibt ein Schema X und einen surjektiven glatten Morphismus X — M.
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Definition 1.2.9 FEin Stack M iber (Sch;g, Tétate) heifit algebraisch nach Artin®, wenn
gilt:

0. M ist limes-erhaltend” .
1. Die Diagonale M B M x M st darstellbar durch algebraische Rdume.

2. Es gibt ein Schema X und einen surjektiven glatten Morphismus X — M.

Definition 1.2.10 Ein Stack M iiber (Sch;g, Tetare) heifit algebraisch nach Deligne-
Mumford oder Deligne-Mumford-Stack, wenn gilt:

1. Die Diagonale M A M x M ist darstellbar durch Schemata.
0. Die Diagonale ist quasi-kompakt und separiert.

2. Es gibt einen surjektiven étalen Morphismus von einem Schema X — M.

Bemerkung: Die Forderung fiir einen Deligne-Mumford-Stack, dal die Diagonale quasi-
separiert sein soll, liefert gleichzeitig, dafl die Diagonale genau dann darstellbar ist, wenn
sie sogar darstellbar durch Schemata ist. Das ist nicht offensichtlich, sondern folgt aus
[Knu71] Satz 6.16, der besagt, dal ein quasi-separierter algebraischer Raum, der separiert
iiber einem Schema ist, selbst schon ein Schema ist. Das erklért die Fuinote an der De-
finition von Stacks in [DM69], wenn man fiir algebraische Stacks die Beschreibung durch
Gruppoide (Abschnitt 1.2.3) haben mdochte.

Die Definitionen benutzen die glatte (oder die étale) Topologie und nicht die feinere fppf-
Topologie, da Artin in [Art74] zeigt, dafl jeder algebraische Stack in der fppf-Topologie
auch eine glatte Uberdeckung besitzt.

Beispiel: Vekt oder auch beliebige G-Prinzipalbiindel einer glatten affinen algebraischen
Gruppe G bilden einen algebraischen Stack:

1. Die Diagonale ist darstellbar, denn fiir zwei Biindel £, F auf X gilt: Isom(X, £ F) =
Homg_jin (X, €, F) ist ein Schema.

2. Das triviale Biindel auf S liefert einen Morphismus S — BG, der darstellbar, glatt
und surjektiv ist (sogar étale, falls G étale ist). Denn ist X — BG ein Morphismus,
der zu einem Biindel £ — X gehort, so ist S x X =&, weil: {U - S x X} = {f:

BG BG

U — X, f*€ = triviales Biindel} = {f : U — £}.

Dabei hat Punkt 2 gezeigt, dal S — BG sogar das universelle G-Prinzipalbiindel auf BG
ist.

Behauptung 1.2.11 Die Kategorien der algebraischen Stacks, Artin-Stacks und Deligne-
Mumford-Stacks sind abgeschlossen unter Faserprodukten.

S Artin benutzt in [Art74] die étale Topologie. Fiir die Definition der Kohomologiegruppen erschiene es
mir hier praktischer, gleich die glatte Topologie zu benutzen
"D. h. fiir jeden gerichteten, inversen Limes 7 = lim7; von Schemata soll lim M(T;) — M(T) eine
— —

Aquivalenz von Kategorien sein.
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Beweis: Fiir den Fall der algebraischen Stacks:

Sei also folgendes Diagramm gegeben: My §M2 — My

L,k

M ——S§
Dann gibt es wieder eine Uberdeckung:

Seien X; — M; Uberdeckungen, dann ist X; X X9 — M X Ms eine Uberdeckung,.
S S

Das ist nach Voraussetzung ein algebraischer Raum oder ein Schema, ein algebraischer
Raum hat dann aber seinerseits eine (étale) Uberdeckung durch ein Schema. Damit hat
man eine Uberdeckung fiir das Faserprodukt.
Die Diagonale ist darstellbar: X x Y =(X xY) x (X x Y)und die rechte Seite

My X Ma My X XY Mo

S S

ist offenbar ein Schema. Fertig.
Jetzt konnte man auch weitere Eigenschaften von beliebigen Morphismen algebraischer
Stacks definieren, erst einmal mdchte ich eine andere Beschreibung von Stacks geben, die
dann auch noch einmal viele Beispiele algebraischer Stacks liefert.

1.2.3 Eine andere Beschreibung: Algebraische Stacks als Gruppoide

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daBl man algebraische Stacks auch als Quotient von al-
gebraischen Gruppoiden (Definition s. u.) beschreiben kann. Insbesondere liefert also jede
Gruppenoperation ein Beispiel fiir einen Stack. Diese geometrische Beschreibung algebrai-
scher Stacks benutze ich nur deshalb nicht zur Definition, da sie den Nachteil hat, daf sich
kategorielle Konstruktionen wie Faserprodukte nicht so leicht in Termen von Gruppoiden
durchfiihren lassen.

Eine Uberdeckung X —— M eines algebraischen Stacks liefert, da die Diagonale von
M darstellbar ist, ein simpliziales Schema (das sogar ein Gruppoid ist):

A
R K]Tl\
---§XXMXXMXE§XXMX:§X
p2

Das kann man wie folgt interpretieren:

o X(U)={U — X} ist die Menge der Objekte von M(U) zusammen mit der durch
X gegebenen Erstarrung (oder Trivialisierung). Man kann nicht jeden Morphismus

U — M global zu X ——— M liften, das heifit nicht jedes Objekt 1t eine globale
e

U
Erstarrung zu, lokal in der Topologie aber schon, denn es gibt die Abbildung X x x4

U— X.
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e X Xy X(U) = ¢ X=————=X ,, die Paare von zwei Objekten mit Rigi-

\
difizierung (die Objekte bekommt man durch die Projektionen nach X (U) wieder
heraus), zusammen mit einem Morphismus in M(U) (also einem Morphismus, nach-
dem ich die Rigidifizierung vergessen habe).

U )

A D
u2
$1 ¢2

e X X X xpmX(U)=(¢ X=—=X—=X , drei Objekte mit zwei Morphismen

N

und der Information, wie man diese verkniipft (die Information der drei Projektio-
nen).

e Die Diagonalen liefern jeweils die Identitéten als Morphismen der Objekte mit der
Information, dal Ido ¢ = ¢ = ¢ o Id.

e Das Assoziativgesetz fiir die Verkniipfung der Morphismen wird vom néchsten Schritt
(dem 4-fachen Faserprodukt) geliefert, dann kommt keine neue Information hinzu.

e Die Twist-Abbildung, die die Faktoren der Faserprodukte vertauscht, liefert zu jedem
¢ den inversen Morphismus ¢ .

Also hat fiir dieses simpliziale Schema die Menge X (U) fiir jedes U die Struktur eines
Gruppoids. (Man hat also ein Gruppoid-Objekt in der Kategorie der Schemata.) Umge-
kehrt liefert jedes glatte Gruppoid einen algebraischen Stack (das zeige ich gleich nach der
néchsten Definition). Erinnerung:

Definition 1.2.12 Fin algebraisches (étales, glattes, flaches, etc.) Gruppoid besteht aus

S
H e
R x R— R X
s, Xt t

wobei X, R Schemata sind, s,t (étale, glatte, flache, etc.) Morphismen und p vom Faser-
produkt via s und t nach R abbildet, so daf fiir jedes Schema U die Schnitte ein Gruppoid
bilden, anders gesagt:

RXXRLU% RXXRLU%
S
R——X R—>—X

sind kartesisch.
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Und es gilt ein Assoziativgesetz:

R x R x RWidr)R x R

s, X,t  s,Xt s, X,t
(idRyﬂ)J I“
R x R ©
_—
s, X,t R

Aus der Forderung, daf dies fiir jedes U ein Gruppoid bildet, ergibt sich die Existenz eines
Eins-Schnittes e : X — R und einer Inversion mit den gewiinschten Figenschaften.

Bemerkung:

e Das erste hiibsche Gruppoid, das mir iiber den Weg gelaufen ist, ist das Fundamen-
talgruppoid eines topologischen Raumes.

e In der Definition steht s fiir Quelle, ¢ fiir Ziel und p fiir Multiplikation. Die Forderung,
dafl das erste Diagramm kartesisch ist, liest sich damit zum Beispiel: ,,Sind f und
g zwei Morphismen mit dem gleichen Ziel, so gibt es genau einen Morphismus A, so
dafl foh =g ist“.

e Hier ist das typische Beispiel ein Schema X mit einer Gruppenoperation G x X LN
X. Das zugehorige Gruppoid ist dann:

GxGxX(@))GxXp::;X

Konstruktion (Vorbemerkung): Jedes Gruppoid liefert einen algebraischen Stack, in-
dem man das Gruppoid als Gruppoid iiber Schemata/S , stackifiziert*, was ganz dhnlich
wie das Garbfizieren funktioniert (siehe unten). Dabei findet man auch die Konstruktion
des BG der Topologie wieder:

Betrachtet man das Beispiel der G-Prinzipalbiindel mit der Uberdeckung durch das uni-
verselle Biindel S — BG, so zeigt die Interpretation des Gruppoids zu Beginn des Ab-
schnitts, wie man den Stack zuriickerhilt, denn: S X pg S = Aut(triviales Biindel, S) = G
und s =t = der Strukturmorphismus G — 5. Somit erhilt man das Gruppoid:

GxG—rtsa—¢9.

Dann ist fiir ein Schema U die Kategorie

BG(U) = lim (Abstiegsdaten des trivialen Biindels auf U;)
Ui<SuU

= lim (Abstiegsdaten fiir den Morphismus in Hom(U;, S)).
Ui=5U

Topologisch wiirde man das vielleicht so formulieren: Die Objekte sind Abbildungen vom
Nerv einer Uberdeckung U; — U in das Gruppoid:

GxG@———G————=S

T P

Uijk*>Uij = Ui XU Uj:;Ui—>U,
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die auf U; eben das triviale Biindel liefern, und der Morphismus von U;; nach G die
Verklebemorphismen angibt.

Fiir das allgemeinere Beispiel der Gruppenoperation wird die Konstruktion einen Quoti-
enten [X/G] liefern, der sich die Stabilisatoren ,,merkt“, nédmlich statt eines Punktes fiir
jeden Orbit einen B(Stabilisator)-Punkt hat. Das Lemma 1.3.3 wird zeigen, da8, falls die
Gruppen Operation frei ist und der Quotient in Sch g existiert, [X/G] dieser Quotient ist.
s

t

Gruppoid mit X (und R) lokal noethersch. Dem ordne ich folgenden Stack [X/R] zu:
[X/R|(U) = ligl[X/R](U’ 2% U). Dabei wird der Limes iiber alle Uberdeckungen U’ <%

Ccov.

U von U gebildet®, und es ist [X/R](U’ =% U) die Kategorie, deren Objekte kommutative
Diagramme der Form:

Konstruktion (allgemein): Sei also R xx R 2R X ein algebraisches, glattes

cov

p
o U Xy U =3 U T

e

---—>R#§X

sind. Das heifit die Objekte sind durch lokal trivialisierte Objekte U’ — X mit einer
Verklebung U’ x U’ — R, welche die Kozykelbedingung erfiillt, gegeben.
U

Die Morphismen (f;) — (g;) sind Isomorphismen ¢ der Objekte:

fl /\X
/ ¢ )
U—R
\
g1
X,

so daf3 beide Dreiecke kommutieren und ¢ mit den Verklebungen vertréglich ist, das heift:
(@ o pi1, f2) = p(g2, ¢ © pa).

Behauptung 1.2.13 Diese Konstruktion liefert fiir jedes algebraische, lokal noethersche,
glatte Gruppoid einen algebraischen Stack [X/R] mit einem surjektiven, glatten Morphis-
mus X — [X/R]. Ferner sind dann X X[x/g X = R kanonisch isomorph.

Beweis

1. Das ist ein Stack (dabei benétige ich nur, da§ die Strukturabbildungen p,s,t des
Gruppoids treuflach sind):

8Um mir Indexverwirrung zu ersparen, setze ich hier U’ := 11
statt U’ xy U’ lieber U;; zu lesen.

sc1 Ui, zur Vorstellung hilft mir manchmal,
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(a) Es gibt ,,Pullbacks“ f* zu V 4, U, indem einem Objekt von [X/R|(U" — U)
wie oben das folgende Objekt von [X/R](U’ xy V — V) zugeordnet wird:

"‘%VXUU,XUU/:;VXUU/%V

J |

U xg U ——=2Uy ——U

| |

e ) ; — ) §

(Bemerke: V x U’ ist eine Uberdeckung von V, und es gilt (V xU’) x (V xU’) =
U U \%4 U
V x (U'xU").) Das ist funktoriell, da V x (_) ein Funktor ist und Faserprodukte
U U U

assoziativ sind.

(b) Es gibt natiirliche Isomorphismen von ¢*f* — (fg)*, die von den natiirlichen

Isomorphismen W x V x U’ = W x U’ induziert werden.
Vv U U

(c) Fiir zwei Objekte uy,ug iiber U ist Hom_(f*u1, f*us) eine Garbe:

f/
Lemma 1.2.14 Sind ' —= X zwei Objekte in [X/R|(U" — U) und U" —
gl

U’ eine Verfeinerung von U’, ¢" ein Morphismus der Einschrinkungen f”,q"”
von f', g auf U", dann ist auch ¢" die Einschrinkung eines ¢’ von f' nach ¢'.

Bemerkung: Das heifit jeder Morphismus, den ich auf einer Verfeinerung von
zwei Uberdeckungen bekomme, ist schon auf der grobsten gemeinsamen Verfei-
nerung der Uberdeckungen definiert.

Beweis: (Am besten malt man sich anschaulich die Uberdeckung und ihre
Verfeinerung hin. Dann ist klar, dafl die Verklebefunktionen auf den Schnitten
der Verfeinerung, innerhalb einer {iberdeckenden Menge 1 sind, da die Ein-
schrinkung so definiert ist. Das ¢” mufl dann mit diesen vertriglich sein, also
verklebt es und liefert ¢')

~

i. Die Abbildung U”" xU" — U" xU" I R taktorisiert durch U’ x U’ & U,
U’ U U’
damit kommutiert:

U/I [}([ U// :; U” )

U/EU/TU/

Jh fi

Ré———X

ii. Es gilt aber auf U/IE;,UH: p(@" opi,fo = e) = u(ga = e, ¢" opa) also
¢" o p1 = ¢" o py. Damit verklebt die Abbildung ¢” zu dem gesuchten ¢’.
(Lemma) Fertig.
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Sei also V eine Uberdeckung von U, und seien ui,us € [X/R](U' — U) zwei

Objekte. Auf V sei ein Morphismus ¢y der Einschrinkungen von u; und us auf

V' gegeben, der die Vertriglichkeitsbedingung auf V xV erfiillt. Das Lemma
U

sagt dann, daB ¢y, das zunéchst nur im Limes iiber die Uberdeckungen von V/
gegeben ist, bereits auf der Uberdeckung definiert ist, auf der w;|y und usg|y
definiert sind, nimlich auf U’ xy V.

R——=X

U—U

NI

U/[?V*)V

Die Vertriglichkeitsbedingung auf V x V ist ein Abstiegsdatum fiir ¢y, liefert
also ¢y : U’ — R.

(Garbe) Fertig.

(d) Objekte verkleben: Seien also U, eine Uberdeckung V' — U, Objekte v auf V

(also Morphismen von V/*V in das Gruppoid) und fiir diese ein Verklebe-Datum

gegeben. Ein Verklebe-Datum ist ein Isomorphismus der beiden Pullbacks von

v auf V x V. Der Isomorphismus ist nach dem Lemma aber auf jeder gemein-
U ..
samen Verfeinerung der Uberdeckungen V' xV und V x V', also zum Beispiel
U U
auf V' x V', definiert. Dieser Morphismus V'’ x V' — R liefert mir das gesuchte

U U
Objekt in [X/R}(V' -V — U) und damit in [X/R](U).

( R———X

Vlévl:i‘/’;)

NI

VXV eV

:§Qé <—C

v

<

xVxV
U U

Wie beim Verkleben der Morphismen macht man sich die Kompatibilitdten am
besten mit einem Bildchen klar.)

2. Die Diagonale [X/R] — [X/R] x [X/R] ist darstellbar:
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(a) Die triviale Abbildung X —= X —— X

L
R—=S

liefert eine Abbildung X — [X/R] und X : >/< ]X = R kanonisch, denn:
X/R

)} ={(U = R)} = R(U)

Dabei habe ich wieder das Lemma verwendet, um den Morphismus zwischen f
und g schon auf der trivialen Uberdeckung zu bekommen.

(b) Seien Y, Z Schemata mit Morphismen nach [X/R], dann ist der Stack Y x Z

[X/R]
Y
AN
eine Garbe, denn: X[ >/< ]Y(U) = U ﬂ [X/R] p ist eine Menge, das Ganze
X/R N
Z z
also eine Garbe.
(c) Faktorisiert Y — X — [X/R], soist Y x X =Y xR ein Schema.
(X/R] X
(d) Sei Y — [X/R] beliebig, so gibt es (per Definition) ein 7 “3y . Also ha-

4 ~

X » [X/R]
be ich ein kartesisches Diagramm (von Stacks, die alle Garben sind, also von
Garben)

UxR = U x X Y x X
X [X/R] [X/R]

J |

U)X((XxX)LUxX—WxX

Erfiillte also die Abbildung R @ X x X effektiven Abstieg, so wire auch
Y[X>/<R]X ein Schema (und die Projektionen sind mit dem gleichem Argument
Morphismen von Schemata).

Immer gilt aber, daf} die Abbildung U X [x/g X — Y X[x/g) X eine darstellbare
Uberdeckung ist, denn sie wurde durch Basiswechsel aus einer Uberdeckung
konstruiert. Nach Teil (a) folgt damit, dafl die Garbe Y X |x/g) X der Quotient
einer glatten Aquivalenzrelation ist.

Die Diagonale einer Aquivalenzrelation ist aber immer eine Einbettung, erfiillt
also effektiven Abstieg. Damit liefert das Argument oben, daf§ die Diagonale
von Y X(y,p X darstellbar ist. Damit ist gezeigt, dal Y X[x gz X ein algebra-
ischer Stack ist, dessen Diagonale eine Einbettung ist. Damit sagt 1.2.15, daf}
dies sogar ein algebraischer Raum ist.
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(e) Das gleiche Argument mit dem rechten Faktor im Faserprodukt liefert die Be-
hauptung auch fiir beliebige Faserprodukte Y Xy, g) Z.

(f) Gerade habe ich auch schon gesehen, dafi die Abbildung: X : >/< ]Y — Y eine
Y/R

Uberdeckung ist, weil sic nach Basiswechsel mit einer Uberdeckung U — Y
eine ist (glatt/étale sind lokal im Bild). Damit ist also auch X — [X/R] eine
Uberdeckung.

(Behauptung) Fertig.
Bemerkung: Diese Konstruktion liefert, wenn sie auf eine Prisentation X — M eines
Stacks angewendet wird, den urspriinglichen Stack zuriick:

1. Jedes Objekt u : U — M liefert ein Objekt:

X xU)x (X xU X x U cov
( ” )U( Iy ):; Iy — U

L

XXX:;
Iy X—M

Und die Morphismen 7 —— V' induzieren Funktoren der Gruppoide.(Die 2-Mor-
N v
M

phismen genauso)

2. Umgekehrt liefert jedes Objekt

(U,XUIEU/)EEU/EU/:;U’%U

| | ]

XXXXXSXXX:;X 3/\/1

eine Uberdeckung U’ von U zusammen mit Objekten U’ — M und Abstiegsdatum,
also ein Objekt iiber U. Da fiir jeden Stack die Homomorphismen Garben sind, gilt
das auch fiir Morphismen.

3. Das liefert eine Aquivalenz der Faserkategorien M (U): Fiir die Uberdeckung U’ =

X xU von U lost U - M das Abstiegsproblem. Ist umgekehrt U — M das in-
M

duzierte Objekt einer Uberdeckung U’, so hat erhélt man aus der Eigenschaft des

Faserproduktes X x U einen Morphismus in [X/R](U):
M

(UIXU/XU/)EEU/EU/:;U/ cov U

| l

X X xXxU X><X><U X x U cov
JR el — AUy

| 7

X X><X X xX
— AT/ ——M
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(Bemerkung) Fertig.

Bemerkung: Zwei Uberdeckungen X — M und X’ — M definieren demnach zwei
Gruppoide, die den gleichen Stack liefern. Die Aquivalenz der Quotienten kann man direkt
in Termen der Gruppoide beschreiben:

Hat man eine glatte Uberdeckung Y — X gegeben, so definiert man den Pullback des

Gruppoids R xx R "R X auf Y durch Ry := (Y xY) X xx x R. Dieses Gruppoid
t

(Ry,Y) hat dann eine Abbildung in das Gruppoid (R, X). Und beide Gruppoide definieren
den gleichen Stack, da gilt:

Y XY 2Yx(XxX)xY=2(YxY) x XxX.
M X M X XxX M

Hat man zwei Uberdeckungen von M wie oben, so definiert also deren Faserprodukt

X x X’ - M ein Gruppoid, das die Gruppoide von X und X’ iiberlagert. Zwei Gruppoide
M

definieren also genau dann isomorphe Stacks, wenn es ein drittes Gruppoid gibt, das beide

tiberlagert ([FC90]).

Bemerkung: Fiir den Quotienten einer Gruppenoperation [X /G| kann man die Katego-
rien [X/G](U) auch beschreiben als:

[X/GI(U) = <(E = U, f)

E — U ein G-Prinzipalbiindel auf U
E L4 X cine G-lineare Abbildung

Es fehlt noch der Beweis von:
Satz 1.2.15 Ist M ein lokal noetherscher algebraischer Stack, so gilt:

1. Ist A : M — M x M unverzweigt, so gibt es eine étale Uberdeckung von M durch
ein Schema.
2. Ist A: M — M x M eine (abgeschlossene) Einbettung, so ist M ein (separierter)

algebraischer Raum.

Die Umkehrung sieht man leicht:

Lemma 1.2.16 Sei M ein Deligne- Mumford-Stack, dann ist die Diagonalabbildung M A
M x M unverzweigt.

Beweis: ,unverzweigt® ist lokal im Bild beziiglich der étalen-Topologie. Nimm also eine
étale Uberdeckung X — M von M und betrachte das kartesische Diagramm:

it
Xox X 0,y x

J{ét ale Jétale

M—2 5 MxM
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Der obere Pfeil ist unverzweigt. (Denn s und ¢ sind unverzweigt, damit auch s x ¢. Die
Diagonale eines Schemas ist aber immer unverzweigt (sogar eine Immersion), also ist auch
(s x t) o A unverzweigt.) Fertig.

(Bemerkung: A ist in der Regel natiirlich nicht étale, denn (s,¢) wird selten offen sein)

Beweis des Satzes: Es ist in beiden Fillen nur eine étale Uberdeckung von M zu kon-
struieren. Da die Diagonale auch in 2. unverzweigt ist, geniigt es also auch, nur 1. zu
zeigen.

Sei 7 : X =5 M eine Uberdeckung von M. Dann ist R := X xp X 62&5” X x X
unverzweigt, und die Projektionen R = X Xy X — X sind beide glatt.

Die Strategie ist jetzt die gleiche wie in [DG70]?: Ich suche zu jedem z € X ein Unterschema
z €Y C X, sodaB die Projektion X x oY — X étale ist. Dann ist auch die Einschrankung
7ly : Y — M étale, und die Vereinigung der Y liefert eine étale Uberdeckung von M.

Sei nun ein x € X fest gewdhlt und (z,x2) € R der Punkt der Identitét z = z. Da s

und ¢ glatt sind, faktorisieren beide in einer Umgebung z € U C X als R — AY 25U
(beziehungsweise ¢ : R — AZ) mit étalen Morphismen 3,#. Dabei kann ich auch noch
annehmen, daf 5(z,z) = (x,0), der Nullpunkt {iber z, ist. Nun besitzen s und ¢t auch einen
Schnitt, weshalb die Restklassenkorper k(z) und k((z,z)) isomorph sind. Also sind sogar
die Komplettierungen der lokalen Ringe Og (;,) und OAg’g(x’x) = Oxzlz1,. .. ,xn]g(
isomorph.

x,T)

—

~ # o~
Betrachte die Abbildung Ox , N OR () = Ox 21, - ,mn]g(m )" Weil § : R - X x X
unverzweigt ist, gilt auch, daf §% : @XX X,(z,0) — @R,(x,x) surjektiv ist. Also erzeugen
die Bilder von t# und s* den Ring @R,(I@) topologisch. Genauso wird das maximale

Ideal mp (, ) C @R@’x) von den Bildern (s%(m,), ¢ (m,)) erzeugt (denn das gilt fiir das
maximale Ideal von Ox x (z.4))-

Deshalb gibt es (wenn man z; um eine Einheit aus s#(Ox ;) und einen additiven Term
aus s7(m,) abindert), f; € m, C Ox z, so daB8 t#(f;) = x; mod m%x’x) ist, d. h. t7(f;)
sind lokale Parameter in Og ;) als Ox ,-Algebra via s7. Nach Verkleinern von U seien

U = Spec(A) und f; € A.

Setze Y1 := Spec(A/(fi)). Die Inklusion X x (Y1 — R ist dann fiir geeignete s; € m, im
komplettierten lokalen Ring durch Ox [z, ... ,mn](; 2) 12O X,z gegeben. Insbesondere

ist also die Einschrinkung von s auf X x (Y infinitesimal bei (z, z) die Identitét, also ist
8| xx Y, €tale in (x,x), damit auch in einer Umgebung V' von (z,z).

Bleibt zu zeigen, daf8 das Schema V' der Punkte, in denen s|x ,,v; étale ist, von der Form
t=1(Y) ist, d. h. V steigt ab zu Y C Y] offen und x € Y. Dazu priift man, daf die Urbilder
von Vin RxpmY = X X X XA Y1 via der beiden Projektionen pg3, po3 iibereinstimmen.
Beide sind nach [Gro67] (Proposition 17.7.4) das Unterschema, auf dem p;2 étale ist.

Fertig.

9In Exposé V von [DG70] wird aus einem flachen Gruppoid mit quasi-endlicher Diagonale ein quasi-
endliches, flaches Gruppoid konstruiert.
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1.2.4 Vergleich mit der iiblichen Definition

Eine (Pri-)Garbe ist ein Funktor G von Sch%p — Ens. Das kann man auch umdrehen:
Betrachte die Kategorie G™ mit Objekten Paare (U € Sch/g,u € G(U)) und Morphismen
Hom((U,w), (V,v)) ={f: U = V|f*(v) = u}.

Das liefert eine in Mengen gefaserte Kategorie G¥* — Schg:

Definition 1.2.17 FEine in Gruppoiden gefaserte Kategorie ist eine Kategorie G tiber
Sch;s (P :G — Schyg) mit:

v ingG
1. Zu jedem Diagramm P existiert ein (f*v) =u N v,
U L 1% in Sch;g
u? o in G
so daj P Jp kommutiert.
ﬁf:i(qi)v in Schg

2. Man kann Diagramme eindeutig vervollstindigen:

3!/

U w

v

v

s

U= sw

Die Konstruktion, die ich oben fiir eine Garbe hingeschrieben habe, kann man genauso fiir
eine Pragarbe von Gruppoiden durchfithren, und man erhélt eine in Gruppoiden gefaser-
te Kategorie. Dabei sind die Morphismen zwischen den verschiedenen Fasern hier durch
Hom((U,u), (V,v)) = (f: U = V,¢ : u— f*v) definiert.

Umgekehrt bekommt man aus einer in Gruppoiden gefaserten Kategorie eine Prégarbe,
indem man die Faser iiber einem Schema betrachtet: U — Gy mit Objekten {u € G mit
P(u) = U} und Morphismen {u — v mit P(u — v) = Idy}. Damit stellt sich die Frage,
wie man einen Funktor f* wihlt. Axiom 2. garantiert fiir jede gefaserte Kategorie, dafl
der Pullback aus 1. bis auf kanonische Isomorphie bestimmt ist (indem man U = V und
h = Idy einsetzt). Deshalb wird bei dieser Definition von Stack oft ein solches f* gewi#ihlt.
Wenn man das kann (fiir algebraische Stacks geht das), ist es nicht mehr schwer, die
Axiome fiir eine Prigarbe von Kategorien nachzurechnen, die fehlenden Axiome werden
ebenfalls in dem knappen Axiom (2) kodiert.

Das sind zu einander inverse Konstruktionen.
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1.3 Weitere Eigenschaften algebraischer Stacks

1.3.1 Grobe Modulriaume

Definition 1.3.1 FEin algebraischer Raum M zusammen mit einer Abbildung M — M
heifit grober Modulraum fiir M, wenn gilt:

Alle Abbildungen M — N in einen algebraischen Raum N faktorisieren eindeutig durch
M.

Fiir Deligne-Mumford-Stacks gilt der folgende Satz, den ich ohne Beweis zitiere, da ich die
Aussage im folgenden auch nicht benutze:

Behauptung 1.3.2 [FC90] Sei M ein noetherscher Deligne-Mumford-Stack, dessen Dia-
gonale A : M — M x M endlich ist. Dann existiert ein grober Modulraum M — M fiir
M.

Fiir jede étale Uberdeckung X — M und jeden algebraisch abgeschlossenen Korper k gilt
dann M (k) = (X (k)/X x X (k)).
M

s
t

Lemma 1.3.3 Ist Rxx R SR X ein Gruppoid mit glatten Strukturabbildungen

s, t, dann gilt:

1. Der Quotient (X/R) in der Kategorie der Garben auf (Sch;g, Tgiatt) ist genau dann der
Stack-Quotient [X/R], wenn die Diagonale R — X x X ein Monomorphismus ist.

2. Ist der Quotient in der Kategorie der Garben ein algebraischer Raum, so ist dieser der
grobe Modulraum fir [X/R)].

Beweis:

1. Fiir Garben F ist die Diagonale immer ein Monomorphismus (F B Fx Fist injektiv,
denn fiir das (Faser-)Produkt von Garben mufl man nichts garbifizieren). Ist die Diagonale
aber ein Monomorphismus, so ist der Stack eine Garbe: Sei ein Automorphismen eines Ob-
jektes U — [X/R] gegeben, dann kann ich diesen auf eine Uberdeckung U’ einschrinken,
so dafl die Verkettung U’ — U — [X/R] durch X faktorisiert. Ein 2-Morphismus auf U’ ist

aber nun dasselbe wie ein Element in X x X (U’). Diese Menge liegt nach Voraussetzung
[X/R]

injektiv in X x X (U’), ist also durch die Bild- und Ziel-Morphismen, die beide U’' — X

sein sollen, bestimmt. Also gibt es nur einen 2-Morphismus auf U’. Die 2-Morphismen von

U — [X/R] bilden aber eine Garbe, also gibt es auch nur einen 2-Morphismus auf U.

2. Jede Abbildung von [X/R] in eine Garbe muf} die 2-Morphismen auf Identitéten abbil-
den. Es gilt aber:

([X/R)(-)/(2-Morphismen)))™ = (X (-)/R(-))",

wobei T die ,halbe“ Garbifizierung ist.
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Die Schnitte der linken Seite iiber einem Schema U sind gegeben durch Objekte v’ € X (U")
auf einer Uberdeckung U’ <% U, modulo der Aquivalenzrelation, die durch Verfeinerung
und die Aquivalenzrelation R(U’) gegeben ist.

Umgekehrt ist jedes Element rechts v € (X/R)(U) auf einer Uberdeckung U’ durch Ele-
mente X (U’) beschrieben, modulo der gleichen Aquivalenzrelation wie oben. Fertig.

1.3.2 Eigenschaften von Morphismen

Fiir algebraische Stacks kann man noch weitere Eigenschaften von Schemata und Mor-
phismen iibertragen:

Definition 1.3.4 Sei E eine Figenschaft von Morphismen von Schemata, die stabil unter
Basiswechsel und lokal (in der Topologie) in Bild und Urbild ist. Dann hat ein Morphismus
M’ — M die Eigenschaft E, wenn es ein kommutatives Diagramm.:

X! = M

-

X cov M

gibt, in dem X,X’ Schemata sind, die M bzw. M’ idiberdecken und fx die Figenschaft E
hat.

Zum Beispiel ([Gro67], §2.5 und §17.7): surjektiv, lokal von endlichem Typ, lokal von
endlicher Présentation, flach, glatt.

Definition 1.3.5 Sei E eine FEigenschaft von Schemata, die lokal in der Topologie ist,

dann hat ein algebraischer Stack die Eigenschaft E, wenn er eine Uberdeckung durch ein
Cov

Schema X = M hat, so daf§ X die Eigenschaft E besitzt.

Fiir die so definierten Eigenschaften gilt dann wieder:
Lemma 1.3.6 Es gilt fir alle Uberdeckungen X — M und X' — M':

1. Besitzt M' — M die Figenschaft E, und ist

XI cov MI

fo J{f

X cov M
ein kommutatives Diagramm, so hat auch fx die Figenschaft E.

2. Hat M die Eigenschaft E, so auch jedes tiberdeckende Schema X — M.
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Beweis: Ich male nur das Diagramm fiir 2., weil das kleiner ist:

Sei X eine Uberdeckung von M, die E hat, T — M eine zweite Uberdeckung.

T x X cov
M — T

X—M

Nun hat X die Eigenschaft E, also auch das Schema T x X, also auch T
M

Fertig.

Bemerkung: Die Eigenschaften der Morphismen sind jetzt wieder stabil unter Basiswech-
sel und lokal in Bild und Ziel (in der 2-Kategorie der Stacks).

1.3.3 Topologische Eigenschaften von Modulmultiplizitidten

Definition 1.3.7 FEin (offener, abgeschlossener) algebraischer Unterstack N' < M ist
ein algebraischer Stack N zusammen mit einem darstellbaren Morphismus nach M, der
eine (offene, abgeschlossene) Einbettung ist.

Ein algebraischer Stack heifit zusammenhéngend, wenn er nicht (dquivalent zur) disjunk-
te(n) Vereinigung zweier nicht leerer algebraischer Unterstacks ist.

Ein algebraischer Stack heifit irreduzibel, wenn er nicht Vereinigung zweier nicht leerer
abgeschlossener Unterstacks ist.

Bemerkung: Das offene Komplement eines abgeschlossenen Unterstacks 148t sich auf ei-
ner Uberdeckung definieren und ist wieder ein algebraischer Stack. Genauso kann man
den komplementéren (reduzierten abgeschlossenen) Unterstack zu einem offenen Unter-
stack definieren.

Lemma 1.3.8 Ein lokal noetherscher Stack ist in genau einer Weise disjunkte Verei-
nigung zusammenhdngender algebraischer Stacks. Bezeichne mit wo(M) die Menge der
Zusammenhangskomponenten von M.

Fiir eine Uberdeckung X — M gilt weiter:
Wo(XﬁX):; TFO(X) E— 7T()(M)

ist exakt.

Beweis: Sei X %% M eine (lokal noethersche) Uberdeckung des Stacks. Dann ist X =
[I;c; Xi die Summe seiner Komponenten. Betrachte [, ; ¢ 4. X, X X0 X = X!. Dann

M
ist X = [[;cp X; fiir ein I’ C I. Sei M; := [XJ’/X]'/C!X]’], dann ist XJ//\>/<1XJI = XJ’»XZXJ'.,
J
und es gilt (][] XZ)XZ(H X;) = HjGI/(X}.;i[X;). Also ist M = [[;c;r M;.
Die M; sind zusammenhéngend: Schreibe M := M;, und sei X; xpq X; # 0 fiir alle 4, j.
Wire dann M = M; U My, so wiirde gelten, da8 (][] X;) = (T X xam M1) U ([T Xi Xm
Ms). Dann ist aber — da My x g My = ) — einer der Summanden leer, die Summanden
iiberdecken aber jeweils ein M, also ist M7 oder My leer. Fertig.
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1.3.4 Der Situs M, - Kohomologie von Garben auf Stacks

Definition 1.3.9 Sei M ein algebraischer Stack. Dann ist der Situs Mgqs definiert mit
Objekten X M M, wobei X ein Schema ist, Morphismen XT>Y ., und die Uber-
N e

M
deckungen sind glatte Uberdeckungen der Schemata.

Bemerkung: 1. Eine Garbe (abelscher Gruppen) auf einem Stack M ist dasselbe wie
eine Garbe F auf einer Uberdeckung X — M mit einem Isomorphismus pjF = D5
auf X x X, der auf dem 3-fachen Faserprodukt die Kozykelbedingung erfiillt (fiir den

M
Fall des Quotienten nach einer Gruppenoperation G x X — X ist das dasselbe wie eine
G-Linearisierung der Garbe):

Eine Garbe auf dem Stack liefert via Einschrédnkung sicher solch eine auf Xg;,4;. Umgekehrt
liefert mir die Garbenbedingung aus einer Garbe auf X mit Isomorphismen wie oben auch
eine Garbe auf M, denn jedes Schema Y — M wird von X x Y tiberdeckt.

2. Ich kann globale Schnitte einer Garbe auf M definieren: Ich nehme fiir eine Uber-

deckung X — M die Menge I'(M, F) := Kern( I'(X, F) —=I'(X x X)). (Das ist wie in
.. M

1. unabhingig von der Uberdeckung).

Definition 1.3.10 Ist F eine Garbe abelscher Gruppen auf einem Stack M (das heifit
auf dem zugehorigen Situs), dann ist H (M, F) := R'T (M, F).

Fiir eine Uberdeckung X — M eines Stacks hat man so die gleichen Kohomologiegruppen
definiert, die zum Beispiel in [Fri82] fiir das simpliziale Schema (X *Mm); definiert werden,
nur wird dort die étale Topologie benutzt. Es gilt aber genauso in der glatten Topologie,
daB es geniigend injektive Garben gibt, und:

Behauptung 1.3.11 [Fri82] Ist X — M eine Prdisentation eines algebraischen Stacks,
(X; == x'X) das zugehorige simpliziale Schema, F eine Garbe abelscher Gruppen auf

M, so gibt es eine konvergente Spektralsequenz:

P9 __ P
El - Hglatt

(Xg, Flx,) = HPTY(M, F).

Bemerkung: Moéchte man die Theorie der Topoi benutzen, so kann man auch direkt
die Kohomologie von Garben auf Mg, definieren. Dies wird zum Beispiel in [Beh93|
durchgefiihrt. Die Kohomologiegruppen, die man so definiert hat sind jedoch die gleichen.

Der Situs M gq ist sogar geringt, denn die Garben Oy fiir X — M liefern eine Garbe
Om von Ringen auf dem Situs, dazu benétigt man nur, dal Ox eine Garbe auf X a4
definiert. Damit kann man auch von Modulgarben auf einem Stack sprechen.

Ein Beispiel einer Modulgarbe auf einem Stack:
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Ist N i) M eine abgeschlossene Einbettung, so definiert dies eine Idealgarbe Z C Opy.
Sind A und M beide glatt, so ist das Konormalenbiindel i*(Z/Z?) eine lokal freie Garbe
auf NV, denn fiir eine glatte Prisentation M — M bekommt man mit N := AN x M:

M
MxM—/M-—M
M
12
N/>\</N:§ N—N
Undda M xNZNxXxNZ=ZNxN = N x M, erfiillen die Idealgarben, die durch i und
M M N M

i1 gegeben sind, die Vertriiglichkeitsbedingung, liefern also eine Garbe Z/Z? auf N, die
lokal frei ist, weil die Garben fiir i1, io lokal frei sind.

Man kann Vektorbiindel auch wieder geometrisch realisieren:
Bemerkung: Lokale Konstruktionen kénnen auch fiir Stacks durchgefiihrt werden:

Sei M ein algebraischer Stack, £ ein Vektorbiindel auf M, M — M eine Présentation.
Dann liefern die Schemata

V(& x M) —=V(&|m)

M
(bzw. P(E|pr)) ein Gruppoid, dessen Quotient mit V(&) (bzw. P(E)) bezeichnet wird.
Nach Konstruktion hat man einen darstellbaren Morphismus V() — M, so daB fiir alle
Schemata X — M das Faserprodukt V(&) x ¢ X das Vektorbiindel V(€|x) auf X ist.

1.3.5 Differentiale

Fiir die Berechnung des Kohomologierings des Stacks der Vektorbiindel iiber einer Kurve
benétige ich eine Beschreibung des Normalenbiindels an einen Unterstack als Quotient
des Tangentialbiindels. Dazu moéchte ich zunéchst relative Differentiale fiir darstellbare
Morphismen definieren.!?

Relative Differentiale fiir darstellbare Morphismen

Notation: Ist X i> Y ein Morphismus von Schemata, so bezeichne ich die relativen
Differentiale zu f, wenn keine Doppeldeutigkeiten entstehen, mit € x/y-, sonst schreibe ich

Q.
X—Y

Ist X —+ M eine Uberdeckung eines algebraischen Stacks und (R := X x X, X) das
zugehorige Gruppoid. Dann kénnte man, falls M ein Schema wére, an dem kartesischen
Diagramm:

X xX_s
M — X

Ll

19G. Laumon definiert in [Lau88] den Kotangentialkomplex fiir Morphismen algebraischer Stacks. Seine
Definition benutzt nur den durch den Stack definierten geringten Situs, leider habe ich nicht gleich sehen
koénnen, wie ich damit herumrechnen kann.
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ablesen, dafi s*Q2x/ = Q Der rechte Term ist aber auch fiir einen Stack M

X X XX
M

definiert. Will ich relative Differentiale 2y, definieren, muf ich also nur zeigen, daf

dieser zu einer Garbe auf X absteigt.

Ist allgemeiner M — N ein darstellbarer Morphismus von algebraischen Stacks und
Ccov

Y Z5 N eine glatte Uberdeckung von N, so mochte ich analog die Garbe der relati-
ven Differentiale Qxq/n auf M als diejenige Garbe definieren, die man durch Abstieg aus
der Garbe Qy, . p1/y auf der Uberdeckung Y xn M — M von M erhilt. (Garben auf
M waren definiert als Garben auf einer Uberdeckung mit einem Abstiegsdatum.)

Lemma 1.3.12 Ist M — N darstellbar, so ist die oben beschriebene Garbe Qpq/n wohl-
definiert und unabhdngig von der gewdihlten Uberdeckung Y — N .

Beweis: Sei Y — A eine Uberdeckung, dann erhilt man aus dem Diagramm:

VXY x M2y x M
NN * M

N
lplz l l
p1
YK/Y ?; Y —— N
ein Abstiegsdatum fiir 0y, a¢/y: Das linke Quadrat ist fiir die oberen und die unteren

Pfeile kartesisch und liefert damit den kanonischen Isomorphismus der beiden Pullbacks

Pisy x vy = Qpio = 0538y x vy
N N

Die Unabhéngigkeit von der Uberdeckung ist klar, weil fiir eine Verfeinerung ¥ — Y — A
die Garbe auf Y x M der Pullback von der Garbe auf Y x M ist. Fertig.

Bemerkung: Da jedes Gruppoid einen Schnitt e = A hat, kann man die Differentiale an
Ccov

X — M auch als Qx /= A*(Qxx ,x/x) berechnen.

Beispiel: Ist M = [x/G] der klassifizierende Stack einer glatten algebraischen Gruppe G,
dann ist Q, s, = Ogm(G). Damit sieht man, dafl auch €,/ trivial vom Rang dim(G)
ist. Insbesondere beweist das Lemma aber auch noch einmal, dafl die Garbe €2 Gyn trivial
ist.

Bemerkung: Die Eigenschaften der relativen Differentiale von Schemata iibertragen sich
nach Konstruktion, dabei werden die Abbildungen zwischen den Garben von denen der
Pullbacks auf Uberdeckungen gegeben:

e Ist M — N darstellbar, N’ L N ein beliebiger Morphismus, und M’ := M x s
N’ = M, so gilt:
FH(Qumyn) — Qaeyne

e Fiir darstellbare Morphismen M; — N < M gilt:

P10y n) © D5 (Qptayn) — QM1/>\</M2/N
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e Sind M N N -5 K darstellbare Morphismen, so ist die Sequenz:

F (Qvx) = Qamyx = Qayn — 0
exakt. Ist f auBlerdem glatt, so ist die Sequenz auch links exakt.

e Ist M — N darstellbar und ¢+ : K — M eine Einbettung, so hat man eine exakte
Sequenz:

Ist auBlerdem K — N glatt, so ist die Sequenz auflerdem links exakt.

Einschub: Die Hochhebungseigenschaft fiir glatte Morphismen

Aus irgendeinem Grund ist mir leider nicht klar, ob glatte Morphismen von algebrai-
schen Stacks wieder durch die Hochhebungseigenschaft charakterisiert sind. Mit Hilfe der
Differentiale kann ich aber den Beweis aus [Gro67] §16.5 fiir Morphismen von Schemata
in Stacks nachvollziehen. Es wére schon, wenn mir jemand erkldren kénnte, ob mir das
allgemeiner klar sein sollte.

Definition 1.3.13 FEin Morphismus f : M — N heifit formal glatt, wenn er folgende
Hochhebungseigenschaft hat: Ist A ein Ring, I ein Ideal mit I? = 0, so kann man jedes
Diagramm:

to

Spec(A/T) —— M

1

Spec(A) —— N

~

vervollstindigen.

Lemma 1.3.14 Ein darstellbarer Morphismus M L> N algebraischer Stacks ist genau
dann glatt, wenn er formal glatt und von endlicher Prisentation ist.

Beweis: Ist f formal glatt und X — N ein beliebiger Morphismus, so hat auch f’ :
X Xn M — X die Hochhebungseigenschaft, denn fiir ein Spec(A4) — X gilt
Homx (Spec(A), X xn M) = Hompr(Spec(A), M).

Damit ist dann fiir eine Uberdeckung X <25 A auch f’ als Morphismus von Schemata
formal glatt und von endlicher Prisentation, also glatt.

Umgekehrt sieht man das wie folgt ein: Zur Verkiirzung bezeichne Ty = Spec(A/I) und
T = Spec(A). Sei Lift(tg, 70)(U) die Menge (das Gruppoid) der Liftungen

Spec(A/T) —2 Mm

| Al

Spec(A) DU —— N
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auf einer offenen Menge U C T, so daf} die Einschrinkungen von ¢ und 7 jeweils £y bzw. g
sind. Das ist fiir jedes U eine Menge und definiert eine Garbe auf T, da die Morphismen
t: U — T xp M eine Garbe bilden und die gesuchten 2-Morphismen 7 fiir ein festes ¢
ebenfalls.

Ist X <% N eine Uberdeckung von N, so hat man fiir das Diagramm nach Basiswechsel
mit X — N eine analog definierte Garbe Lift(typ X X), und die Sequenz

0 —— Lift(to, 70)(U) —— Lift(to xn X)(U) == Lift(to xx X xx X)(U)

ist exakt. Damit bekommt man auf der Garbe Lift(¢g, 79) durch Abstieg eine Struktur als
Hom, (t5 /a7, I)-Torseur, wie in [EGA4] §16.5.14. Der ist trivial ([EGA4]§16.5.15), also
gibt es einen Schnitt. Fertig.

Folgerung 1.3.15 Ist M i> N ein formal glatter Morphismus algebraischer Stacks, mit
f und M lokal von endlicher Prisentation, so ist f glatt.

Beweis: Ist z : X =% M eine glatte Uberdeckung, so ist # nach dem Lemma formal
glatt. Damit ist auch x o f formal glatt, also glatt, weil x o f ein Morphismus von einem
Schema in einen algebraischen Stack und also darstellbar ist. Fertig.

Der Tangentialstack

Das Beispiel des BG zeigt, dafl man fiir nicht darstellbare Morphismen zunéchst keine
Moglichkeit hat, eine Garbe relativer Differentiale mit den iiblichen Eigenschaften zu de-
finieren: Fiir die Uberdeckung S — [S/G] = BG ist die Garbe der relativen Differentiale
auf S das triviale Biindel vom Rang dim(G). Damit kann man keine Garbe auf BG finden,
die in eine exakte Sequenz p*(Qpg/s) — Qg/5 — s/pe — 0 passen wiirde.

Aber fiir die geometrische Realisierung der dualen Garben, die die relativen Tangenti-
albiindel definieren, legt diese Sequenz die Definition eines relativen Tangentialstacks na-
he, den Quotienten [V(7g/5)/V(Ts/pg)]- Leider ist dieser fiir ein allgemeines Gruppoid
(R, X) erstmal nur ein Stack iiber X und man miiite diesen durch Abstieg auf [X/R]
definieren.

Leichter ist es, den Tangentialstack iiber die Definition von Laumon zu beschreiben, der
den Tangentialstack definiert, ohne auf Differentiale zu verweisen. Der Rest des Abschnitts
ist — bis auf die Beschreibung des Normalenbiindels — weitgehend aus dem Preprint [Lau88]
von G. Laumon iibernommen.

Notation: Zur Verkiirzung schreibe ich: Ule] := U xz Spec(Z[e]/(€?))
Fiir ein Schema X/S hat das Tangentialbiindel die universelle Eigenschaft:

Pt A
Die Menge der Schnitte 5 = T > . Deshalb definiert Laumon:
Ve
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Definition 1.3.16 Ist M/S ein algebraischer Stack, so ist der Tangentialstack Ty g an
M definiert durch
Tm(U) == M(Ule),

und Pull-backs f: U — V induzieren f[e]* : M(V[e]) = M(Ule]).
Bemerkung:

e Das ist in der Tat ein Stack, denn ist U <> X eine Uberdeckung, so ist Ule] x X[q]
Ule] 2 (U xx U)[e]. Damit sind die Verklebedaten fiir Uberdeckungen U — X von

COov.

T auch Verklebedaten fiir Ule] — X[e] = X von M.

e Die Abbildungen sy : U =3 U [ und 7 : Ule] 2% U induzieren Abbildungen
50 : M — Taz, den Nullschnitt, und 7 : Tay — M, die Projektion.

e Die gleiche Definition kann ich fiir jeden Morphismus von (algebraischen) Stacks
hinschreiben und so den relativen Tangentialstack Ty n definieren. Per Definition
induzieren Morphismen der Stacks auch Morphismen auf den Tangentialstacks.

e AuBlerdem kann man wie gewohnt Vektorfelder addieren:

+: Tamyn X Tagn = Tmyn

Uld —L1 M Ul -2 Mm Uld 01 x UL
J%J /J,@:fosoégoso — \U J
U——N, U*U\/ U——N

Um (f, g) zu definieren, wiirde man fiir ein Schema M = M bemerken, daf U[e] und
U den gleichen topologischen Raum definieren und die Strukturgarbe Oy = Oy @
€Oy ist. Dann kann man (f, g) auf dem topologischen Raum als f(= g) definieren
und (f,9)*: f*On — Op @ €Oy @ €Oy auf dem €, € Anteil gleich der Summe von
f% und ¢ setzen. Das kann ich hier genauso machen, wenn ich die Abbildungen auf
einer Uberdeckung U — U zu Abbildungen in eine Prisentation von M lifte.

Lemma 1.3.17 Ist M — N ein darstellbarer Morphismus algebraischer Stacks, so sind
die Stacks V(Quq/n) und Thgp kanonisch dquivalent™. Die Aquivalenz ist mit den Null-
schnitten und Projektionen vertraglich.

Beweis: Sind M = M und N' = N Schemata, so ist das richtig [EGA4] §16.5. Fiir diesen
Fall definiert man den Isomorphismus Ty /n — V(Q37/n) wie folgt: Ist

Ule] — M

|

U——N

""Hierbei verwende ich die Notation aus [Gro67], d. h. V(Qun) = Spec(Sym(Qa/n7)), die Schnitte
des geometrischen Biindels sind also die Schnitte der Garbe Q3
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ein Schnitt von Ty /n(U), so definiert dieser eine Derivation durch:

, o cb)—sb
Om — 7:(Opjg) — 7(Ou @ eOy) L (o)

Das kann man auch anders beschreiben: Oy = Qyq/u durch 1 — de. Damit bekommt
man aus dem Diagramm eine Abbildung 7*Qy/n — Qv 2 Oy. Diese definiert den
Morphismus zwischen den Biindeln.

Fiir die Stacks muf} ich also die Existenz einer natiirlichen Abbildung 7*Qu/n — Qug/u
begriinden. Ich habe aber:

L’Z)U XN M— M

G

U——N

Ule]

Damit sind im rechten Quadrat alle Morphismen darstellbar, weshalb der Isomorphismus
PIQU/N © P52m/n — Quxyamyo und der natiirliche Morphismus (7, 7)*(Qr»  pm/0) —
Qupq v die gewiinschte Abbildung liefern. Die Behauptung, dafl diese einen Isomorphismus
liefert, ist lokal, falls man noch zeigen kann, daf} gilt: Ty a1/x = Tayn xn X:

(U = Tayw xn X) ¢ < TJ/ZI) o < Ufﬂzfi >

Fertig.

Damit ist insbesondere gezeigt, dal Ty, fiir darstellbare Morphismen ein algebraischer
Stack ist.

Behauptung 1.3.18 (Laumon) Ist X — M eine Prdsentation eines algebraischen Stacks
+
M, so sind die algebraischen Stacks Tryss X X und [V(Qx/aq) xV(QX/S)p:§ V(Qx/5)]
M X 2

isomorph.

Beweis: Das Lemma zeigt, dafl die Gruppoide [V(Q2x/a) xx V(Qx/5) —= V(Qx/5)]

und Tx;s Xx Txjama —= Tx/s isomorph sind. Der Morphismus X —~ M induziert

. . D,
einen Morphismus Tx /g ( an Tmys ¥m X, der zu einem Morphismus des Quotien-

ten absteigt, da nach Konstruktion der Morphismus Tx/r — Tx/s — Tays durch den
Nullschnitt von Tyy/g faktorisiert.
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Ich kann auch ein Inverses angeben, denn:

Ule] —

S iy

U——N, Ul —— M

Das liefert einen Morphismus von U in den Quotienten des Gruppoids, denn nach dem
Hochhebungslemma (1.3.14) kann man 7 (fiir affines U) immer zu einem ¢ : Ule] — X
liften. Die Differenz zweier Lifts ¢, ' liefert kanonisch einen Schnitt " : U — T'x /4. Damit
bekommt man den inversen Morphismus der Stacks. Fertig.

Normalenbiindel an Unterstacks

Nun mochte ich noch die Beschreibung des Normalenbiindels an glatte Unterschemata als
Quotienten der Tangentialbiindel auf algebraische Stacks iibertragen.

Sei v : N'— M eine abgeschlossene Einbettung von glatten Stacks mit Idealgarbe Z. Dann
gilt auf einer Uberdeckung X <2 M mit Y = N x X =5 N und 1y = ¢ x ¢ X fiir das
Normalenbiindel Ny,y an Y, da Nx,y = 73 V((Z/Z*)V) = [} Tx /Ty]. Damit hat man
ein Diagramm von algebraischen Stacks tiber Y:

Y Xy NX/Y <—L§/(TX/M Xx Tx) <iTy/N' Xy Ty

Iduld +HP2 +\Hp2

Nxjy = 75 (Nyyn) ¢ 3 Tx Ty
T3 (Nyyn) ———— " (Ta) ———— 75 (Twv)

Wobei ich die Pull-backs auch alle als Faserprodukte schreiben konnte. Fiir die beiden
oberen Zeilen sind die zugehorigen Sequenzen der Garben 2 exakt. Die beiden rechten
Spalten sind jeweils Présentationen der unteren Stacks. Damit wird der linke untere Mor-
phismus induziert. Da die Abbildungen alle natiirlich gegeben sind (man hat ein analoges
Diagramm iiber Y x » Y), steigt p zu einem Morphismus ¢ : t*(Ta) — Ny n tiber N ab.

Bleibt zu formulieren, dafi N /5 auch der Quotient der Tangentialbiindel ist. Die Schnitte
von *Tjy iiber einem U —% N sind Paare (t : Ule] — M, ¢ : to sy = 1o u), diese bilden
wieder ein Gruppoid. Dann sagt das obige Diagramm, dafl p lokal surjektiv ist, jeder
Schnitt des Normalenbiindels iiber N' kommt lokal in der glatten Topologie von einem
Schnitt von t*Ty her. Und zwei Schnitte (¢,¢), (', ¢’) liefern genau dann den gleichen
Schnitt, wenn ihre Differenz von einem Schnitt von 7/ induziert ist. (Das priift man auch
einfach auf einer Uberdeckung X — M wie oben.)



Kapitel 2

Modulstack der Vektorbiindel auf einer
Kurve

2.1 Definition und einige Eigenschaften des Stacks
Sei zunéchst S ein beliebiges noethersches Basisschema.

Definition 2.1.1 Sei C)g eine projektive, flache Kurve. Dann bezeichnet Vektg’d den
Stack der Vektorbiindel vom Rang n und Grad d auf C, das heift fir ein Schema T)g ist!

Vektg’d(T) = (Vektorbiindel vom Rang n und Grad d auf T x C),

wobei die Morphismen die Isomorphismen von Vektorbiindel sind.

Bemerkung: Da Rang und Grad einer Familie von Vektorbiindeln auf den Zusammen-
hangskomponenten des Parameterschemas konstant sind, zerfillt der Stack aller Vek-
torbiindel auf einer Kurve in die disjunkte Vereinigung der Stacks Vektg’d. Die Stacks

Vektg’d sind hingegen zusammenhéngend (siche [Fal95]).

Behauptung 2.1.2 Vektg’d ist ein algebraischer Stack in der glatten Topologie, mit einer
Uberdeckung durch ein Schema, das lokal von endlichem Typ ist.

Beweis: Das Quot-Schema aus [Gro60] liefert wie folgt eine Présentation des Stacks:

Sei L ein relativ S reichhaltiges Linienbiindel auf C. Dann ist fiir jedes Vektorbiindel £ auf
C und m >> 0 das Biindel £ ® L™ lokal in der Basis S von globalen Schnitten erzeugt,
und Rl7,(C, & ® L&) = 0, wobei 7 : C — S den Strukturmorphismus bezeichnet. Damit
ist auBerdem nach dem Satz iiber Halbstetigkeit m.(C, & ® £%™) lokal frei vom Rang N.
Dabei ist N nach dem Satz von Riemann-Roch durch den Grad von £ ® £%™ und das
Geschlecht der Kurve bestimmt.

Also ist jedes Vektorbiindel £ auf T x C lokal in T' Quotient von p4(L£%~™)" | via Auswahl
einer Basis globaler Schnitte von £ ®@p3L®™. Das Unterschema von T, auf dem ein festes m

!Die Eckigen Klammern () stehen wie vereinbart fiir ,Die Kategorie der ... “

38
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geniigt, damit £ ® p5L®™ von globalen Schnitten erzeugt ist und H' davon verschwindet,
ist nach dem Halbstetigkeitssatz offen. Demnach geniigt es zu zeigen, daf} fiir festes m die
Unterstacks

T Vektorbiindel £ vom Rang n, Grad d auf T' x C,
so da8 £ ® p5(L®™) lokal in T von N globalen Schnitten erzeugt ist

algebraisch und von endlichem Typ sind, denn diese sind ineinander enthalten, und gerade
wurde nachgewiesen, dafl die Inklusionen darstellbar durch offene Einbettungen sind und
die Vereinigung iiber alle m ganz Vek:tg’d iiberdeckt.

Grothendieck konstruiert in [Gro60] fiir jede kohérente Garbe F auf C ein Schema von
endlichem Typ, das den Funktor T' +— {flache Quotientengarben von p5F mit fixiertem
Rang und Grad} darstellt. Ein offenes Unterschema davon stellt damit den analogen Funk-
tor fiir lokal freie Garben dar. Ein offenes Unterschema davon stellt — nach Halbstetigkeit
— dann die Quotienten dar, deren Raum der globalen Schnitte minimale Dimension hat.

Auf dem so erhaltenen Schema Gr,, C Quot!k-freind((L&=m)ONY) gperiert die Gruppe
G Ly durch Wechsel der Basis der globalen Schnitte. Der Stack-Quotient nach dieser Ope-
ration ist der oben angegebene Unterstack von Vektg’d.

Fertig.
Behauptung 2.1.3 Vektg’d ist glatt.

Beweis: (aus [Fal95]). Man priift die Hochhebungseigenschaft fiir glatte Morphismen:

Behauptung: Ist ein Vektorbiindel £ auf Spec(A/I) x C mit I? = (0) C A gegeben, so
kann man es zu £ auf Spec(A) x C fortsetzen.

Sei U; eine offene affine Uberdeckung von Spec(A/I) x C, auf der es eine Trivialisierung
von & gibt, U; die zugehorige Uberdeckung von Spec(A) x C. Seien Bij € T(U;;,GL,) die
Kartenwechsel von €. Die kann man zu Bi; € I'(Uij, GL,) liften. Dann erhélt man einen
Kozykel 8;;8x8" = 1+ yijr mit 7ijx € D(Uijp, Iogj)ec( syxc) = DUk, TEnd(€)), wobei
IEnd(€) schon eine wohldefinierte Garbe ist, da die Kozykelbedingung fiir End(&), welches
durch die 3;; konstruiert werden soll, bis auf Terme in [ erfiillt ist. Auf U;;j,; erhélt man die
2-Kozykelbedingung fiir die 7;;x’s, also ein Element (v;;1) € H?(Spec(A)xC,IEnd(£)) =0
(nach Leray-Spektralsequenz fiir die Projektion auf Spec(A4)). Also kann man die §;; so
abéndern, daf} sie ein Vektorbiindel definieren. Fertig.

Bemerkung: Genauso sieht man auch, daf die oben konstruierte Uberdeckung von
Vektg’d glatt ist, denn globale Schnitte 5 eines Biindels auf Spec(A/I) x C' kann man
ebenfalls liften, da Vektorbiindel selbst glatt sind.

Fiir den Beweis ist wesentlich, dafl C' eine Kurve ist. Das Hindernis fiir das Hochhebungs-
problem liegt in HZ_ (C,IEnd(£)) und verschwindet nur aus Dimensionsgriinden.

2.1.1 Beispiel: Vektg’ld

Fiir den P! iiber einem Ko6rper hat man eine Klassifikation der Vektorbiindel:
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Satz 2.1.4 (Grothendieck) Sei k ein Korper, dann ist jedes Vektorbindel £ auf }P’i von
der Form:

EXZOpi(d)®... 00O (dRomg(S)) d; € Z
Dabei sind die d; eindeutig bestimmt, . d; = deg(&).

Beweis: Zum Beispiel in [Fal95].

Bemerkung: Da Homp:1 (O(d), O(e)) = Opi(e — d) ist, gibt es genau dann globale Mor-
phismen zwischen den Biindeln, wenn e > d gilt. Also sind die Summanden nicht eindeutig
bestimmt, wohl aber die Unterbiindel ;.- p, O(d;). Damit bekommt man eine kanonische
Filtrierung

FoCHhGC...CF=¢,

die durch die Paare (Rang(F;) =: n;, Grad(F;) =: e;) der Rénge und Grade der F;
charakterisiert ist. Das Datum der (n;, e;) ist d&quivalent zur Angabe typ = (n; —n;—1,€; —
e;—1) der Ridnge und Grade der Filtrierungsquotienten, dies nennt man Typ der Filtrierung.

Lemma 2.1.5 Ist £ ein Vektorbiindel vom Rang n und Grad d auf T x P', wobei T lokal
noethersch, dann gilt:

1. Die Menge
n k k
T<WP.={teT: Elgyxp = @O(ei) mit ey > ... > e, und Zei < Zdi fir alle k}
i=1 i=1 i=1
ist offen. Damit hat man einen offenen Unterstack Vekt;’ld’qyp — Vekt;’ld definiert.

2. Die Menge T=P .= {t € T : E|yyyupr = @i, O(d;)} ist konstruierbar. Bezeichne mit
Vektg’ld’typ den zugehdrigen reduzierten Unterstack.
Beweis: Es ist m : T x P! — T offenbar flach und projektiv. Also sind die Funktionen:

t = dim(D({t} x P*, £(d)| gy xp1))

halbstetig von oben. Damit sind die Mengen
k k
{teT : Elyyxm = 0710(e;) mit ep > ... > e, und Zei < Zdi fiir alle k}
i=1 i=1

fiir jede Wahl der d; offene Unterschemata, und die Mengen
{t eT : g’{t}XPl = O(dl) ©...D O(drang(é'))}

sind konstruierbar. Fertig.

Damit hat man in Vektﬁ’ld schon eine Menge Unterstacks ausgezeichnet. Diese sind jetzt
aber von besonders einfacher Form:
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Lemma 2.1.6 Der Unterstack Vektg’ld’typ VON Vektg’ld ist isomorph zum Stack der Vek-
torbiindel £ mit einer globalen Filtrierung, die an jedem Punkt die kanonische Filtrierung
durch Eyp = @i, O(d;)" induziert. Dieser Stack ist isomorph zu B(Aut( O(d;)™)).

Beweis:

Der Stack der Biindel mit einer globalen Filtrierung ist isomorph zu B(Aut(€ O(d;)")), da
die Biindelautomorphismen die Filtrierung respektieren. Genauer hat man eine Abbildung
Vektg’ld’typ’FZllt — [li=1 BGLy,, die £ — (p1+(Fi/Fi—1 ® Op1(—d;))); abbildet. Diese ist
der Nullschnitt des Prinzipalbiindels

,

d
[IBGL, — Vektp,,,
1=1

(F) — EPriFi@ps0(d:).

Die Faser ist x4,<q,I'(Hom(O(d;),0(d;)) = W GL—dit

Der Stack Vektg’ld’typ it Jer Vektorbiindel mit einer globalen Filtrierung ist also ein re-

n,d

duzierter Unterstack von Vektp;', der auf Punkten isomorph zu Vektg’ld’typ ist. Also sind

diese beiden Unterstacks isomorph. Fertig.

Der Stack ist trotz der Klassifikation der Biindel durch den Satz von Grothendieck nicht
trivial, denn die Summenzerlegung des Satzes kann innerhalb von Familien variieren:

Beispiel: Es gibt auf P! x P! ein Vektorbiindel £ vom Rang 2 und Grad 0, so daf
Epoyxpr = O(=1) ® O(1) und Erpeyypr = O @ O trivial ist.

So ein Biindel kann man mit ,,elementaren Transformationen“ konstruieren: Man betrach-
tet das Biindel O(1) & O(0) auf P'. Bezeichne auflerdem kg die Wolkenkratzergarbe, die
im Punkt 0 den Halm k hat. Dann liefert der Kern jeder surjektiven Abbildung ¢

K = 0(1) & 0(0) - kyy — 0

ein Vektorbiindel X vom Grad 2 auf P!. Es ist £ = O(2) @ O(0), wenn ¢ den O(0)-
Summanden auf 0 abbildet. Andererseits sieht man genauso, dafl K = O(1) @ O(1) ist,
falls ¢ auf dem O(0)-Summanden nicht verschwindet. Ferner liefern skalare Vielfache von ¢
kanonisch isomorphe K. Also ist die Familie der Biindel, die durch den P der Quotienten
¢ k* - k{oy parametrisiert wird, die gesuchte Familie (wenn man diese mit O(—1)
tensoriert).

Die Frage, wie die Unterstacks zusammenhéngen, kann man auch an Lemma 2.1.5 ablesen:
Ordnet man einem Biindel das konvexe Polygon mit den Ecken (n;,d;), die durch Rénge
und Grade der Biindel der kanonischen Filtrierung (F;) gegeben sind, zu, so sind die
analogen Punkte (Rang, Grad) aller Unterbiindel darin enthalten. In einer Familie kann
so ein Polygon unter Spezialisierung nur gréfler werden:
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Grad‘

J3
Fo
Fy
Fi

Alle anderen Unterbiindel
liegen unterhalb des Polygons

Rang

2.1.2 Die analogen Ergebnisse fiir beliebige Kurven

Jetzt zitiere ich die analogen Ergebnisse fiir Vektorbiindel auf Kurven (Satz 2.1.8 und Satz
2.1.9) aus [HN73] und [Sha77] und interpretiere diese wieder als Eigenschaften des Stacks.
In [VP85] werden diese Sétze in der hier angegebenen Form bewiesen.

Danach wird die Struktur der Unterstacks, die durch die HN-Filtrierung gegeben sind,
genauer untersucht.

Definition 2.1.7 Sei C/k eine glatte, irreduzible projektive Kurve iiber einem Kérper k,
& ein Vektorbiindel auf C.

Dann bezeichne p(€) = ggz;l((g die Steigung von &.

Das Vektorbiindel € heifit semistabil, wenn fiir alle echten Unterbiindel F C &€ gilt:

_ Grad(F) < Grad(€) —u(E)

) = Rang(F) — Rang(€)

Es heifst stabil, wenn sogar u(F) < u(€) fir alle echten Unterbiindel gilt.

Satz 2.1.8 [HN73] Fiir glatte, projektive Kurven C/k hat ein Vektorbindel £ auf C' eine
eindeutige Filtrierung (HNF) durch Biindel F;, mit p(F;) > p(Fiv1) fir alle i, so daff die
Filtrierungsquotienten semistabile Vektorbiindel sind.

Der Typ der HN-Filtrierung sei wie fiir den P! mit typ = (Rang(Fi1/F:), Grad(Fiy1/F;))
bezeichnet. Einem solchem Filtrierungstyp ordnet man das konvexe Polygon (HNP) mit
den Ecken (Grad(F;), Rang(F;)) zu.

Satz 2.1.9 (Halbstetigkeit) [VP85] Ist € ein Vektorbindel auf T x C, so ist die Funktion,
die jedem Punkt das Polygon des Filtrierungstyps der Faser zuordnet, von oben halbstetig
(beziiglich der Inklusion als Halbordnung auf den Polygonen). Es gilt:

1. Die Menge TWP=P = {t € T | Polygon zu E|ixc D P} ist abgeschlossen.
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2. Das komplementdire Unterschema TWP?F ist offen, und TWP=F definiert ein abge-
schlossenes, reduziertes Unterschema davon.

Folgerung 2.1.10 1. Die Stacks Vektg’d7}“ der Vektorbiindel mit einer Filtrierung

vom Typ nicht grofier als p sind offene Unterstacks von Vekt?jd und somit glatt.

2. Der Unterstack Vektg’d’”ss der nicht semistabilen Vektorbiindel ist ein abgeschlosse-
ner Unterstack.

3. Die Stacks Vektg’d’“ der Vektorbiindel mit einer Filtrierung vom Typ u, die an jedem
Punkt die HN-Filtrierung induziert, also semistabile Filtrierungsquotienten hat, sind
glatte konstruierbare Unterstacks von Vektg’d.

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, dafl die Stacks aus (3) glatt sind, denn ,offen, , kon-
struierbar bzw. ,,abgeschlossen“ folgt aus der Halbstetigkeit. Dabei folgt dhnlich wie fiir
den P!, dafl man den Stack Vektg’d’“ auch als offenen Unterstack des reduzierten Unter-

stacks Vektgd’z“ erhilt. Bezeichne mit Vektg’d’” alle qen Stack der Vektorbiindel mit einer

-y . . o d,
Filtrierung vom Typ . Dieser enthélt nach Halbstetigkeit den Stack Vekt 5"

Unterstack. Die Glattheit von Vektg’d’“ palte folgt wie fiir den gesamten Stack, denn ist &€
ein Vektorbiindel vom Typ u auf Spec(A/I) x C mit I? = (0), so mul man nur bemerken,
daf die Vorgabe einer Filtrierung von &, einer Verkleinerung der Strukturgruppe GL,, zu
einer parabolischen Untergruppe entspricht. Ein Lift £ auf Spec(A) x C' mit dieser Struk-
turgruppe ist wieder filtriert und automatisch vom gleichen Typ, denn die topologischen

Réume von Spec(A) und Spec(A/I) sind die gleichen. Fertig.

als offenen

Der Unterstack Vektg’d’” der Vektorbiindel mit einer kanonischen Filtrierung vom Typ p
ist fiir Kurven vom Geschlecht > 0 nicht ganz so einfach wie fiir den P!. Die kanonische
Filtrierung definiert einen Morphismus Vektg’d’” EAEN ><§:1Vektzf’di’85. Dieser ist nicht
darstellbar, da die Biindel im allgemeinen mehr Automorphismen haben als das Produkt
der Automorphismen ihrer Filtrierungsquotienten. Die Abbildung ist auch kein Biindel mit
konstanter Faser, aber es gilt (siehe [AB82], Proposition 7.12 fiir den komplex-analytischen
Fall):

Behauptung 2.1.11 Die Abbildung Vekt '~ 5 Hé:l Vektgi’di’ss, die eine Familie von
Vektorbindeln vom Typ p auf die Filtrierungsquotienten der kanonischen Filtrierung ab-
bildet, ist azyklisch (d. h. induziert einen Isomorphismus auf der Kohomologie) fiir Garben,
die auf einer Prdsentation von étalen Garben induziert sind.

Beweis: Sei (Grii®),, — Vektl% die Uberdeckung aus 2.1.2. Betrachte dann:

i 9, ([IGrm®)  x  Vektl, __»2
Filt T e ©
Grm " T Vektgi i ¢ VektC

[1Gr® —————— T Vektg; @

Dabei ist GrE# das abgeschlossene Unterschema der Uberdeckung von Vekt?,, auf dem
die Basis der globalen Schnitte von & ® L™ vertrédglich mit der Filtrierung ist, und @
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die filtrierte Basis des Biindels auf die Quotienten abbildet. Da H' fiir die betrachteten
Biindel verschwindet, liefert das auch eine Basis der globalen Schnitte des Quotienten.

Behauptung: F ist glatt mit azyklischen geometrischen Fasern.

Die Abbildung ist glatt, denn man kann die Vektorbiindel mit der vorgegebenen Struktur
wieder liften, wenn man sie modulo einem nilpotenten Ideal gegeben hat (siehe 2.1.3).
Diesmal miissen die Verklebeabbildungen nur die Filtrierung respektieren, also in einer
festen parabolischen Untergruppe von GL,, liegen.

Die Faser von F iiber einem Punkt Spec(K), der einem Biindel F; mit einer Basis globaler
Schnitte v;; entspricht, besteht aus dem Schema der Vektorbiindel mit einem Isomorphis-
mus der Filtrierungsquotienten zu den F;, der mit den Basen vertréglich ist. Das ist durch
[THYK x C,FY,, @ F;) x [[HY(K x C,F, ® F;) gegeben und also isomorph zu Af
damit azyklisch fur étale Garben.

Das gleiche gilt fiir die Abbildungen der Faserprodukte der Uberdeckungen:

Filt Filt
Gryp, Veft“ Gy’ ——— GrEilt ——— Vekty,

Lok

Grn“ i X GT’n“ i - d. ni,di,ss
o IO G = Gt ekt

Damit liefert die Spektralsequenz 1.3.11, dafl auch grp azyklisch ist. Fertig.

Das Normalenbiindel Ny an Vektl, kann man (nach [AB82] und [Fal95]) wie folgt
beschreiben: Fiir das universelle Biindel £, vom Typ p auf Vekt‘é x C hat man eine

Sequenz
0 — Endpi(Ey) — End(E,) — End' (E,) — 0

der filtrierungserhaltenden Endomorphismen in den Endomorphismen des Biindels. Dabei
ist H°(C, End'(€£)) = 0 fiir alle Biindel vom Typ p auf C, da es keine nichttrivialen
Morphismen von semistabilen Biindeln in semistabile Biindel mit kleinerer Steigung gibt.
Damit ist nach dem Satz von Riemann-Roch die Dimension von H'(C, End'(€)) konstant
fiir alle &, also ist R'p,(End'(£)) ein Vektorbiindel auf Vekt/..

Behauptung 2.1.12 Das Normalenbiindel NVekt‘é von Vekty, — Vektgid st kanonisch
isomorph zu R'p.(End (Euniv))-

Beweis: Ist X — Vektg’d irgend ein Vektorbiindel und € X ein Punkt, der einem
Vektorbiindel &, entspricht, so hat man immer eine Kodaira-Spencer Abbildung Tx , —
H'(C,End(£)): Die Elemente des Tangentialraums Tx, an x sind Fortsetzungen des
Punktes x = Spec(k) — X zu Spec(kle]) — X mit €2 = 0. Das entspricht einem Biindel &
auf Spec(kle]) x C. Fiir eine Trivialisierung von &, auf einer offenen Uberdeckung U; unter-
scheiden sich die Verklebefunktionen g;; von 8 von denen fiir &, (g;;) durch g;; = gi;+e€hij.
Der Kozykel h;; definiert das gesuchte Element von H'(C, End(€)). Umgekehrt definiert
so auch jeder Kozykel eine Fortsetzung des Biindels auf k[e].
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Das Argument zeigt auch, daf sich der Tangentialstack Tx , an o — Vekty, schon nach
H(C, Endpy. (&;)) abbildet, da die h;; in Endp;(€) liegen miissen, wenn sich die Fil-
trierung auf &, fortsetzt.

Also ist nach der allgemeinen Beschreibung des Normalenbiindels an einen Unterstack als
Quotient der Tangentialbiindel hier das Normalenbiindel an das Unterschema der Biindel
vom Typ u das behauptete H(C, End'(£)).

Fertig.

Bemerkung: Die Automorphismen der Punkte im Tangentialstack werden unter den
obigen Abbildungen auf die Identitit abgebildet. Fiir die Berechnung des Normalenbiindels
ist das erlaubt, weil das Normalenbiindel nach Definition ein Vektorbiindel ist.
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2.2 Der Kohomologiering

2.2.1 Die Gysin-Sequenz fiir die Stratifizierung zerfillt

In diesem Abschnitt sei S = Spec(k) das Spektrum eines separabel abgeschlossenen
Korpers. Dies bedeutet hier keine Einschrankung, da ich nur H *(Vektg’d XF, ﬁq,(@l) be-
rechnen mochte.

Zur Vorbereitung fiir die Berechnung des Kohomologierings benétige ich noch das Analo-
gon einer weiteren Aussage aus [AB82]. Fiir jeden Filtrierungstyp p ist Vekty, ein glatter
abgeschlossener Unterstack von (Vekty? — Vekté“ ) =: Vektg". Also hat man fiir das

Paar (Vekté” , Vekt{,) eine Gysin-Sequenz ([Beh93]). Die Kodimension des Unterstacks
ist der Rang des Normalenbiindels N, der sich nach dem Satz von Riemann-Roch fiir
Vektorbiindel auf Kurven berechnet:

¢:= Rang(N) = dim (H'(C,End(£,)))
S (dz’m (HO(C, End/(£,))) — dim (H(C, End'(£,))) )

= (g — 1) anj — Znid]’ — njdi .

1<J 1<j
———
Rang Grad(End' (Ey4))

Behauptung 2.2.1 Die Gysin-Sequenz fir das Paar (Vekté” ,Vektlh) zerfillt in kurze
exakte Sequenzen, das heifst die Sequenz:

0 — H* > (Vekt, Qu(c)) = H*(Vekt", Qu) — H* (VektZ", Q1) — 0

ist exakt.

Beweis: Ich mochte gerne den Beweis aus [AB82] iibernehmen. Nach [ea77] ist fir glatte

Paarc Y < X die Verkettung i*i, (z) = ¢,.(NV)-z das cup-Produkt mit der obersten Chern-
Klasse des Konormalenbiindels des abgeschlossenen Unterschemas. Der Beweis benutzt nur
kohomologische Reinheit und die Struktur des Kohomologierings projektiver Biindel und
kann fiir Stacks iibernommen werden.

In [AB82] wird (iiber C) gezeigt, daf das cup-Produkt mit ¢, (NV) injektiv ist. Dazu sucht
man zunichst einmal Klassen, die keine Nullteiler sind. Diese konstruieren Atiyah und
Bott mit einem topologischen Lemma, das ich auch fiir Stacks formulieren kann:

Lemma 2.2.2 1. Sei G, eine algebraische Gruppe und H C G eine abgeschlossene Un-
tergruppe. Dann ist das G— Prinzipalbiindel auf BH, das durch Erweiterung der Struktur-
gruppe entsteht, isomorph zu G/H. Damit ist

G/H——— BH

L]

x = Spec(k) —— BG
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ein kartesisches Diagramm. Die Abbildung G/H — BH korrespondiert zum H— Biindel
G— G/H.

2. Ist speziell H =T C GL,, = G der mazimale Torus der Diagonalmatrizen und k = k,
so degeneriert die Spektralsequenz der Faserung BT — BGLy,:

H*(BGL,, Q) ® H*(GL,/T, Q) = H*(BT,Q)).

Deshalb degeneriert auch fiir jedes glatte Schema X von endlichem Typ iiber k mit einer
G L,,— Operation die analoge Sequenz:

H*([X/GLyn], Qi) ® H(GLn /T, Qi) = H*([X/T], Q).

Bemerkung: Um die Spektralsequenz zu erhalten, benutze ich den folgenden Satz aus
[Beh93].

Satz 2.2.3 (Behrend) Sei k ein separabel abgeschlossener Kdrper, Gy eine zusammen-
hingende algebraische Gruppe tber k, die auf einem glatten Schema X, von endlichem
Typ operiert. Sei M, ein algebraischer Stack iber k und P — M ein G-Prinzipalbiindel.
Dann liefert die Leray-Spektralsequenz fiir den Morphismus P xg X — M eine Spektral-

sequenz:
EpT = HY (M, Q) @ H(X, Q) = H"(P x¢ X, Q).

Diesen Satz benutze ich nur aus Analogie zu [AB82]. Ich zeige jedoch auch direkt, dafl es
einen Isomorphismus von H*([X/GL,|, Q;)-Moduln H*([X/GL,],Q;)®H*(GL,/T),Q;) =
H*([X/T), Q) gibt.

Beweis: Das universelle H—Prinzipalbiindel auf BH = [*/H] ist * — [*/H]. Damit ist

das assoziierte G—Prinzipalbiindel * xy G = G/H. (Dabei exisistiert G/H als Schema,
da H eine abgeschlossene Untergruppe ist.) Das zeigt die erste Behauptung.

Die Spektralsequenz H*(BGL,,, Q) ® H*(GL,/T,Q;) = H*(BT,Q;), die man aus obigem
Satz mit erhélt, muf aus Dimensionsgriinden degenerieren. Es ist ndmlich H*(BGL,,Q;) =
Qilc1, - - -, ¢] mit Erzeugenden ¢; im Grad 2i (sieche zum Beispiel [Beh93]). Damit ist auch

H*(BT,Q;) =2 H*(BG,,,Q,)®" = Q, [cgl), . ,cgn)] mit Erzeugenden ng) im Grad 2.

Bezeichnet ferner B C GL,, die Borel-Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen, so gilt
H*(GL,/T,Q;) = H*(GL,/B,Q;), da die Fasern der Projektion GL,,/T — GL,/B azy-
klisch sind. Es ist GL,,/B = Flag, die Flaggenmannigfaltigkeit.

Die Poincaré-Reihen dieser Kohomologieringe sind

Par,(t) = XZot'dim(H (BGLy, Qi), Q1) = m

Pr(t)
Par, (1)

Diese Reihen unterscheiden sich um =1L+ 2+ ... +1%72), was gerade die

Poincaré-Reihe von Flag, ist.

Statt der Spektralsequenz kann man auch wieder die Struktur des Kohomologierings der
Projektivierungen von Vektorbiindeln benutzen, da die Flaggenmannigfaltigkeit durch
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einen Turm solcher Biindel beschrieben wird. So sieht man direkt, dafl H*([X/G],Q;) ®
HY(G/T, Qi) = H*([X/T], Qi) als H*([X/G], Qi)-Moduln gilt.

Fertig.
Insbesondere folgt aus dem Lemma, daf die Abbildung H*([X/GL,],Q;) — H*([X/T], Q)
injektiv ist.
Sei vorerst k = k und ¢ € C(k). Sei ferner £ ein reichhaltiges Linienbiindel auf C. Betrachte
speziell das Schema X = Gr}}, das wie zu Beginn des Kapitels definiert ist durch:

Grn(h) = {(5’ | und ¢: O, € @ p3(L)°™

£ ein semi-stabiles V.B. vom Rang n, Grad d auf T' x C }

Dieses Schema iiberdeckt fiir ein festes m >> 0 den gesamten Stack der semistabilen
Vektorbiindel Vektg’d’ss, und der Vergi3-Morphismus nach Vektg’d’ss hat die Faser GLy.
Das Zentrum G,, C GLy operiert trivial auf Grs?, denn fiir g € Gy, ist (£,9 - ¢) via
g~! kanonisch zu (€, ¢) isomorph. Also ist [G755/G,,] = Gris x BG,,. Bezeichne mit
T/Gy, = T" C T einen komplementiren Torus. Dann ist also

n,d,ss

(G2 /T] = (G123 /T') x BGyy =: Vekiys™™ x BG.

Und es folgt:

Lemma 2.2.4 Ist C ) eine Kurve und k = k, so hat man eine Einbettung:

n,d,ss

n,d,ss * = n,d,ss % T
H*(Vekt ;" Q) < H*(Vekte Q) @ H*(BG, Q) = H*(Vekte Q) @ Q).

Damit habe ich zu den vorbereitenden Lemmata aus [AB82] analoge Resultate fiir den
Stack Vektg’d und kann fiir die Behauptung den Beweis aus [AB82] §7 und §13 iibernehmen:

Statt des Normalenbiindels auf Vekté kann ich auch die Einschrinkung des Biindels
HY(C, End'(£)) auf [] Vekty ™ betrachten, denn die Abbildung induziert einen Isomor-
phismus auf der Kohomologie (Behauptung 2.1.11). Das Lemma besagt in diesem Fall,
daB

H* (] [ Vektg @, Q) — @ H*([Grss, /T], Qi) @ Q2]

injektiv ist. Auf [ Vektg"’d"’ss xC'ist End (€) = ®;<;Hom(&;, E;), wobei &; das universelle

,
Biindel auf Vektgi’di"(”S x C bezeichnet. Zieht man End'(£) nach [] Grys. x C zuriick, so
i=1

T
hat man eine Operation von G},, C [[ GLy, darauf, die auf Hom/(&;, £5) durch ((t1,...,t,)
i=1
operiert als t;ltj) gegeben ist. Damit operiert der Torus genauso auf dem zuriickgezogenen
Normalenbiindel.

Hat man allgemeiner ein Vektorbiindel £ vom Rang n iiber einem Schema X gegeben, auf
dem G,, durch t s (t* - ) operiert, und ist £ das zugehorige Biindel auf dem Quotienten
[X/G,,] = X x BG,, nach der trivialen Operation von G,, auf X, so ist £ = pi(€) ®
D5 (Eum'v)@“ , wobei L, das universelle Linienbiindel auf BG,, ist. Damit ist die oberste
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Chern-Klasse ¢, (£) = 1® (kx)"+(...), wobei (...) Terme mit Kiinneth-Komponenten von
positivem Grad in H*(X) sind. Solche Elemente sind keine Nullteiler in H*([X/G,,],Q;),
da 1 ® x kein Nullteiler ist. Dies kann man genauso fiir die Operation eines Torus durch
einen Charakter einsehen.

T

Damit ist im speziellen Fall X = [] Grgs und & = H'(C,Hom(&;, &;)) die oberste Chern-
i=1

Klasse von £ von der Form ¢;0p(£) = 1® (23 — 2;)' + (...) € @]_ H*([Gr55. /Gm], Q) =

®j_ H*(Gryy, Q) ® Q[z;]. Also ist diese fiir das entsprechende Biindel auf [][Gr;y. /Ti]

von der gleichen Form und insbesondere kein Nullteiler. Also war die Klasse auch kein

Nullteiler in H*(] | Vektgi’di,(@l). (Behauptung) Fertig.

Einschub zu Lemma 2.2.4: Wann kann man die G,,-Automorphismen von
Vektg’d’ss abspalten?

Aus Lemma 2.2.4, wurde gerade gefolgert, dafl man die globalen G,,-Automorphismen der
semistabilen Biindel in der Kohomologie abspalten kann. Damit stellt sich die Frage, ob
L 7d7
dies nicht schon fiir den Stack mdoglich ist, also ob Vektg’d’ss fiir ein geeignetes Vektg .
o 7d7

isomorph zu Vektg % BG,, ist.

Im Fall der Linienbiindel (n = 1) hat man (fiir beliebiges k£ mit C(k) # ()) solch einen
Isomorphismus, der vom natiirlichen Morphismus zur Jacobischen Pic’(C) induziert wird.
Man erhélt wie folgt eine Aquivalenz von Stacks:

Pic®(C)(T) = {(L, $)|C Linienbdl. auf T x C,deg(L|ixc) = 0 und ¢ : L|rxe —> Orsxel.

Damit hat man Abbildungen

S

SN 1,0
Pic®(C) —— Vekt s

Vergifl ¢

wobel s : L — L ® p>{£|r}i . abbildet. Die Vergifi-Abbildung macht Pic® zu einem G,,-

Biindel mit trivialer G,,-Operation iiber Vekté’o. Man erhélt einen Isomorphismus:

Vekty! —  Pic’(C) x BG,y,
L (‘C®p>{£‘5icv£’Txc)

Fiir beliebigen Rang n kann man nun analog die Uberdeckung Vekt3e¥s — Vektg’d’sS mit
Faser GL,, betrachten, wobei Vektg“m durch:

£ ein semistabiles V.B. vom Rang n, Grad d auf T' x C' }

VektBasis T) = 5, -
o™ (T) {( ¢) wnd & Elriey > O

definiert ist. Dies ist ein algebraischer Raum, da semistabile Vektorbiindel keine Automor-
phismen besitzen, die auf einem Punkt die Identitét sind. Sei ndmlich ¢ ein Automorphis-
mus von &, dann ist (¢ — Idg) : € — & ein Endomorphismus des semistabilen Biindels
£. Dieser faktorisiert &€ — F < &£ durch ein Vektorbiindel F, das somit Quotient und
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Unterbiindel von & ist. Also ist u(F) = u(€). Hétte der Kokern von F — & Torsion, so
giibe es ein Biindel F C F' < £ vom gleichem Rang wie F aber groBerem Grad. Fiir F’
wire dann p(F’) > u(€), was der Semistabilitét von £ wiederspricht.

Auf der Uberdeckung Vektgam operieren die zentralen G,,-Automorphismen wie im Lem-
ma trivial, der Quotient [Vekt3%**/G,,] ist also isomorph zu VektZ®* x BG,,. Dieser
Stack 148t sich auch ganz explizit beschreiben:

%) & ein semi-stabiles V. B. wie oben auf 7' x C >

Vekt&®™ /G (T) = ( (€, =
Vektc™/Gml(T) << und ¢ : P(Elrie)) — Pl

Der Isomorphismus ist durch

VektBa5% x BG,,(T)
(€,0,L)

- [VektBs /G, |(T)
= (EQPTL & P(Elrugey ® L) ZP(Elruie)) = Prxyey)
gegeben.

Also ist [VektZ9" /G,,] ein PGL,-Prinzipalbiindel iiber [VektZ®™/GL,] = Vekt}s"**.
Koénnte man die Produktzerlegung von [Vekt52%%/G,,] auch fiir den Stack erhalten, so
miifite also [Vekt39/GL,] = [VektZ2/PGL,] x BG,, sein. Dabei operiert PGL,
tatsichlich auf VektZ%? denn die Sequenz

0—G,, —GL, - PGL, —0

ist eine exakte Sequenz von Garben in der Zariski-Topologie. Es verwundert zunéchst, dafl
PGL(T) operiert, obwohl die Abbildung GL,(T) — PGL,(T") nicht notwendig surjektiv
ist, denn man hat eine exakte Sequenz:

0 — Gu(T) = GL,(T) — PGL,(T) — H'(T,G,,) — H'(T,GLy,).

Das Hindernis gegen einen Lift eines Elementes von PGL,,(T) ist also ein Linienbiindel £
auf T mit LP7" = O?", deshalb kann man die Operation auch wieder explizit beschreiben?.

Um eine Produktzerlegung zu erhalten, mufl man also ein Linienbiindel £ auf Vektgam

mit GL,-Operation, das heiflt ein Linienbiindel auf Vektg’d’ss, finden, so daf} das Biindel
Euniv O DY,y Basis £ auf Vektg’d’ss x C nach [VektZ% | PG L, x C absteigt, also G,,, C GLy,
C

auf Eynin ® p;ekt Basis L trivial operiert.
C

Behauptung 2.2.5 Es gibt genau dann ein Linienbiindel £ auf Vektg’d’ss, so daf$ das
Biindel Eynivy @ 1L auf Vektg’d’ss x C' nach [Vektgam/PGLn] x C absteigt, wenn n und

d teilerfremd sind. Nur dann lassen sich die zentralen Automorphismen als Vektg’d’ss i

[VektBess | PGL,] x BG,, abspalten.

2Das universelle Beispiel eines nichttrivialen Linienbiindels £ mit £8" = O®" ist das Hindernis, den

Morphismus Idpcr,, nach GL, zu liften. Bezeichnet ¢ : PGL,, — P”z_l die Inklusion, so kann man dieses
Biindel als +*(Op,2_, (1)) beschreiben.
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Beweis: Sind n und d teilerfremd, so kann man, wie in [Fal95] beschrieben, folgende
Linienbiindel auf Vektg’d’sS betrachten. Fiir m >> 0 ist pVektg,d,ss7*(5umv R pe(Oc(m - c))
lokal frei vom Rang (d4+nm)+n(1—g), deshalb operieren die zentralen G,,,-Morphismen auf
Ly := det(pvektg,d,s.s7*(guniv ®@p&(Oc(m-c)) durch den Charakter t7"m+7(1=9) Betrachtet
man genauso Lo 1= det(pvektg,d,ssv*(é’umv R p&(Oc((m+1) - ¢)), so kann man, da n und d
teilerfremd sind, ganze Zahlen k,[ finden, so daf} die zentralen G,,-Automorphismen auf

L= Ell ® £’§ durch ¢! operieren. Damit operiert G,, trivial auf Euniy @ p;ekt”’d’“ﬁ' Also
C

steigt dieses Biindel iiber den Morphismus [VektB /GL,] x C — [Vekt8** /PGL,] x C
zu einem Biindel £ auf [Vekt3%%/PGL,] x C ab. Dies zeigt die Behauptung fiir n, d
teilerfremd.

Seien nun n = n'r und d = d'r mit r = ggT'(n,d) > 1 und & ein semistabiles Biindel
vom Rang n’ und Grad d’ auf C. Um so ein Biindel zu erhalten, vergrofiere ich notfalls

den Grundkorper k. AuBlerdem sei ¢g : Eple =5 k" cine fest gewéhlte Basis. Bezeich-
net schliellich £gr, das universelle Vektorbiindel vom Rang r auf BGL,, so erhélt man
Morphismen

(id,c) (OF®&0,idir ®¢o)

* * x C VektBa5is x C
‘/ (id,c) l PBaL,£GLr ®PcEo n ciss
BGL, ——————— BGL, x C ————— Vekt 5" x C.

Diese Abbildungen sind alle GL,-linear auf den zugehorigen Biindeln, wobei GL, durch
das Tensorprodukt in GL,, = GL,, eingebettet wird. Hatte man nun ein Linienbiindel
L auf Vektgam x C gefunden, auf dem GL,, so operiert, dal t € G,, als t! - _ operiert,
dann wiirde dies fiir das zuriickgezogene Linienbiindel £’ = A! auf x ebenso gelten. Also
hétte man einen Homomorphismus GL, — G, der auf dem Zentrum die Identitédt ist.
So etwas gibt es nicht, zum Beispiel weil solch ein Homomorphismus auf dem Torus der
Diagonalmatrizen durch einen Charakter operieren muf}, der invariant unter Konjugation,
also eine Potenz der Determinante ist. Die Determinante ist aber auf dem Zentrum nicht
die Identitat.

Fertig.

2.2.2 Die Weil-Vermutungen fiir Vektg’d

Notation: Sind M ein algebraischer Stack iiber S und U ein Schema iiber S, so bezeichne
[M(U)] die Menge der Isomorphieklassen von Objekten in M(U). AuBerdem bezeichne

#MU):= > 57—, falls die Summe konvergiert.
e[ M) #Aut pq(v) ()

Satz 2.2.6 Seien Cp, eine glatte, geometrisch irreduzible, projektive Kurve vom Ge-

schlecht g, «; die Figenwerte des Frobenius auf Helt(CFq,(@l) und n € N,d € Z. Dann
qgilt:

1. #Vekt4(F,) = gn*o—1) =L
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2. Bezeichne Vektg’d = Vektg’d xr, Fq und ®, den arithmetischen Frobenius. Dann ist
o0 .
die Zetafunktion Zvcktg,d(t) = eacp(g:l #Vektg’d(lﬁ'qi)%) eine meromorphe Funktion.

Sie kann als folgendes konvergentes unendliches Produkt geschrieben werden:
- im(Ve 7 Yo —1)*
Z(t) = [ [ det(1 — @qq "Rt oy, (Vekir, Q) D
i=1

3. Die Figenwerte des Frobenius auf Hi(VektC’d,Ql) haben den Absolutbetrag q%. Des-

halb kann die Poincaré-Reihe des Kohomologierings H;latt(Vektg’d) aus 1. und 2.
abgelesen werden, sie ist:

H;L:l(l_i_tQifl)Zg
PVektn’d(t) = 1" 20\ T — 1212
c Hz‘:1(1 13 )Hz‘:2(1 t )

Beweis: 1. Die Anzahl der Punkte des Stacks wird in [HN73] berechnet. Das Ergeb-
nis wird dort nur fiir (n,d) = 1 formuliert, allgemein werden die Biindel dort aber mit
1/# Automorphismen gezihlt. Ferner werden in [HN73] der Kohomologiering der Jacobi-
schen und die trivialen G,,-Automorphismen unterdriickt, indem die Determinante der
Biindel fixiert wird, es werden also nur die Biindel iiber einem festen Punkt der Jaco-
bischen gez#hlt. (Die direkte Berechnung ohne Fixierung der Determinante wird explizit
auch in [Beh87] durchgefiihrt.)

2. Die Produktentwicklung der Zetafunktion wird in [Beh93| allgemein fiir algebraische
Stacks von endlichem Typ, die Quotient einer Operation einer algebraischen Gruppe sind,
bewiesen und folgt aus der Lefschetz-Spurformel, die dort fiir diesen Fall bewiesen wird.

Nun ist Vektg’d’“ von der gewiinschten Form, also gilt:

dim(Vektg’d’“) o |H* 4k”vdvﬂ _ 1
q tr (1| (Ve tC 7<C) Zd #A’U,t(.’l?)
ze[Vekty ™ (Fq)]

Aus dem 1. Teil des Satzes folgt aber, daf§ die rechte Seite auch fiir den gesamten Stack
Vektg’d konvergiert, und die Gysin-Sequenz liefert nach 2.2.1:

Ve g | (Vekin?, ©) = > qtmVeRE) g, | H* (Vekty, C).
I

Damit gilt der Beweis der Produktentwicklung auch fiir Vektg’d.

3. Um die Betréige der Eigenwerte des Frobenius zu bestimmen, benutze ich:

e Die Kohomologie von Quotienten nach G, (oder auch GL,) berechnet sich durch
eine Spektralsequenz [Beh93]:

EY? = HP(BGy, Q) ® HY(X, Q1) = H"([X/G,n], Q)

Das gilt auch, wenn M =: [X/G,,] ein Stack und X ein beliebiges G,-Prinzipalbiin-
del auf M ist, also X eventuell auch nur ein Stack ist.
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Da fiir die Kohomologie von BG,, die Eigenwerte des Frobenius den richtigen Abso-
lutbetrag haben, folgt dies auch fiir [X/G,,], wenn auch die Eigenwerte des Frobenius
auf X die gewiinschten Absolutbetrige haben. (Was ich nur fiir triviale Biindel be-
nutze, fiir die die Spektralsequenz degeneriert.)

e Da ich Aussagen iiber die Eigenwerte des Frobenius am leichtesten iiber die Weil-
Vermutungen fiir glatte, eigentliche Schemata bekomme, suche ich Uberdeckungen
des Stacks, die moglichst von dieser Form sind, und versuche dann, die Kohomologie
von Vektg’d durch diese zu berechnen.

Fiir Vektorbiindel mit Niveaustruktur zeigt [Beh87]:

Satz 2.2.7 Scien C/]Fq eine glatte, projektive Kurve, 0 < (A;)i=1,..x < 1 reelle Zah-
len, die iber Q unabhingig sind und (x;)i=1,.. r € C(Fy) paarweise verschiedene
Punkte. Dann gibt es fiir folgenden Funktor ein feines Modulschema M, das glatt
und projektiv ist:

X = A&, fi)| € ein Vektorbindel vom Rang n, Grad d auf X x C;
fi € prHom(E, p35(Ocw, /mE)™), so daf (&, f;) stabil ist}/ ~

Hierbei bedeutet stabil, daf fiir jedes Unterbiindel F C & gilt:

) = Z rang(F) < &) - Z rang(€)
fi(F)#0 fi(&)#0

AuBerdem bezeichnet ,~“ den Ubergang zu Isomorphieklassen und die Aquivalenz-
relation, die f;’s identifiziert, die sich nur um Skalare unterscheiden, das heifit fiir

alle \; € k* ist (g,fz) ~ (5,)\Zfz)

e SchlieBlich benutze ich im folgenden immer wieder Semireinheit: Seien M ein glatter
algebraischer Stack, M’ C M ein offener Unterstack und N das abgeschlossene
Komplement von M’. Hat N die Kodimension > ¢, so gilt fiir i < 2c — 1, da8
Hi(M', Q) & HY(M,Q,). Dies folgt aus der analogen Aussage fiir Unterschemata
und der Spektralsequenz aus Satz 1.3.11.

Betrachte nun den Stack der Vektorbiindel mit Niveaustruktur:

& ein Vektorbiindel vom Rang n, Grad d auf X x C; >

n,d,Niveau . .
Vekt - (X):= <(57f1) fi € p1«Hom(E, (Oc%/mﬁ)”)

Der Vergi-Funktor liefert eine glatte Abbildung 7 : Vektg’d’Nweau — Vektg’d, die den

Stack Vektg’d’mvea“ zu einem Prinzipalbiindel iiber Vektg’d macht, so dafl die Fasern
isomorph zu A™, also azyklisch sind. Deshalb sind wie in Behauptung 2.1.11 die Kohomo-
logieringe der beiden Stacks isomorph.

Ferner haben die Urbilder von Vektzf‘ unter 7 die gleiche Kodimension ¢(u), wie ihre

Bilder in Vektg’d. Insbesondere gilt ¢(u) "% 50, und damit hat man (wegen Semireinheit)
wieder einen Isomorphismus der Kohomologiegruppen kleiner Dimension von W_IVekté”

n,d,Niveau
und Vekt - .
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Mit dem gleichen Argument kann ich fiir N >> 0 nur den offenen Unterstack betrachten,
auf dem alle f; # 0 sind, denn dessen Kodimension wird auch mit IV grof}. Dieses Argument
funktioniert auch fiir den Modulraum M aus dem Satz.

Der Unterstack der stabilen Niveaustrukturen hat durch das universelle Biindel eine Ab-
bildung in den Modulraum M aus dem Satz. Die Fasern hiervon sind iiber dem Unterstack,
auf dem alle f; # 0 sind, gleich G¥:1, da die Aquivalenzrelation im Satz Niveaustrukturen
fiir dquivalent erklirt, in denen die (f;) jeweils Vielfache voneinander sind. Der Stack der
stabilen Niveaustrukturen ist also sogar ein Prinzipalbiindel iiber M. Dieses Biindel hat
aber auch einen Schnitt, indem man ein universelles Biindel mit Niveaustruktur auf M
auswiahlt, davon gibt es Gﬁfl dquivalente. Also ist das Prinzipalbiindel trivial.

Behauptung: Aulerdem gilt fiir festes p, dafl ein Biindel mit Niveaustruktur automatisch
stabil wird, wenn die Anzahl k der x; grofi genug gewéhlt wird und geniigend viele f;
vollen Rang haben:

Sei € gegeben, so daf fiir alle Unterbiindel F C & gilt: u(F) < u(€) + ¢. Dann suche ich
k, A;, so dal auch gilt:

MEI D DS D D

50 "mI) oo "m9(E)
Ohne Einschriankung sei (wie oben) fiir alle i das Bild f;(£) # 0. Dann gilt:

k
A; A; A, k
D oo B 2 rae@® 2 2 rane®
o rang(F) P rang(&) P rang(F) n

Y

1 n k
HY |
-1 (F)#0

PO P 0}
Also ist fiir A; ~ 1 der letzte Ausdruck (-2 #{i[f;(F) # 0} — k). Fiir k >> 0 ist fiir F
mit groBer Steigung u(F) aber f;(F) # 0, falls f; vollen Rang hat (sonst hat der Kokern
der Inklusion F C £ Grad > 1, was nur an wenigen(u, n) Stellen vorkommen kann). Also

k

wird die Differenz grof, falls weniger als 5~ der f; nicht vollen Rang haben.

(Behauptung) Fertig.

Nun ist aber die Menge der f; mit vollem Rang offen (und dicht) in den Morphismen
Hom(&, (O¢,z,/m2)™). Das Komplement hat also Kodimension > 1. Damit hat das Kom-
plement der Menge, auf der wenigstens m der f; vollen Rang haben, die Kodimension

> k — m. Also hat man fiir j fest, & >> 0, N >> 0 und A; ~ 1: Hi(Vektg’d’Nivmu) =

Hi(Vektg! Niveauoftvoller Rangy Tyie565 Argument funktioniert genauso fiir den Modulraum

aus dem Satz, da dieser ein G,,-Biindel iiber dem Stack ist. Fiir diesen Modulraum kennt
man die Weil-Vermutungen, also haben die Eigenwerte des Frobenius auch der Kohomo-
logie des Stacks der Vektorbiindel mit Niveaustruktur den erhofften Absolutbetrag, also
auch auf H i(Vektgd, @), und das war zu zeigen.

Dabei habe ich benutzt, dafl ich viele Punkte auf C finde. Das gilt aber sicher, wenn ich den
Grundkorper F, vergrofiere. Dort ist dann der Frobenius eine Potenz des urspriinglichen,
also folgt die Behauptung auch wieder iiber dem urspriinglichen Koérper.

Fertig.
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2.2.3 Der Kohomologiering H*(Vekt};?, Q)

Fiir Kurven Cjp, berechne ich nun den Kohomologiering des Stacks der Vektorbiindel
iiber C. Dazu geben (im komplexen Fall) Atiyah-Bott [AB82] Erzeuger an, die sich hier
analog konstruieren lassen. Das universelle Biindel Um'vg’d vom Rang n und Grad d auf
Vectg’d x C' liefert einen Morphismus Vectg’d x C' = BGL,, damit sind Chern-Klassen
des Biindels als Urbilder der Erzeuger von H*(BGL,,) definiert. Diese zerlegen sich nach
der Kiinneth-Formel in

29
¢i(Univ) = ¢ ® 1+ Zal(k) ® a(ck) +bi-1 ® [P],
k=1

wobei a(clf ) Erzeuger von H ;latt(C, Qi) = H},,;.(C, Q) sind, und [P] ein erzeugendes Ele-

ment von H?Z

gl utt(C, Q) ist, zum Beispiel die Fundamentalklasse eines Punktes.

Satz 2.2.8 Flir glatte, projektive Kurven Cp, vom Geschlecht g gilt:

% 5 rang=n,deg=d \
Hglatt(VektC g g 7@1) :Ql{Cl,...,Cn,bl,...,bn_]_] ® /\[agl)a--w%@g)}
i=1

(k)

Dabei sind c;, b; freie Erzeuger im Grad 2i und a;” dufere Erzeuger im Grad 2i — 1.

Die Erzeuger sind als die oben beschriebenen Kiinneth-Komponenten der Chern-Klassen
des universellen Vektorbiindels auf Vekt x C' gegeben.

Bemerkung: Die Konstruktion liefert auch die Eigenwerte des Frobenius auf den erzeu-
genden Elementen. Der arithmetische Frobenius operiert auf H*(BGLy,,Q;) als ¢~%/? (z.

7

B. [Beh93]). Sei oy, der Eigenwert auf a(ck), dann operiert somit ®, auf ¢; und b; durch ¢~

(k) —1,—i

und auf a;"" durch o) "¢

Beweis:

Vorgehensweise: Ich zeige zunéchst, dafl der Kohomologiering den behaupteten Ring ent-
hélt. Dazu muf3 ich noch zeigen, dafl zwischen den Erzeugern keine Relationen gelten, was
ich durch Induktion nach dem Rang so herausbekomme, dafl ich Familien von Biindeln
betrachte, deren Chern-Klassen, die die Pull-backs der universellen Klassen sind, keine
Relation haben. Gliicklicherweise geniigen dazu Summen von Linienbiindeln.

Danach folgt, da ich aus dem Abschnitt iiber die Weil-Vermutungen die Poincaré-Reihe
des Stacks kenne, dafl der Kohomologiering nicht gréfier sein kann.

Sei nun Rang=1: Die Kohomologie der Jacobischen ist zwar bekannt, trotzdem hier eine
Berechnung, die ich im Prinzip genauso fiir h6heren Rang durchfithren kénnte. Ich benutze
dazu Linienbiindel auf (C' x ... x C') x C. Es gilt:

29
c1(Ocxc(A) =10 [P]+ ) a® @b™ +[Ple1
=1
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Dabei sind a(*) Erzeuger von H'Y(C,Q;) und b*) die Poincaré-Dualen zu a®).

(Denn, wie im Beweis der Lefschetz-Spurformel: Sei ca = ¢1(Ocxc(A)) =, oegl)az(k) ®bl(l)
Hier sei zur Verkiirzung der Schreibweise a¥ Erzeuger von H*(C,Q;) und b* die entspre-
( g i g ; p
chenden dualen fiir alle i € {0,1,2}.)

Dann ist ca U bf ® aé = (‘Uial(cil)'

Aber es gilt auch ca = Ai(1¢), und deshalb:

Spurcxc(ca U bgk) ® az@) = Spurc(A* (bl(-k) ® agl)))
= Spurc(bgk) U al(-l))
= (=1)'0u
Dies ergibt die behauptete Formel fiir ca.)
Also gilt fiir das Linienbiindel £ = @7, pjy(Ocxc(6A)):
Grad(Lpkixc) = Y € und

(L) = (T e) ® [P - (T eafy) @b® + (S e[Ply) @1,

wobei al¥) = 1®. . .®@a®®...®1 ist und die Kiinneth-Komponenten von (Cx...xC)xC

ausgescl(lzlzieben wurden.

Daran sieht man, dafl zwischen den Pullbacks der (Kiinneth-Komponenten der) Chern-
Klassen des universellen Linienbiindels auf Vekté:d x C, in der Kohomologie des Produkts
der C’s bis zur Dimension * < % keine Relationen gelten. (Denn: (3 &[P] ;)" ! = > (n—
D] e) Pl .. ®1®...®[P] # 0 (gleiches Argument fiir die Produkte der a”’s), und
eine Potenz (< %) des geraddimensionalen Erzeugers, multipliziert mit einem Monom in
den dufleren Elementen ist nur dann Null, wenn mehr als § duflere Erzeuger vorkommen.)

Also gelten fiir n — oo keine weiteren Relationen zwischen den Erzeugern.

AufBerdem liefert die Jacobische der Kurve (fiir den P! ein Punkt) eine Uberdeckung des
Stacks, wobei die Uberlagerung durch Division nach G,, gegeben ist. Damit liefert die
Spektralsequenz ([Beh93])

HP(BG,,) ® HI(J(C)) = HP (Veet "),

daf} dies auch schon der ganze Kohomologiering ist, wobei im letzten Abschnitt auch schon
gezeigt wurde, dafl die Spektralsequenz degeneriert.

(Rang 1 fertig)
Jetzt Induktion tiiber den Rang der Biindel:

Um unndtige Uniibersichtlichkeit zu vermeiden, sei erstmal C' = P!, womit die a;’s ver-
schwinden.

Betrachte auf Vektg’dfh X Vektélh x C das Biindel £ = p{?’(Univg’d*h) @p§3(Univélh).
Dieses hat in den Fasern den Grad= d (entspricht also einer Abbildung f¢="" : Vectg’d_h X

Vectldh — Vectgﬂ’d), und die Chern-Klassen berechnen sich nach Induktion wie folgt

(benutze die Kiinneth-Formel):
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Der linke Summand hat die Chern-Klassen ¢;(pj5(U m’vg’dfh)) =R1I®1+b-1R1R[P)
(fiir ¢; dabei by = d — h).

Der rechte Summand hat die Chern-Klasse (nur eine) ¢; (p’2‘3(UnivéJh)) =1Ra®1+1®
h® [P

Damit ergibt sich (Stiefel-Whitney-Formel):
(&) = D erpisUnivg®™") U cik(ply(Univg")
= ¢R1I®l+c1®c1®1
+ (b1 ®1+¢1@h+bi_2®c1)® [P

) = (R1+a®a)®l
+ @14+ @h+(d—h)®1-c1)® [P]
al€) = (a®l+1®ca)®1+d 1911 [P]

Das sind also die Pullbacks von den Klassen im Kohomologiering von Vekt in der Koho-
mologie von Vekt™? " x Vekt™" x C.

Setzt man jetzt h beliebig und betrachtet die Kiinneth-Komponenten der obigen Klassen,
so liegen diese in Q[cy, ..., c1,bp—1,...,b1]®@Q[c1 =: z, h], wobei zusétzlich der Parameter
h adjungiert wurde. Man erhélt also:

dim =i fgrad—h,h,*ci fg'rad—h,h,*bi

n+1 CnT

n Cn—1T + ¢y, bn_1x + hey,

n—1 Cn—9T + Cp—1 | by—1 + bp—ox + C_1h
a1z + co by + bix + heo

1 T+ by —hzx+hci+d-zx

Und diese sind algebraisch unabhéngig.

Das kann man zum Beispiel so sehen: Betrachte zuerst nur die Elemente der linken Spalte,
beginne induktiv von oben und stelle jeweils fest, dal das darunter stehende Element al-
gebraisch unabhéngig von den dariiber stehenden ist (es kommt eine neue Variable hinzu),
schliellich ist x 4 ¢; algebraisch unabhéngig von den Polynomen dariiber: Multipliziert
man in einer etwaigen Relation ein Monom aus und ordnet die entstehenden Terme nach
Potenzen von z, so kann man an einem Monom z™ ¢l - - - ¢]' mit N maximal feststellen,
wie es zustandegekommen ist: der Term (z + ¢;)” war mit Vielfachheit ? = N — 37,

beteiligt.

Fiige nun die rechte Spalte hinzu, so sind die Elemente sogar algebraisch unabhéngig iiber
Ql(cn7 ceey C1,$)-

Fertig (P1).
Fiir C beliebig ergibt sich genauso:

Der linke Summand hat die Chern-Klassen

29
ci(p"{g(Unz'vg’d_h)) = ci®1®1+2a§k)®1®ag€)+bi_1®1®[P] (fiir ¢; dabei by = d—h).
k=1
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Der rechte Summand hat die Chern-Klasse (nur eine)

01(p§3(Umvéh))—1®cl®1+21® '2a® +10 0[P
k=1

Und damit fiir des gesamte Biindel:

a&) = D earpis(Univg™") Uiy (pis(Univg™))
= ¢®R®1I®1l+c¢1®c1®1

+ ig:(af ©1+ca®a? +a @e) @)
k=1 2
+ (b1 ®l4 e ®h+hia®et+ Y signlg—k+1/2)al”, @ al ™) o [P)
2(€) = (®1+c®c)®1 -
+ ig:(a’g 21+aod? +d" )
k=1

+ (heltaeh+@d-nela

29
+ > sign((g — k +1/2)al” © ') @ [P]
k=1
aE) = (@el+lea)el
29
+ Y ’e1+104d") @ e
k=1

+ d-1®1® P

Also im Ring Q[cn, ..., c¢1,bp—1,-..,01] @ Qi[c1 =: x,h] ® /\[agl)7 .. .,a(zg),dgl), ... ,deg)]:

)

dim =1 fg?”ad—iuh,*ci fgrad—h,h,*bi
n+1 Cn®
n Cn—1Z + Cp, by_1x + hey, + Z :I: (2g k)

n—1 Cn—2% + Cp—1 | bp—1 + bp— 296'+Cn 1h+2ia 1@&29 g

2 c1T + Co bg 4+ bix + hes + Z ia2 g2g k)

1 z+ e by — h:n~|—hcl—|—d :E—I—Zj: ) (20=k)

und fiir die Erzeuger in ungerader Dimension:
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dim fgrad—h,h *a( )
2n+1 (k):r +cp a(k)
~ (k)

2n—1 (k) ~|—a( )lzz:—l—cn 10

1 agk) + dgk)

Daran sieht man, daf§ die Erzeuger in ungeraden Graden ebenfalls unabhéngig sind (denn
agk) + d(lk) und agk):c + cld(lk) sind unabhéngig). Mit dem gleichen Argument wie fiir den

P! sieht man dies an den geraddimensionalen Erzeugern.

I [02, (14627

Da die Poincaré-Reihe des konstruierten Unterrings P(t) = I (=) [, (=) ist, hat
=1 =2
man nach 2.2.2 damit schon den ganzen Kohomologiering gefunden.
Fertig.

Folgerung 2.2.9 Fiir jede unendliche Teilmenge I C Z ist die Abbildung:

H*(Vektg, Q) & [ H* (Vekeg" x Vekty " ", @)

hel

ijektiv. Damit gilt insbesondere, dafl die Restriktionen:

L* ———n,d,nicht-semistabil

H*(Vekty!, Q) & H*(Vekty”

¥

und H*(Vekie? @) & H* (Vekin®™™", Q)

, Q)

ingektiv sind.

Beweis: Die Testbiindel aus dem Beweis des Satzes sind alle auf Vekto x Ve kté bt

gegeben. Um Relationen zwischen den Erzeugern auszuschlieen, geniigt es, irgend eine
unendliche Menge von h’s zu betrachten. Fertig.

2.3 Der Modulraum der semistabilen Biindel

Sind n und d teilerfremd, so sind alle semistabilen Biindel stabil deshalb gibt es in diesem
Fall ein projektives Modulschema fiir stabile Biindel. Hierbei geht man meist weiter zum
Modulraum der Vektorbiindel mit ﬁx1erter Determinante iiber, das heifit man betrachtet
die Fasern der Abbildung det : Vektc — Vek:tc Diese Abbildung liefert im analytischen
Fall eine Faserung, die fiir rationale Koeffizienten kohomologisch trivial ist (siche [AB82]).
Damit kann man aus der Kohomologie des Modulstacks der stabilen Biindel auch die Ko-
homologie der Modulschemata der stabilen Biindel bzw. der stabilen Biindel mit fixierter
Determinante ablesen.

Sind n und d nicht teilerfremd, so findet man kein Modulschema fiir alle semistabilen
Biindel, aber man kann, genau wie oben, weiterhin die Stacks der Biindel mit fixierter



60 Kapitel 2. Modulstack der Vektorbiindel auf einer Kurve

Determinante betrachten. Wie im obigen Fall erh&lt man fiir die analytischen Modulstacks
aus der Determinantenabbildung wieder eine Faserung, die fiir rationale Kohomologie
trivial ist.

Seien jetzt m und d beliebig. Die Inklusion Vektg’”l’sS — Vektg’d induziert nach der Gysin-
Sequenz eine Surjektion auf der Kohomologie. Damit stellt sich die Frage nach den Rela-
tionen der Erzeuger in der Kohomologie des Stacks der semistabilen Biindel.

Nach den Aussagen iiber die Gysin-Sequenz fiir die Stratifizierung von Vektg’d ist auch im
algebraischen Kontext klar, dafl sich die Kohomologie der Jacobischen aus den Relationen
abspalten 148t, das heif3t ist mit a € H 1(Vektlcld, Q) undx € H *(Vektg’d, Q) das Produkt
det*(a)x eine Relation in H* (Vektg’d’ss, Qy), so gibt es ein T € H*(Vektg’d, Q) mit det*(a)-
(z —x) =0, so daB & in H* (Vektg’d’ss, Qi) veschwindet. Diese Aussage folgt aus der
Bemerkung, dafl die Chernklassen der Normalenbiindel an die Strata der instabilen Biindel
keine Nullteiler sind.

Wie in der Einleitung bemerkt, hatte ich langere Zeit versucht, die Relationen im Fall n = 2
selbst zu bestimmen, dabei aber einen dummen Fehler gemacht. Nachdem ich dies bemerkt
hatte, habe ich nun die Arbeiten von Zagier, Thaddeus und Kirwan ([Zag95],[Tha92],
[Kir92]) genauer angeschaut, in denen Mumfords Vermutung im Fall n = 2 und d unge-
rade bewiesen wird. Bei der Arbeit von Kirwan fillt auf, dafl man, da man nach obiger
Bemerkung die Kohomologie der Jacobischen immer aus den Relationen abspalten kann,
den Beweis sofort fiir den Fall d gerade verallgemeinern kann, wenn man statt des groben
Modulraums der semistabilen Biindel den Stack der semistabilen Biindel betrachtet. Das
ist insofern interessant, als fiir n > 2 dieser Stack als Randstratum auftaucht.

Zur Konstruktion der von Mumford angegebenen Relationen bemerkt man zunéchst, dafl
fiir ein Linienbiindel £ vom Grad dy auf C das Tensorprodukt mit £ einen Isomorphismus
Vekt; = Vekt; " induziert, weshalb man sich auf den Fall n(2g—2) < d < n(2g—1)
beschrénken kann. Dann gilt nach Serre-Dualitét fiir jedes semistabile Vektorbiindel £ auf
C, daB HY(C,E) = 0 ist.

Sei nun U m’vg’d das universelle Biindel auf Vektg’d x C und 7 : Vektg’d x C — Vektg’d
die Projektion, dann ist also W*(Um'vg’d) eingeschriankt auf Vektg’d’sS lokal frei vom Rang
d+n(l —g) und Riw*(Univg’d’ss) = 0 fiir ¢ > 0. Insbesondere verschwinden also fiir
i > d+n(l — g) die Chernklassen ¢;(m, (U nivg’d’ss)). Diese kann man nun aber nach dem
Satz von Riemann Roch aus ch(m(Univgy?)) = m.(ch(Univg®) (1 — (g — 1)[P])) berechnen.
Schreibt man also cz-(m(Univg’d)) als Polynom in den Erzeugern von H *(Vektg’d, Qi), so

liefern die Koeffizienten der Produkte von agk) Relationen in H *(Vektg’d’ss, Q).

Satz 2.3.1 (Mumfords Vermutung fiir Rang 2 und beliebigen Grad) Fiir Rang n =2 und
d beliebig erzeugen die oben beschriebenen Relationen alle Relationen in H*(Vektild’ss, Q).

Beweis:(Kirwan) Der Beweis, den Kirwan fiir den Fall d ungerade angibt, 148t sich un-
mittelbar fiir d gerade umformulieren, dabei werden die Formeln sogar symmetrischer.
Die Beweisidee ist zu priifen, dafl die Relationen eingeschrénkt auf die instabilen Strata
= (dy,d—dy) jeweils das Ideal der obersten Chernklasse des Normalenbiindels enthalten.
Dann ist nach Folgerung 2.2.9 und der Gysin-Sequenz klar, dafl man schon alle Relationen
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gefunden hat. Um dies nachzuweisen mufl man also nach der Berschreibung des Norma-
lenbiindels auf Vekté;dl X Vektldd_d1 die Cherncharaktere ch(m(U nivéd1 ®oU m‘vé’d_dl))
und ch(m (U nivé’dl)v ®U nivé’didl) vergleichen. Dies wird in [Kir92] durchgefiihrt, mit

ganz analogen Umformungen kann man dies auch fiir d gerade iibernehmen. Fertig.



Anhang A

Algebraische Riume

Um eine dquivalente Beschreibung von algebraischen Stacks und Gruppoiden zu erhalten,
benutzt man algebraische Raume. Diese Objekte werden in [Knu71] ausfiihrlich beschrie-
ben. Es geniigt hier die Definition: Algebraische Rdume sind algebraische Stacks, die sogar
Garben von Mengen sind, genauer:

Definition A.0.2 Fin algebraischer Raum ist eine Garbe F von Mengen auf Sch;g e,
den Schemata tber S mit der étalen Topologie, so dafl gilt:

1. Fir alle Schemata X,Y mit Abbildungen X N F. Y Yy F st die Garbe X xXrY
darstellbar durch ein Schema X xgY.

2. Es gibt eine étale, surjektive Abbildung eines Schemas X —— F, das heifit fiir alle
Y L5 F st die Projektion X xrY — Y surjektiv und étale.

Ein algebraischer Raum heifit separiert, wenn fir eine Uberdeckung wie in 2. die Abbildung
A: X xr X = X x X eine abgeschlossene Finbettung ist.

Bemerkung: Die Bedingung (1.) folgt wegen effektiven Abstiegs fiir Einbettungen aus
der Bedingung (2.).

Da in den Beispielen, die ich betrachte, die darstellbaren Morphismen algebraischer Stacks
immer durch Schemata darstellbar sind, kann man hier den Zwischenschritt iiber die alge-
braischen Riéume iiberspringen. Deshalb verweise ich fiir Details {iber algebraische Rdume
auf [Knu71].
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